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IIpearosop

ITocmaTtpajyhu caBpemeHy HayKy y ILeJWHH, TemKo je fa hemo Hahm peu koja ce
kopuctu vetthe of mojMoBa “cucitiem™ u ”Teopuja cucitiema”. HaydHuuy u npakTuyapu u3
MHOTHX OOJlacTH: (pU3NvYapH, MHKUEPHU, OUONI031, COLMOII03H, JUHIBUCTUYAPH, KUOEPHE-
THYapH, TCUXOJIO3U, €EKOHOMUCTHU, MH(OPMATHIYapH, U3yyaBajy pa3HOPOJHE CUCTEME, Me-
TOJIE BUXOBOI ONMCUBama U NpoydaBama. 300r yera ce off caMor CBOT HacTaHKa Teopuja
cucTeMa pa3BWiIa y Hay4yHy AMCUMIUIMHY KoOja je W3riefa npepoppebeHa ma ytuye Ha cBe
BUJIOBE caBpeMeHor fipyuTBa. Hajnpe nsyuyaBana kao Teopuja ynpaBmbama O] UHXKUIBEPA U
MaTteMarndapa, Teopuja cucrtema ce caja CBe BHILIE M BHIIE YKJbyuyje Yy IpoydaBamba
€KOHOMUje, MapKeTHHra, OpraHu3alioHuX HayKa, OMOJoruje, MONIUTUYKUX HaykKa, COIMO-
noruje u ncuxonoruje. llITa je Teopuja cucrtema u 300r yera je TOJIMKO 3HAYAjHA 32 TOJIUKO
pa3HOpOAHUX TOceOHUX 00IacTu?

Teopuja cucTeMa Uiy HayKa O CUCTEMHMA KPO3 OIIITY 3aMUCA0 CUCTEMA U yIPaBIba-
Hha CHCTeMHMa MpyXka Pa3HOBPCHY W JIEIOTBOPHY METOJOJIOTHjY 3a MpOydYaBamke U Ipopa-
YyH 00pa30oBama pa3IMuuTUX CUCTEMA, Oe3 0031pa Ha BUXOBY NOCEOHY (PU3UUKY TPUPOAY U
HAuYuH pajja. JeqHO Off HajBaXKHUjUX TJICAMINITA MPU MpoyvyaBamy U 00pa3oBamy cUCTEMA je
pa3BOj KBAHTUTATUBHOT MOJIeJia KOjH OIHKCYyje 3aBUCHOCTU y3pOKa W JieJIoBama M y3ajamHa
fejcTBa u3Meby NpoMeH/bUBUX cucTeMa. 300T TOra je je3uK TeOpHje CUCTeMa MaTeMaTuKa 1
CBakM 030MJbaH MOKYINAj fja ce Hayun Teopuja cucrema Mopa Jia ce 3aCHUBA HA MO3HABamy
MaTeMaTHKe U MaTEeMaTUIKO] MPEIU3HOCTH.

Y npBum kwurama o Teopuju cucrema pa3MaTpaHe Cy yIJIaBHOM AudepeHiyjaaHe
jemnaunHe, ®ypujeoBa u JlanmmacoBa TpaHchopmalyja, TpeHOCHE (PYHKIUje W TMOCTYMIU
¢pexBeHTHOT oMeHa. [Ipyra remepanuja KibUra O CHCTeMUMA yBeJa je ujeje MpPOMEeHIbUBE
CTama U OXKMBeJa IpoyyaBame JIMHEApHUX CHUCTeMa Yy BpeMeHCKoM foMmeHy. Tpeha renepa-
1yja craja y LeJuHy MpBY U APYry reHepauujy TpaHC(OpMalMOHUX METOfia ca MeTofama
IPOMEHJbUBE CTama, pa3MaTpajyhu Ha jeAMHCTBEH HAUYWH BPEMEHCKM HENpeKujgHe W Bpe-
MEHCKH JUCKpPETHE cUCTEME U 00yXBaTa KJIaCHYHE JuHeapHe cucreme u ayromare. [Totom je
Teopuja cucrema KpeHyJja pas3ja3HUM IyTeBMMa IITO Beher yomiraBamwa ca jeHe cTpaHe
(xopucrehn cBe cloKeHWje MaTeMaTUUKE CTPYKTYype, KOje ce MO MpaBUIy HEIO0-BOJHHO
M3y4yaBajy Ha TEXHHIKUM (PaKyiATeTUMa) WM YKIbyuMBama y NoceOHE HayKe M pa3Boj
NMoceOHUX MOCTynaka (Mpu YeMy ce YHOCEe CBa OrpaHMYCHa U 0COOeHOCTH ofipeheHe HayuHe
pucnmiuinee). MebyTuMm, pas3Boj padyHapcKe TeXHUKE M OfroBapajyhe mporpamcke
noppuike, y3 cee Behy pocrynHoct PC padyHapa DIpOMEHWIM Cy T€ TOKOBE M IMOJICTAKIIE
IbUXOBO IMOHOBO HENOCPEAHO MpoXKuMamwe. 300r TOora cy HEONXOJHM HOBU YUOEHUIM
YeTBpPTE reHepaluje Kibira o cuicreMnuma, Koju 01 ce cacTojasid U3 TpH IMoBe3aHa fiesa Koju
ce MpoxXKUMajy. ¥ cKlaay ca TuM, yiuoeHuk 3a Teopujy cucreMma dmnHe:

a) OBa kwura, "Teopuja cucitiema", Koja jjaje TCOPHjCKe OCHOBE 3a MPOyJYaBambe CUCTEMA,

6) Kwura "Teopuja cucitiema: 36upka iipobaema u 3aaiiaka ca peuiteruma™ CapKu Jie-
TaJbHO pelleHe 3ajJaTKe KOju pa3jallllhbaBajy MOJMOBE M MOCTYNKE U3 fiena ylOeHHKa
”Teopuja cucitiema®, Kao u npodiaeMe KOju IONywYjy 1 TpoayOIbyjy MOjMOBE U MOCTYIKE U3
pa3auuuTUX OO0JacTH MaTeMaTUKE KOjU Cy HEONXOJHM 3a YCIelIHO npahemwe m3narama y
TEOPUjCKOM Jieny YIIOEHUKY, a KOJA Ce Ha KaJlOCT HEJIOBOJLHO U3YyuaBajy Ha TEXHUUYKUM
akynreTuma.

B) Kwura "Hymepuuxa u cumboauuka uspauyHasarba y Teopuju cuciiema™ camgpku

paudyHcKe 3ajjaTke U mpobiieMe KOju ce pellaBajy KopuilhemeM HajHOBHjUX copTBepa 3a
HyMepuyKa u cuMOoIniKa n3padyHaBama: Matlab, Reduce, Mathematica u Maple.



[Mumyhu oBy KEUTY MOKYIIIAU CMO J1a pa3BUjeMo NEIaroliKy YBOJ Y TEOPH]y cUcTeMa
Koju he OUTH MPUXBAT/bUB YATAOIMMA Ca OCHOBHUM Npef3HambUMa U3 MaTeMaTH-Ke Koja ce
u3yJyaBa Ha HAIINM YHUBEP3UTETHMA, a J]a UCTOBPEMEHO 3aMHTEPECYjeMO U TOJ-CTaKHEMO
YATAOoINE KOjU CYy MATEMATHYKH U CUCTEM-TEOPHjCKU UCKYCHUju U oOpa3oBanuju. [Ipu Tome
CMO ce OClamalii Ha TpBa 3a0Kpy>KeHa u3jiarama Teopuje cucrema y Linear System Theory
(Zadeh, Desoer, 1963), System Theory (Padulo and Arbib, 1974), xoja cy pa3Bu-jeHa y
MoHorpacduju Topics in Mathematical System Theory (Kalman, Falb and Arbib, 1969) wu
npomupeHa y Monorpacduju General Systems Theory: Mathematical Foundations (M. D.
Mesarovic and Y. Takahara, 1975). OBaj npuia3 nokasyje jja Cy MHOTE 3aMHCIN KOPHCHE 3a
HeJIMHEeapHe CHCTEME HCTe Kao M 3a JUHEeapHe CHCTEME; 1a BPEMEHCKU-TUCKPETHH CUCTEMHI
HICY Toce0aH MpeMeT CTpaxoBakma Kao IITO OM MOTJIO Jla Ce YUYUHM 300T HUXOBOT M3y4Ya-
Bama Ha Kpajy BehuHa KbHUra; Kao u jja NocToje HeKH MpoOjIeMu Koj| JIMHEapHUX ChCTeMa
KOj€ je MHOTrO JIakllle PEIIUTH jeJUHCTBEHUM IPUCTYIOM HEro MaTpPUYHMM MaHUIyJIAlU-
jama. To He mopmye MOCTOjalkbe MOCeOHNX, MOhHUX M KOPUCHUX MOCTYIaKa, HAPOUYHUTO 32
JMHEeapHe CHCTeMe, KOjH CYy TaKobe M3JI0XKEeHH Y KEbH3H.

Kao n Behuna ynObeHuka, oBa KmHra je MPOWCTEKJIa W3 TMpefaBama Koje je ayTop
Ap>Kao MOCHekbUX ocaM roguHa Ha PakyiTeTy OpraHu3allMOHUX HayKa YHUBEp3UTETa y
Beorpany crynentuma Cmepa 3a nH(OpPMalMOHE CHCTEME, TOKOM JIBOCEMECTPATHOT WM
jemHocemcTpaiHor Kypca u3 Teopuje cuctema. [Ipu Tome je Kmura Buille myTa npeypebu-
BaHa M KOHAYHO TaKoO yoOimyeHa fia Oyjie 1ITO MOTHYHHUja U OMIITH]a, Jla ce He Ocama Ha
NojefIHe NUCHUIINHE W 1a CaJp>KU CKOPO CBE HEONMXOJIHE MaTeMaTHU4Ke CTPYKType U Me-
TOZIE KOje ce YBOJie ¥ MpoyyaBajy Kaja je To noTpedHo. CBH MOjMOBH C€ YBOJIE MPUPOJHO U
nocTeneHo fa OuM ce cxBaTwia OfroBapajyha OCHOBHa Wjgeja, a MOTpeOHE MaTeMaTHyiKe
CTPYKTYpE W METOJie ocTeneHo, npxkehn ce mpuHiuna mro Behe jefHOCTaBHOCTU U MaTe-
MaTHUYKe CTPOTOCTH Ca je[JHE CTpaHe, y3 ITO Behy MPUMEHIBUBOCT ca Jpyre cTpaHe.

[a Om ce makmie cxXBaTWie M pa3yMelle alCTpakTHE Wjeje W3 TeOopHje cucreMa u
HUXOBE Be3e ca MaTEMaTHKOM, HYMEPHMYKOM aHAIM30M, ONEPAIMOHNM HCTPaXkKNBamkuMa,
WH(MOPMAIMOHUM CHCTEMHMa W MPOTpaMUpPAmEM, CUMYJIAMjOM M JUHAMHUKOM OpraHHu3a-
LIMOHUX CUCTEMA, Pa3IMYUTUM OPraHU3ALMOHUM HayKama, YIIOEHUK cajip>Ku BEIUuKu Opoj
[IeTajbHO PEIICHUX NMpHMepa ca HarJlaCkOM Ha OpraHU3alHOHE, EKOHOMCKE M MPOU3BOJHE
cucreMe. Mebytnm, capxkaj KiHUre je cXBaT/bUB M Pa3yMIbHB YaK U aKO C€ TH NMPUMEPH
M30CTaBe, Te ce YNOEHMK MOXKe KOPHCTUTU M Ha JpyruM (pakyJTeTHMa Ha KOjuMa ce
u3ydyaBa Teopwuja cucrtema mnu Teopuja ynmpaBibama cHUCTeMHMa y OWMJIO KOM OOMMY H
00uKYy.

Y mpBa Tpu mornaB/ba MPOy4yaBajy ce OMNIUTH CUCTEMH, Y3 CTAJHO Pa3MUILbalkE O
Teopuju auHeapHux cuctema. Ojff MOJOBHHE YETBPTOT MOIJIABJbA, IETaJbHUjE ce M3ydyaBa
TeopHja JIMHEAPHUX CHCTEMa Y CBETJy jeMHCTBEHOT IIPUCTyNa MNpOydYaBarby OMNIITHX
cucrema. Kmura je nogesbeHa Ha 9 norynassba.

Y npBom nornasmwy - “Cucitiemu u iiojam ciiarba*, mpoydaBajy ce CUCTEMHU U MOJIEJIH,
KOpaK Mo Kopak noisiazehu on yiaszno-usnassor onuca. IIpupopHo ce yBoau nojaM crama u
[ieTaJbHO M3y4yaBajy OCOOMHE CTama M MOfejia yla3-CTame-n371a3; IOMepamke Yy BpEMEHY U
BPEMEHCKA HENPOMEHJBUBOCT , Ka0 M JAETEPMUHUCTUYKN U HEIETEPMUHUCTHUUKUA MOJEIH
cucrema.

Ipyro nornasmwe - "[uHamuxa cucitiema u OcHO8He hyHKUUje iipenasa”, oOyxBaTa
OCHOBHE (PyHKIIH]je IIpesia3a 3a BPEMEHCKU-JUCKPETHE CUCTEME, OCHOBHE OIUCE BPEMEHCKH
HETIPEKUJIHAX CHCTEMa, BEKTOPCKE MPOCTOpe W mojam 6aszuca. Y ofesbky "Hekm marte-
MaTHYK{ MPOCTOPH” MPOYyUYaBajy ce pas3InuuTh METPUUKE MPOCTOPU U MPUPOJHO YBOIH
BanaxoB mpocTop y KoMe ce MOTy MpoydJaBaTu HajominTuje 3aMucnu Teopuje cucrema. 3a
pa3iuKy Off KiHWra u3 MPEeTXOHUX TeHepalyja, AeTajbHO je pa3MaTpaH mpoodiieM m3bopa
CTalkba M NpeBobeme pa3IMyUTUX MOfesia y OOJUK IMOrofjaH 3a NMpoydyaBame MeTojama
Teopuje cucrema.

[Monamramwe cucreMa yias-usjia3 U (PyHKIUje OJI3WBA, JUHEAPHOCT, ONUCUBAILE U
NpeficTaB/balbe JTMHEAPHOT CHCTeMa, JIMHeapu3anyja CUCTeMa U alpOKCHMalfja CHCTeMa,

yJ1a3HO-M3JIa3HA ONUCH BPEMEHCKH JUCKPETHUX cuUcTeMa U Z-TpaHcdopmanuja u3ydaBaHU



cy y Tpehem nornasmwy “Jluneapusayuja u auneapru cucitiemu®. Ilojam n3Bopa y banaxosum
MIPOCTOPHMMA, YBEJEH IPH M3ydaBawy JMHEapu3alyje Mojesa CHCTeMa, KOpH-CTuhemo y
OCMOM IOTJIaBJby Kajia IpoyyaBaMoO CTAOMITHOCT CUCTEMA.

Jlok cy y mpBa TpH NOIJaBiba INPOy4YaBaHM HAauyMHMU AOOMjama Pa3IMYUTHX MOJesa
cucTema, CYLITMHCKM NOJMOBU caBpemeHe Teopuje cucrema, JOCTUXIBUBOCT U OCMOTpPH-
BOCT, TPOYYaBaHU Cy Y Y€TBPTOM NOTNaBIbY ~ociuuxc/busocii u ocmoitipusociti. YBene-He
cy onuuTte fie(pMHUALEjE, JeTabHO MPOYyYEeHe JOCTUXKIBUBOCT U YIPABIBLUBOCT Y JUCKPETHOM
BpEMEHY, MPOCTOPHM Ca YHYTpallbUM TNPOU3BOIOM M HPHAPYXKEHAa Npecnuka-Bama. M3
ONUITHX Jie(PUHULIU]ja U3BEEHA je AyaTHOCT AOCTUXIbUBOCTU U OCMOTPUBOCTH BPEMEHCKU
AMCKPETHUX JIMHEAPHUX CUCTEMA.

CrnoxeHunje MaTeMaTUUKe CTPYKTYpPE U METOJe KOjU CYy HEONXO[HU 3a ONHCUBAHE U
NpOyYyaBamke BPEMEHCKM HENPEKUHUX CUCTEMA pasMaTpaHu Cy y IMETOM IOIJaBlby -
“[leaokyilHO UOHAWAIbe BPeMEHCKU HellpeKuoHux cuciiema®. IlpupomHo je oO6janrmeH
nmpeja3 ca JUCKPETHOI BpPEMEHa Ha HENPEKHUJHO BpPEME 3a BPEMEHCKU-IPOMEHJBbUBE
BPEMEHCKU-HETIPEKUAHE CUCTEME, OfpeheHu yClIOBM MOCTOjama pellema cucrema aude-
pEHLjaTHUX jeflTHAaYMHA M HAYMHHU pelllaBalkba Ha OCHOBY TeopeMme O (puKCHOj Tauuu. Ta
OMIIITAa Teopuja je UckopuitheHa 3a pelllaBame JIMHEAPHUX BEKTOPCKUX AM(epeHIUjaTHUX
jellHaunHa U Npoy4YaBamke OCOOMHA MaTpHUlLEe Npeiia3a cramwa. MzyyeHu cy onucu nusnas-yias
cucTeMa, y3 CTPOro MaTeMaTU4YKO pa3Marpame [lupakoBe jelMHUYHE UMIYJICHE W
XeBucajaoBe jelMHUYHE OCKOYHE (PyHKIMje KopulthemeM TeopHje AucTpulynuja, Kao u
€KBHMBAJICHTHU CUCTEMH U pean3ainmje.

Y mecrom nornasmby - CitiauuoHapHy AUHeApHU cucitiemu*, y OKBUPUMa YBEJEHOT
JEMIMHCTBEHOI MpUJIa3a, pa3MaTpaHu Cy MAaTPUYHU €KCIHOHEHT U PElIeHe CUCTEMA JIMHEeap-
HUX AuepeHjaTHuX jeJHaYMHEe ca KOHCTAaHTHUM KoeuljeHTuMa, IujaroHanu3anmja u
pa3BoOj MO CONCTBEHWM BeKTOpuMa, Jordan-oBa KaHOHWYKaA (popMa, Koje ce TMojaBbajy y
Kmburama fapyre resepauuje u3 Teopuje cucrema npu mpoydyaBawmby CHUCTEMa y MPOCTOPY
cramwa. [IpoyuyeHe cy u kinacuyne TpaHC(OpPMALMOHE METOAE U (DPEKBEHTHU JJOMEH, OJIOK-
aujarpamu, TpagoBHM TOKA CUTHAJIA U CKallapHe MPeHOCcHe (PyHKIH]E.

Kopucrehu omninre neduHnnmje u3 4eTBPTOr MOIJIaB/ba U MaTeMaTUUYKHU amapaTr u3
NPEeTXOHA [Ba MOrJaBjba, Yy CEAMOM IMOTJaBbY - ~Yipasmusociti U OCMOWPUBOCHL Y
HeUpeKUOHOM 8pemeHy" N3yUeHU CYy YIMPABBUBOCT Y HEMPEKUTHOM BPEeMEHY, YIIPaBIbUBOCT
BPEMEHCKM MHBApHUjaHTHOI CHUCTEMa Y HENPEKUIHOM BPEMEHY U OCMOTPUBOCT BPEMEHCKU
HENPEeKUJHUX JIMHEaPHUX CUCTEMA.

Y ocMoM mornaBiby - "Y800 y itieopujy ciiabuanociiu® yBeleHn Cy OCHOBHH TIOjJMOBH
U aeduHULMje, TPOyYeHe KBaJUTAaTHUBHE OCOOMHE CTAOUIIHOCTH CTamba, CTAaOMIIHOCT yJjas-
u3na3 u CTabMIHOCT y cMucay JbanyHoBa, Kao U KPUTEPHjYMU 32 BbUXOBO UCIIUTHBASE.

Y 3aBpIIHOM [IEBETOM NOIJABIBY - ~Yilpasssmarbe cuciiemuma u ilospailina cipeza“,
kopuctehy mpeTxogHa 3Hama MPOyYaBaHW Cy HAYWMHU yNpaBibakba CHCTEMUMA: MOBPATHA
cmpera, ypaB/bUBOCT M KaHOHOHWYKE popme, oOcepBepr W KOHTPOJIEPH, Ka0 W yIpaBlba-
€ JIMHEApHUM CUCTEMUMA ca BUIIIE yia3a U BUILE U3Jia3a.

Ciiucak auitiepaitiype cajip>Ku jiejla Koja cy KopuitheHa NpUIMKOM Nucamwa U yoOuu-
yaBama OBE KIbUTE, Kao U Jiejla U3 KOjux OM YMTaolM MOIJIM Jia ce JleTaJbHUje YIO3Hajy ca
onpebeHuM mnpoOiiemMuMa U MOCEOHUM MeTOJaMa WUXOBOT pemiaBawa. Y Clucky iojmosa
HaBeJIeHe Cy KJbyUHE Peuu KOje Ce M0jaBIbyjy Y TEKCTY KIbUTE.

Benuky nomoh y npunpemu npse Bep3uje oBe kwure: "Teopuja cuciiema”, Ckpunra
3a cryfeHTe PakynaTeTa OpraHu3alMoOHUX Hayka, beorpan 1991, npyxunu cy Moju CTyjeH-
1 U3 renepanyje Pagmune Jannuuh; ok cy crynentu u3 renepanyje Aue Casuh u Muno-
ma Kocrrha 3HaTHO JONIPUHENN HBEHOM 3aBpIIaBamby, HA YEMY UM CE 3aXBaJbyjEM.

IToceOno ce 3axBasbyjeM ce ap M. Pakuhy wu ngp M. Marayieky, npodgecopuma
Enexrporexnunukor ¢akynreta y beorpagy, ap J. Mepganuhy ca University of Illinois at
Urbana Champaign, Illinois, USA ap b. Jlazapesuhy, np C. Bunrynny, ap I1. Ilejosuhy u gp C.
Hajosuhy npocecopuma Paxkynrera OpraHu3alOHUX HayKa Ha AYTOrOAMILIEO0] HOAPIILY 1
casetuma. Konere np C. Crankosuh u np b. Kosauesuh, npodecopu EnekTpo-TexHuukor



¢akynrera y Beorpany cy cBojuM KOPHCHUM CaBETHMa IONPUHEIN KOHAYHOM YOOInYaBamy
OBE KIbHIre, HA YeMy UM Ce MCKPEHO 3axBasbyjeM. Y OBY KIUTY je yrpabeHa u Jyrorofuiima
capazima 1 npujatesbeTBo ca npod. 3. Tajuhem ca Rutgers University, New Jersey, USA u
npyxeme ca npod. B. Bajuhewm ca Technikon Natal, Durban, South Africa.

YHamnpen ce 3axBajbyjeM CBUM KoJjerama, npodecopuma U CTyAeHTHUMa, Koju he
yKa3aT! Ha HEJOCTATKE OBE KIUIE, KOJUX CBAKAKO MMa, KaKo OM Hape[Ha u3fama Ouina 6ap
0e3 mTaMIapcKux rpemaka.

Beorpan, 1997. Bpartucnas J. [lerpouh



YBO]]

Mawune, aeiiuauye u 603uaa cacilia/beHU HA OCHOBY
Meojux KBAHIUUIHATUUSHUX, MATUEeMAUUYKUX UpOoueHa
ocaarajy ce Ha Wpu eaemMerilia, Koju cy UoliyHo AUUEeHU
KeanimuiiaiiusHociiu. To cy: jeOHuna, wauka u caoauirbu
ipenyiak. Camo 36up jeOHUHA HUHU KOAUHUHY, CAMA
JeOHUHa auwieHa je ceéaxke KOAUHUHCKE CAMEePHLUBOCIUU.
Ilitio ce iauke tiuye, HOULTLO Hema HUJeOHY OUMEH3UJY, HUL
WUPUHY, HU BUCUHY, HU OYOUHY, OHA HUje HOOAONHA HU
Mmepery HU padyHarby. Hajmareu cacitiojuu epemena iax,
y8eK umajy je0an 3ajeOHUMKU umeruitien,; o je peHyiiak
caoauirbocitiu, a oM je akohe auwen keaniiuilieiua u
Hecamep/bUs.

Taxo ocHoBHU enemeHIllU iIBOje KBAHIUUILAIIUBHE HAYKe
ipeociliasmajy Hewitio 4ujoj je camoj ipupoou itiyh ceaxu
KeanmiuiiamusHu ipunas. Kaxo oa onoa eepyjemo imiaxsoj
Hayyu? 3awitio MawuHe HadurbeHe o Mepu  Hiux
KBAHIUUHATIUBHUX 3a0Ay0a umajy WaKo KpailaxK 6ex,
Kpahu 00 sYOCKO0Z iipu, Yeitiupu uau guuie uyina?

M. Ilasuh:” Beusyoos iipubop 3a uaj*
"I'6030eHa 3aseca*

Y caBpeMeHO] HayllM ¥ TEXHUIM TEIIKO MOXKe fia ce Habe Heka pey Koja ce KOPUCTU
yemnrhe off mojMa “cucTeM”, a KOja ©Ma TOJIMKO Pa3ININTUX 3HaUeHa U TymMadema. Tako ce
MoJ| CUCTEMOM TIOfIpa3yMeBa “CKyIl ejJieMeHaTa y y3ajaMmHuM Be3ama“ (L. von Bertalanffy);
”OUJIO KOjU CKYI MPOMEHJbUBUX JOCTYIHUX Ha cTBapHOM ypebajy” (W. Ross Ashby ); "ckyn
objekaTa 3ajefiHO ca penanujama u3Meby o6jekara n wuxosux arpudyra“ (A.Hall and Fagen);
”cKyn akTuBHOCTH ((PyHKIHUja) KOje Cy M NPOCTOPHO M BPEMEHCKH MOBE3aHE CKYIIOM
JIOHOIIIeha OfyIyKa M MpaKCcoOM MOHalllama-pa3Boja (Tj. ympaBibama)® (S.Sengupta and R.
Ackoff; ”6mmo mTa MmTO ce cacTOju Ol y3ajaMHO TOBe3aHumx penoBa“ (St.Bear) u
“IpecinKaBame jeqHor cKyna (yiasu u crama) y apyru (u3nasm)” (M. Mecaposuh). Buie
Ol TpujeceT pa3NuInTuX neduHANAja cUCTeMa aHanu3upaHo je y “Systems Theory: philoso-
phical and methodological problems* (Blauberg 1.V.). Muorn manopu jia ce yrBpau ofpebeno
oniTe NpuxBaheHo 3Hauema CucTeMa OCTalM Cy 3a cajia 0e3 ycrexa.

W nopepn pa3nuuuTUX 3Hauewa IojMa “cucreM”, 300T MCTOPHjCKUX U NPaKTHYHUX
U3BOpa HacTajama, BHUXOBA yIOpeHa aHalu3a ykKas3yje Ha fiBa Kiby4yHa crajanuimTa. [IpBo,
CHCTEM Kao mocebaH o0jekaT je CympoTaH HECHUCTeMYy, Kao IITO je MHOIITBO, MHOXKWHA
(HeKHM CKym ejJieMeHaTa) CyNpOTHO jeAWHKH, MOojeuHavyHOM (00jeKaT KOju ce cacToju Off
jeTHOT WJIM HajBUILIE HEKOJIMKO eJieMeHaTa). [Ipyro, cucTeM ce jaBjba He caMo Kao ckym Beh
Kao IOBE3aH CKYIl elleMeHaTa KOjHu Iocefyjeé IEJOBUTOCT YClef HUXOBUX NOBE3aHOCTH.
H3meby oBux rieguinita, HEKe oOff nocTojehux aeduHUIMja UCTUYY MHOXWHY ejeMeHaTa
cucrema, ipyre cy ycpenpebene Ha y3ajamHa fieioBama e€leMeHaTa CUCTEMa M Ha HeroBY



nenosuroct. [Tomaszehu o nemoBuTOCTH crcTeMa MOXEMO fia Ie(PUHUIIEMO CUCTEM MPEKO
cnenehux cBojcraBa: (1) cucreMm je ciioxkeHa IeIMHA y3ajaMHO TTOBE3aHuX ejleMeHaTa; (2) oH
o0Opa3yje moceOHy IEeJNHY ca OKOJUHMM (y HEKOM MpOOJIeMHMa CUCTEM HE MOKE /1a ce
IocMaTpa OfIBOjEHO Off OKOJIMHE, ajy TO He 3HAa4M Jla Cy CBH NMpOOJeMH MpoydaBammba
cucTeMa M CTPYKTypa TakBe mnpupopne); (3) OOMYHO je WCHUTHBAHM CHUCTEM €lIeMEHAT
crcTeMa BuIer pefa (Tj. y ApyruM npobjeMuMa OH MO3Ke Jia Ce TI0jaBH Kao MOJCUCTEM UJIH
eJIeMeHaT IUper cucreMa); (4) eeMeHTH OUIIO KOT MPOYyYaBaHOT CHCTEMa ca CBOje CTpaHe
ce OOMYHO jaBibajy (MOHOBO y MOCEOHMM MpOOJEeMHUMa) Kao CHCTEMHU HIDKer pena. [Ipum
ToMe, Tpeba oOpaTuTh MoceOHy MaXKiky Ha XHjepapXujCcKu KapaKTep CHCTeMa Koja je YCKO
Be3aHa 3a HEroBY IEJOBHUTOCT. Ta XWjepapxuja ce uckaldyje U Kpo3 HHU3 MHKIY3Hja jeTHOT
cucTeMa y IPYrY U Kpo3 y3ajaMHa JIeJI0OBamba IMOjeIMHUX MOJCUCTEMA, YKIbYUyjyhy U HHUXOB
JONPHUHOC TOCMAaTPAHOM CUCTEMY.

Ca npyre crpane, NIpIWINKOM Jie(pMHUCAKA CUCTeMa TIojaBuhe ce MHOTe TIoTelKkohe, of
kojux cy cnepnehe paBe HajouTHuje. [IpBa je 3axTeB ja ce KOHUENT CUCTEMa KOPHUCTH Y
HAjpa3NUIUTHjUM O0JIaCTMAa HAyYHNX U MPAaKTUYHHX JIEJIOBakha Ca OUUTIICTHO Pa3InIn-THM
3HauemuMma. JIpyra noremkoha je IOBE3aHa ca HEIOCTOJAHEM EMUCTEMOJIOIMIKHX'
KpUTEpUjyMa 3a NpPUAPYKUBamke aTpuOyTa cucreMa mnojeguHuM objektuma. [o6po je
MO3HATO Jla TPAaKTHYHO OWJIO KOju o0jeKaT MOxXe Jia ce MpecTaBu Kao cucreM ofipebusa-
HEM CKyIa elieMeHaTa y HheMy, 3aje/IHO ca peJalnyjama W y3ajaMHUM JIeJioBambuMa u3meby
WX, U YTBphUBamkbeM HEroBUX CKYIMHUX KapakTepuctuka. MebyTtum, Beoma je Temko (ako
je yommre u Moryhe) ofipeiuTH HETpHUBHjaIHE MOCTYIKE U METO/ie KOje 3aXTeBa IpeficTa-
BJbamE CUCTEMA TAKBHX 00jeKaTa Kao cucTeMa MOCeOHMX 3HAKOBa HEKOT je3nKa.

Jla 6u ce To npeBa3uiio Bertalanffy je mpenanoxkno cBojy omimTy Teopujy cucteMa Kao
Heky ¢unocodujy Hayke. Ta Teopuja Tpeba 1a mpoydaBa (yHAaMeHTaIHe Mpolece KOju Cy
TOJIMKO OMIITH JIa 00yXBaTajy mojaBe U3 OWJIO Koje HayuyHe auchuminHe. Teopuja Mopa na
Oyjie HTEePAUCIUIUIMHAPHA U OcTI000heHa YHYTapAUCIUIIMHAPHUX OKBUpPA U riieguinTa 6e3
o63mpa konuko je ofapebena mucumminHa A00po pasBujeHa. [loceOHO je w3aBajao mate-
MaTuKy, TBpAchu fma GM pa3Boj MaTeMaTHYKe TEOpHje OMNINTHX CHCTEMa MPOTHUBYPEUUO
OCHOBHUM TIOjMOBHMa ominTe Teopuje cucrema. Mebyrum, Norbert Wiener je nmocraBmajyhu
OCHOBE KubepHeiliuke - HAyKe O YIpaBibaky, TOOUjamy MPeHOCY U 00paan nHpopManuja y
yIIpaB/bUBUM CHCTEMUMaA, I0KA3a0 fa MebyaucuuninHapHu NpobiieMu MOTY Jia Ce pellaBajy
MaTeMaTHYKUM MeTofjamMa, yka3lyjyhum Ha OcCOOEHOCT M BasKHOCT Mpolieca YIpaBibamba
Pa3HOPOAHMM TOjaBaMa y mpuponu. Texma Jja ce MOjMOBH U3pa3e jacHO, TAYHO W CTPOTO HA
je3WKy MaTeMaTHKe He CaJp>Ki HUKaKBa OrpaHMuYerma. HampoTuB, OCHOBHA OMACHOCT TpH
pasBUjamkby TeOopHje, a HapouuTO MebyaucuuIuiMHapHe TeopHje, KpHje ce Yy HejacHO],
HEeNpeluu3HO] OCHOBM KOja JlomyllTa pa3inuuuTa Tymauemwa. [{ok je Bertalanffy nmpoyuaBao
aclekTe cucTemMa KOjU Cy IOBE3aHU ca TEOPHjOM OIIITHUX CHCTEMa Kao HaAayKOM O YHUBEp-
3aJIHAM 3aKOHMMa ¥ TMPHUHIUINMA, KOjU HUCTOBPEMEHO BaxKe y OMONIOMIKHM, (PU3MYKUM,
APYLITBEHUM W JIPYI'HM II0jaBamMa, HAC MHTEpecyje OIIITa TeopHja CHCTEMa Koja M3ydaBa
OMIIITa CBOjcTBa (pOpMAIHUX pejanyja objekaTa Koje mpoyyaBamMo, T€ Hije HEOMXO/IHO Jia ce
OHa TMO3MBa HAa HEKY YCKy AUCIHMIUIMHY, jep je Omio Koja ¢opmanaHa TeopHja MO CBOjOj
npuponu MehyaucuumiuHapHa.

Naxko ce Hacranak Teopuje cucrema oOu4yHO Be3yje 3a Bertalanffy-ja, pycku mayunmk
A.A. BorjaHoB je joll MOYeTKOM JBaJieceTOr BeKa mpoydaBajyhu omire mpobieme npu-
PONHUX HayKa yCIIOCTABHO TEOPHWjy OpraHu3anmje, yBojehu mojam opraHusanmje Kao jegaH
OJ1 OCHOBHMX TIOjMOBa. [Ipema Toj Teopuju, MaTepuja MOCTOjU Y BpEMEHY U POCTOPY U YBEK
UMa HeKH OOJIMK OpraHm3alije, a ICTOBPEMEHO OpraHM3alyjy He MOXEMO 3aMUCIHATH 6e3
HBEHOI MaTepujanHor Hocuona. OcHoBa 3a 00pa3oBame TEOpUje je UUIEHHIA Jia je Opoj
OpPraHM3alMOHUX CTPYKTypa pelaTUBHO Maid, Oe3 003upa Ha CTBapHE pas3lIu4uTe OOJIMKE
MaTepuje Koju mocroje y npupopu. To je mokazao MHOTOOpOjHHM IpUMEpUMa pa3indnuTe
npupone. Mcnuryjyhn pa3Boj opraHmsanuje Huje je NMpoydaBao caMO CTaTW4kd, Beh je
U3yvyaBao W pas3imuyuTe OONMKEe OCOOEHOCTH HaumHa u30opa Koju onpebyjy eBomyuujy

enucreMosnoruja (TPUKM, ETIGTNUN 3HAHE, Ca3Hamkhe, HayKa, JIOTMKA) TeopHja ca3Hama; HayKa o
akcuommma pusiocoduje.
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opranu3anuje. Hanmomennmo na je bormaHoB KOpUCTHO HEKE MaTEMaTH4YKe pe3ylTaTe H
ujeje no3HaTor cpnckor Marematudapa M. Ilerposuha-Amnaca.

Teopuja cucrema je HaydyHa JUCHMIIMHA KOja U3ydaBa pa3InyuTe nojaBe 6e3 003upa
Ha HUXOBY KOHKPETHY NPHUpPOAY, a 3aCHMBA ce camMo Ha (opmaaHuUM Beszama u3Meby
pa3IMINTUX YMHWAJIANA W HA HAUYMHMMA HUXOBUX MPOMEHA MOJ| YTUIAjeM CIOJFHUX YCIIOBa.
[Ipu Tome ce cBu pe3yaTaTu oOjalIkaBajy caMoO y3ajaMHUM [IeIOBAHEM HBHUXOBHUX KOMIIO-
HEHTH, Ha TIPUMEP KapaKTepOM HUXOBE OpraHM3allyje U y3ajaMHUM yTUIajuMa, a He OMO-
hy HemocpegHOTr pa3mMaTpama NpHUPOJe CaMUX T0jaBa U HUXOBHX HauMHA paja (6mio ma cy
OoHe (pu3HMuKe, OMOJIOIIKE, CONMOJNIONIKE, OpraHM3alMOHe WM YUCTO KOHIeNTyalHe). 3a
Teopujy cucTemMa oOjekaT u3yyaBawa HHje ~(Pu3nyka cTBapHOCT”, peuuMo QPHU3nUKa,
XeMHjcKa, OMOJIONIKa WM COIMOJIONIKA mojaBa, Beh "Mopen cucrema™: popmaiHa y3ajamHa
Be3a m3Meby nmocmaTpanux ocobuHa M OCHOBHHX CcBOjcTaBa (aTpubyTa). M3 KOHIENjCcKIxX
pasiora, je3aMK KOju ce KOPUCTH 3a OINNCHBame MOHAIlalka CHCTeMa je je3uk olpaje
uHdoOpManuja U Hajaxkewa peliewa (Teopuja ymnpabibarba). [Ipu Tome MoryhHOCT f1a ce
u3y4yaBa IOHAIlalke CHCTeMa MCIUTUBAKEM IMPOTEKIMX Ipoleca u30opa pellema WK
MexaHu3ama, Koju 06e30ebyjy cBpcUCXOJHOCT HeTrOBOT MOHAIlIakha, UMa KJbYUYHY BaXKHOCT.

I[TpoyuyaBame MaTeMaTHUKHX MOJieNia je YBEK MOBE3aHO ca HEKOM ~anreGpom” -
NpaBuIuMa JieJioBama HaJ| U3ydaBaHuM 00jeKTHMa, KOja ofjpaxkaBajy Be3e u3Meby y3poka u
nocneauua. Kapa je TakBa anre6pa JJOBOJbHO pa3BHjeHa, KaXeMoO Jia je Y OKBHpUMa AaTor
MoOjiesla HacTaja Teopuja, Hajuenrthe muciaehm Ha ferasbHO pasBujeHy Teopujy. Ilojenune
YHI-EHNUIE TeopHje - TBpbemwa, TeopeMe - MOHEeKaj 30BeMO 3aKOHH (Ha NpuMep, ApYyru
IbyTHOB 3aK0H MexaHuKe, OMOB 3aKOH y €JIEKTPOTEXHUIM, 3aKOH MOHY/IE U MOTPaXKIE Y
ekoHomuju). Takobe ce u HU3 MONa3HUX (PEHOMEHONIOUIKUX IPETIOCTAaBKH, Koje cy 1o6po
[IpOBEpEHE OIJIEiNMA, Ha3MBajy 3aKOHU. 300r TOora ce Kaxe fa ce Teopuja 3acHUBa Ha
ofrosapajyhuM 3akoHNMa U MOJIENINMA.

O6pa3oBame Mofiesia je yBeK HeopMaium3oBaHAa MpOLEAypa W OHA BEOMa MHOTO
3aBUCU Off UCTPa’KMBaya, HETOBOI HCKYCTBA, TaJeHTAa, yBEK ce oclawma Ha ofapebene
eKCIIEpUMEHTE, T€ YEeCTO KaKeMO Jja MPOIeC MOJIENIOBakha MMa (PEeHOMEHOJIOIIKY OCHOBY.
Mopnen Mopa fga foBOJLHO T0OpO omnmcyje TojaBy U jja Oyjie morojaH 3a Kopulithewe. 3aTo je
CTEeNeH JieTa/bu3aluje Mojiesia, 00K HEroBOr MpefcTaB/bamba ofipeheH CBPXOM U Iube-
BUMa HCTPaKMBalka M HEMOCPEJHO 3aBHCU Off MCTpaxkuBaya. Ha OCHOBY jelHUX HCTHX
eKCIIEpUMEHTATHNUX MOflaTaKa, Pa3InyUuTH HCTPAKUBAYN MOTY IOhM 0 pa3iIMuuTUX MOfe-
na. HoBu ekcnieprMeHTaIHy TIOIalid MOTY IOBECTH 70 MOOO0JbIIakha MOjiesIa TaKo 1a paHU-ju
MOJIeNl TIOCTaHe WeroB nocebaH ciydaj. TakBy je cynOuny moxkuBena HbyTHOBa MexaHH-Ka
Koja je myro Omina 4yucTo (PeHOMEHOJIOUIKM Mopel. MebyTum mocie mojaBe crelyjaiHe
TeOpHje PEeJaTUBHOCTH OHA je TOocTajia KheHa MOCHEe[Nla, jep Ce MOXe M3BECTH W3 Hhe 3a
Op3uHEe KpeTama MHOTO Mame Off Op3MHE CBETIOCTH.

Harnacumo cylmITHHCKY pa3iMKy u3Meby KIacMYHUX MeToja NpHUOJUKHE aHAIHM3e
(ampokcuMmanyje) u mpuiia3a KOju ce 3aCHMBa Ha KOpHIThewy ancTpakTHHjUX Mopena. Y
NMPBOM CJy4yajy ¥ fa/be KOPUCTUMO HUCTY MaTEeMaTHUKy CTPYKTYpy Kao M paHuje, a
ynpomhewe ce NMOCTHXKE OA0alMBameM OHUX IENIOBA MOJiella KOjU Ce cMaTpajy Mame
BaxkHMM. Ha mnpumep, nudepeHnujanHy jegHAuMHY TMETOr pefaa MOXKEMO 3aMEHUTHU
jeMHAYMHOM JPYror pepa, mocmartpajyhu camo fABe “JIOMUHAHTHE", NPOMEHIbHBE CTamba.
MebyTumM, KOi Apyror mpucryna MOXEMO fa KOPUCTHMO JApyre MaTeMaTH4Ke CTPYKTYypeE,
CTPYKType KOje Cy amncTpakTHHje, ajlyd KOje joIl YBeK pa3MaTpajy Ieo CHUCTeM, Ha Mambe
feTaJbU3UpPaHOM HUBOY. Y OBOM Cly4ajy ynpolrhewme ce He MOCTUKE CMambuBambeM Opoja
NPOMEHIbUBHUX, Beh of0anuBameM JeTaba Koje cMaTpaMo HEOUTHUM.

CrpykTypHa pa3MaTpama UMajy NMPBOCTENEH 3Hauyaj U IPU aHAINU3M U IPU CUHTE3HU
cucTeMa pa3jMuMTe BpCTe M Npupoje. Buiile je Hero joma crpaTeruja NO4eTH UCTPaXKuU-
Balke JIETa/bHOI MAaTEMAaTUYKOI MOJENa Mpe HEro IITO Cy IPOBEPEHE OCHOBHE IPETIIO-
CTaBKE U JOCTUTHYTO AyOJbe NMOMMame HauyMHA paja cucreMa. MHOro je JeJI0TBOpHHUje,
oceOHO KOJl CHCTeMa KOjH ce cacToje Off MHOTO y3ajaMHO IOBE3aHUX IOJICUCTEMA, HajIpe
OJIpeIUTH OCHOBHE IOJICUCTEME M YCTAaHOBHUTH IIJIaBHE y3ajaMHe Bese u3Meby mwux, a 3aTum
npehy Ha AeTabHO MOJEJIOBake HAUYMHA Paja pasnuunuTux nopcucremMa. OONYHO MHKUHE-
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pu ynotpeOsbaBajy NPUHIUICKE CXEME 3a NPUKA3UBAKE OIIITE CTPYKTYpEe CHCTEMA, Kao U
3a ynpomhaBawke paja NIpU JaJbeM CTPYKTyHpawy U JoOMjalky aHAJIMTHUUKUX MOfeJa.
OcHOBa NPHUBIAYHOCTH NPHUHIUICKHUX CXEMA j& BUXOBA JE[IHOCTABHOCT, IOK MM j€ IJIaBHU
HeJocTaTaKk OJICYCTBO Mpelu3HOCTU. Mofienn Teopuje cucreMa OfiKJIamajy Taj HeJocTaTak
YVHOLIEHEM Y ONHMCUBAaKE INPENM3HOCT MAaTEMaTUKE, NOK NPU TOME 3a[p>KaBajy HHXOBY
IIPEJHOCT - je[IHOCTAaBHOCT IPUHIMIICKUAX CXEMa.

Teopuja cucremMa HaM faje U je3UK 3a MebyaucuuminHapHy pa3MeHy HaydyHHUX pe3yll-
TaTa, MOLITO j€é OHA OBOJBHO OIIITA /12 HE YHOCH CBOja COIICTBEHA OIPAHUYEHA, a ICTOBpE-
MEHO 300T CBOj€ NPEeNU3HOCTH OfKIama MoryhHoctu onacHux ooMmana. Ha npumep, pasnu-
YhTa cXBaTama M TyMauyewa MojMa “afganTanuje’ y MCUXOJOTUjU, OMOJOTUjU, TEXHUIM U
ApyruM obacTuMa Hayke, MoTJia Ou Hajupe ja ce (popman3syjy je3ukKoM Teopuje cucTema, a
3aTuM MebhycoO6HO ymopepe. Uecto ce TBpam fla TeopHWja cucTeMa Mopa ja ojpaikaBa
“MHBapHjaHTHE CTPYKTYpHE" BUJIOBE PA3IMUUTUX CHCTEMa Koje cycpeheMo y cBakOofiHEB-HOM
>KUBOTY, Tj. T€ BUJIOBE HUXOBOT MOHAIIAKa KOJH OCTajy HEU3MEHEHN y aHAJIOTHUM I0jaBaMa
y pa3HuM oOjacTuMa cazHamwa. Oaroeapajyhy CIM4HOCT MOXEMO 3aCTa YCTAHO-BUTH CaMO
Taga Kaja cy oArosapajyhu mnojMoBu ofijpeheHH [JOBOJbHO MNaXKJbMBO M IPEUU3HO. Y
CYyIpOTHOM, OIACHOCT fa mobe 0 30pKe je umcyBmie Benmka. To ykasyje ma je cacBuUM
ONpaBfaHoO fla pa3MaTpaMoO TEOPHjy CHCTeMa Kao OCHOBY 3a dopmanuianujy OWiIo KOr
KOHIenTa cucreMa. [lpunukom kopuirhewa TeopHje cuUcTeMa 3a Je(UHHCAHkE MOjMOBA
HEOMXO/IHO jeé UMAaTH Yy BHUAY fa Ofjyudyjyhu uMHmian HUje TO fAa JU je Ta AeduHULMja
UCIIpaBHA NPUIMKOM CBaKOr o MOryhux Tymademwa, Beh fla jm je Taj mojam neduHucan
JOBOJbHO NPENU3HO, TAKO J1a Fa MOXEMO JaACHO M HEIBOCMUCJIEHO Pa3yMETH U KaO TaKBOI
HaJlaJb€ UCIIUTUBATH U KOPUCTUTH Y JPYTUM JUCLUAIUIMHAMA. Y TOM CMHCIY TEOPHja CUCTEMA
MOXe J[a IpyxXu je3uk 3a MebyaucnunnuHapHy pasmeny. Ca 4YHCTO MaTeMaTUYKOr
CTAaHOBMIITA, CIMYHA IPUMEHA TEOpHUje CUCTeMa MOXe Jla U3IJlefla TPUBHjalHA, Il TO HUje
TaKO ca TJeAullTa yopaBjbamha HANOpHMa CHENHjaluCTa W3 Pa3IMUYATHX OOJaCTH KOjU
3ajeJHO paje Ha pelllaBamy CI0XKEHHUX NpobieMa, Kao IITO 4eCTO OUBa y OpPraHu3aliOHIM
npoOjaeMuMa NOBE3aHUM ca yIpaB/bakbeM M pa3BojeM mpepys3eha, rpajposa, obiactu u
APYTUM BEJIUKUM ITPOjEKTUMA.
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I'raba 1

CUCTEMMU u IIOJAM CTABA

1-1 CucremMu u Mopeln

1-2 Hexu maTeMaTH4YKH IOJMOBHU

1-3 Mopenu cucreMa

1-4 Tlojam crama

1-5 OcoOune crama 1 jeqHaYMHE TTpesia3a cTamba

1-6 ITomepame y BpeMeHy U BpEMEHCKA HEITPOMEHIBUBOCT MOJETIA
1-7 JleTepMUHUCTUYKH U HEJETEPMUHUCTUYKYI CUCTEMU

Y okBuUpy OBOT Kypca nokyiahemMo 1a 06pa3yjeMo 1 pa3BujeMO MaTeMaTHIKy OCHOBY
nomohy Koje MOKeMO He caMo Jja Ipoy4yaBaMo BEJIMKY KJacy cucrema, Beh u 1a pa3BujeMo u
noOujeMO TOCTYNKE 3a aHalIM3y W CHHTE3y CUCTeMa KOoju OM ce IMOHaIllajld Ha 3KeJbeHU
HauuH. [Ipu TOoMe je KibyuyaH mojam moges cucrema, Te hemo Hajupe y ofesbky 1-1 Bunetn
KaKo NoTpeda J1a ce cXBaTU U pa3yMe CHUCTEM Y CTBAPHOM CBETY TpaKu Of] Hac Jja U3[BOjUMO
caMoO Heke OMTHe OcoOOMHE M IPOMEHJbUBE nocTojeher cucteMa pagu TO O0JBET youaBawa
U TOMMama MojaBa M pajia MocMaTpaHOr cucrema. Ta pa3maTpama MaTeMaTHyKu hemo
onmcaTd y OfiesbKy 1-3, MOIITO HAll ONKC CHCTEMa 3axTeBa Jla OfpEfUMO yJsaze, WIu
yhnpaBibakba Koja OM Ha Wera feiioBaja, Kao M #374a3¢ KOju TPEeCTaBibajy Hallla Moryha
pa3maTpama cuctema (MU yTHIaje Koje OYeKyjeMo fla CUCTEM MMa Ha fipyre cucreme). a
OM M3JOXKUIU T€ KOHIENTE y OMIITEM, ajll U caxkeToM OOJUKY, KopucTuheMo caBpeMeHe
MaTeMaTHYKe IIOJMOBE M O3HAKe TeopHje cKynoBa. Ilperien OCHOBHHMX, 3a IOYeTak
noTpeOHUX TIOjMOBA U O3HAKa JIaT je y ofesbKy 1-2. Heonmxogne MaTeMaTuuke CTPYKType U
nocrynke ygogunhemo u npoyyaBahemo kaga To npupopHo 0yne HeonxonHo. [Toka3zahe ce na
yJla3HO-M3J1a3HA ONKUCH HE UCIYH-aBajy CBE Hallle 3aXTeBe, Ha MPUMEpP HE /1ajy jelHO3HAUYHY
3aBUCHOCT U3Meby ynasza u u3nasa, Beh Mopajy na ce 3Hajy U MpoMeHJbUBE KOje CaunmbaBajy
VHyTpallllhe CTame OonucaHor cucrema. Tako hemo y onesbky 1-3 mpupogHo gohu go mojma
CTamka CUCTEMa M INPOYUYUTH pejlaliijy yia3-u3jia3-CTambe U HBUXOBE OCOOMHE M OfHOoce. Y
ofiesbKy 1-5 merasbHO heMo m3yyaBaTH OCOOMHE CTama M jeJHauYMHe Mpeja3a cTama Kao U
HauyMHe HbHUXoBOr ofipebuBama. IIpu TomMe hemo cranmHo mmaTu Ha ymy Jia je OBaj caM IO
cedn Texak MpoOJieM WM3pakKeHWjH KOJi OPraHu3allMOHMX CHCTEMa HEro KOJ TEeXHUYKHUX
cucTemMa, He caMO 300T HBUXOBE CIOXEHOCTH M pasHOpopHOcTH Beh u 300r Hemocrojama
”OCHOBHHMX HayKa“, Koje OM MOmyT MPUPOJHUX HAyKa KOJ TEXHUUKUX cucTema, oMoryhuie
peaTHBHO JIaKO W jeTHO3HAYHO ONHMCHBAaH-E MOjaBa Koje ce y iuMa oiBujajy. Takobe hemo
M3IIOKUTH 1IITA TOIpa3yMeBaMo NOJ] BPEMEHCKHN HENPEKUHUM (KOHTHHYAJIHUM) CUCTEMUMA
U BPEMEHCKHM JUCKPETHHM cucrtemuma. Y ofielbky 1-6 mpoydaBahemo Kajma je cucrem
BPEMEHCKH IPOMEHJbMB, a Kajja BPEMEHCKU HENPOMEHJBbUB. Y OfiesbKy 1-7 mocMatpahemo
cucTeMe KOJi Kojux Tekyhe crame u nmpucnenn yjiasu He ofipebyjy Tauno 6ynyhe crame, Beh
caMO ca HekuM BepoBaTHohama. MebyTtuMm, y oBuUM wusnarawmnma npugaBahemo Behy
Ba>KHOCT KJIACH CUCTEMa KOjH Cy IETEPMUHUCTUYKY Y CMUCIY fla IO3HaBaWe TeKyher crama
NOTIYHO ofipebyje Tekyhu u3na3s cucrema; 0K 3Hambe CTawka y TPEeHYTKY {, u nmosHaBame

y7la3a off TpeHyTKa 1, Jo HeKor HapegHor TpeHyTKa {;, nmormnyHo ogpebyje crame y TpeHyTKY
t,. Bunehemo na nocroje u "HepasroseTHu" cucremu (fuzzy system, neweitikas cucitiema) KOp

KOjuX caMoO TO03HaBame Tekyher crama m Oynyhux yma3Hux jejcraBa He omoryhama ja ce
jacHO (y cMuUCny TpajMIMOHalHE MaTeMaThke) onpeae Oyayha crama. [lopBynumo ga cy
yBEeJIeHH KOHIENTH BeOMa OMNIITH M fja Baxke 0e3 003upa Ja JM je TMocMaTpaHW CHCTEM
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JMHeapaH WM Huje. Y cTBapu, cBe 10 Tpeher nmornasma Kaja heMo npoydaBaTu nMHEapHe
cucreme, HeheMo nmoce6GHO n3yyaBaTH JIMHEAPHE CUCTEME, CEM Y HEKUM NPUMEpUMA.

1-1 CUCTEMHN U MOJIEIHU

Y nocrojehem cBeTy cBakogHEBHO cpehemMo cTBapHe, pa3HOpoaHe (pu3miKe 00jeKTe -
nyTeBe, HapoJie, eNeKTPOHCKe ypebaje, rce uim Mauke, CBeMUPCKe OpOoBE U Mporpame 3a
pauyHape. CBe Te crBapHe oOjekTe 3Bahemo ¢u3muku cucteMd. [lojam “usmukn™
KOpUCTHhEMO y HErOBOM M3BOPHOM 3Hauewy, Te heMo mnop (pU3NYKUM CHCTEMUMA
nofpa3yMeBaTu cTBapHe, nocrojehe cucreme 6e3 0031Mpa Ha KHUXOBY IPUPOY UM TOPEKIIO.

YuM 1noyHeMO fa pa3MHUIbaMO O JEIHOM Of THUX (PU3MYKHUX CHCTEMA, MH
dopmynuiieMo MOAEN oOjeKTa cyxXaBajyhu ce, 4ecTO HEXOTHlle, Ha HEKW Malm Opoj
0COOMHA M OCHOBHHX CBoOjcTaBa (aTpmbyTa) Kpo3 Koje ra cariefgaBamo. Ha mpumep, kama
qyjeMo “mocMaTpajMo (PU3WUKM CUCTEM 3BaH MEPCOHATHM padyyHap“, BEPOBATHO MOMUCIH-
MO Ha Manu o6jekaT (LeHTpalHa jJeUHAIA ca POLEcopoM, ypehajem 3a nuckeTe u IUCKOM,
TacTaTypa, MOHUTOp, IITaMIay, "MuII“ u onepatuBHu nporpamu - DOS, Windows, UNIX)
Koju HaMm omoryhaBa pa ojroBapajyhoM o00pajioM yJa3HUX [ofjlaTaka MIpoydyaBamo
pasnuunTe nojase. [IpunukoM cacraB/bamba WIHM TONPAaBKEe NEPCOHANHM padyHap MocMa-
TpaMO KaoO CKYII €JICKTPOHCKUX U MEXaHUIKUX NEJIOBA. 3a CBAaKOJHEBHHU 2KHUBOT je KpaTKu
COMCAaK CIHOMEHYTUX OCHOBHHMX CBOjCTaBa BEPOBATHO OJIrOBapajyhu Mopen NepCOHAIHOT
pauyHapa. MebyTum, 3a feny je To “dyapoOHa KyTuja“ ImyHa 3aHUMIBMBHX Urapa, IITO UX
ynyhyje Ha cacBUM Jpyradrju MOjieJl UICTOT padyHapa.

YouaBaMo fa 3a mocMaTpaHu (PU3NYKU CUCTEM, OUMpaMO MOJEJT CUCTEMA KOjH
OJIrOBapa OHUM OCHOBHHM CBOjCTBHMA (aTpuOyTuMMa) CHCTEMa O KOjEMa BOIUMO padyHa y
[aTUM OKOJIHOCTUMA.

Kapa cmo jeqHoM n3abpasy Mofien 3a Mpoy4YaBaHU CUCTEM, Tajla MOPaMo J1a OJIyYAMO
0 HaYMHY Ha KOju heMo roBOpUTHM O MOfeNy M IITAa HaMepaBaMoO J1a PaguMoO ca HbuM. Y
Clly4ajy fa KeJMMO fla aHalu3MpaMo MOJEN U MpOoydyaBaMO ra MaTeMaTHYKd UM MOMOhy
pauyHapa, HEONXO[Ha HaM je MaTeMaTUyKa IpejcTaBa ¥ MaTeMaTH4KU ONUC Mofea, Tj.
HEKHM CKyll MaTeMaTHMYKHX pelaldja W jefHauymHa Koje omnucyjy mopen. Yak m kaga
jelHauYnHE CaBPUIEHO OIUCYjy MOJEJ, aKO MOJEN HUje MOTIYyH onuc (pU3UYKOr CHCTE-Ma,
jelHauYMHEe He MOTY Ja HaM Kaxy IMpeBHIlle O CUCTeMY, 0e3 0031pa KOIMKO UX NaKJbUBO U
TaYHO PEIIUMO.

IIpoyunmo Hajupe jeAHOCTaBaH CUCTEM M3 CPE[IHOLIKOJICKE (PU3MKE U HErOB MOJEI,
ujeanaH KOHAEH3aToP.

Ipumep 1: JlajaeHcka 6ona WM KOHAEH3aTOp, MpUKa3aHa cUMOOIWYKM Ha ciuiy 1-1(a),
NpPUKYIJba HAEJNeKTpUCama Ha JBEMa TaHKUM METajJHUM TpakKama Koje Cy INpHuKa3aHe
UCTIPEKUJaHNM JIMHH]jaMa.
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. - P ] +
JlajmeHcKa : “ °
Cnmka 1-1 (a) Lprex cTBapHOT Cnuka 1-1 (6) Mneanan KoHgeH3aTOp
¢u3nUKOr cucrema kanagutuBHoct C



1-1  CHUCTEMU 1N MOJEJIN

Takobe je nmpukazana GaTepuja ca HanmoHOM E , KOju TPOY3pPOKYje MPOTOK CTpyje i y cMepy
O3HAUE€HOM CTPEJIMIIOM W HANOH U Ha KpajeBuMa Oone kKaja je mpekupad [1 3aTBOpeH.
OgproBapajyhu mopen Jlajuencke Oole je maeajiaH KOHJEH3aTOp KOjU ce CUMOOIMYKHU
npejcTaB/ba Kao Ha ciuiy 1-1(0), rae je i o3HaKa 3a cTpPyjy Kpo3 KOHIEH3aTOp, U O3HaKa
HalmoOHa Ha KOHAEH3aTopy, a KoHcraHTa C je kamanuruBHOCT. CTpenuna U 3HAKOBH + U -
yKazayjy Ha pepepeHTHU CMep W MOJIAPUTET 3a i 1 U Y CBAKOM TPEHYTKY BpeMeHa.

MaremaTHuKu ONMUC MoOJelia KOHjeH3aTopa Ha ciaumu 1-1(6) je jemHaumHa KOjy je
ekcriepumenTaiaHo ogpenuo Papayej (M. Faraday)

q(t) = Cu(t) (1)
rie (t) o3nauaBa Kommumuy enekrpunurera, a U(t) HamoH Ha KOHEH3AaTOPY Y TPEHYTKY t.
[Tomro je enexkTpuuHa cTpyja Op3WHA MPOTHIIAKA KOJWYMHE EJIEKTPULUTETA Y jeUHUIA
BpEMEHA, i(t) = dq(t) / dt, kaga mudpepenmupamo o6e crpane jemHaunne (1) mo t, go6ujamo

npyrn MaTeMaTnUu4Ku OIIucC
o _da(t) _d du(t)
(1) == =q CUW=C— 2)

KOJjU TI0B€3Yje CTPY]y U HAIIOH Y HallleM MOJIEINy.
Tpehu, HajonITHjU ¥ HAJIONTIYHUjU MaTeMaTH4Kku onuc cy Maxwell-ose jennaunne

VxH:j+@
ot
oB
VXxE=——
ot )
VD=p
VB=0

KOje TOBe3yjy jaunHy MarHeTHOT MoJba H, jaunHy eJleKTpuYHOT moJba E, ryctuHy momepaja
enekrpunurera D, rycTuHy MarHeTHOr ¢uiykca B, BEKTOp I'ycTHHE eJeKTpHYHE CTpYje | u
T'YCTHHY HaeJIeKTpHCamba P .

Kojy o oBuX MaTeMaTHYKUX MpeficTaBa OM Hajpajuje MPUMEHMIN aKo ce 3axTeBa Aa
OfIpEeIMMO KOJIMYMHY eJIEKTpUIMTeTa HaroMmnaHy y Jlajaenckoj 6oy Kaja Ha by fAenyje
HaToH of 5 BoaTa? Y ciydajy ma 3Hamo fia pemmmo jemnaunne (1), (2) wiu (3), 6uio Koju o
OBHUX MoOfleJla KOHjieH3aTopa OM HaM Ofpefuo KOJWYMHY eJNeKTpuiuTeTa Ha JlajoeHckoj
6onu. OunriegHoO je mMpBa MaTeMaTHYKa MpejcTaBa MHOTrO JIaKila 3a paj oOf pellaBama
nudepeHyjanae jeqHaunHe (2) wim mapuujanHuX audepeHuujanHuxX jemHaunHa (3).
Pemewe je g =5C.

Kana npomennMo nuTtame y “Koja je KOJIM4YMHA eneKkTpuuureTa Ha Jlajienckoj 6ouu
aKo ce Ha HeHe KpajeBe JIoBejie HaloH off 5 muanona BonTa® (5% 10°%), npema penanuju (3)
je q =5x10°C. MebyTuM, jeqiHO IITO MO3KE J1a Ce JeCH Kajja MOKYIIAMO []a TPUKIbYIHMO 5

MUJIMOHA BOATU Ha Many Jlajmencky Oony je ga he gohm go mpoOujama m3onanuje WiIn
MOXJa 70 JIOMJbEH:a, T€ je yCTBapu HMcrmpaBaH oAroBop ja he Ha Jlajamenckoj Gouu O6utn
HaenekTpucamwe ( = 0, 6e3 o63mpa 1mTa Kaske Hall MOfedl. O

Kapma ce Mano yay6uMo y pa3nuyuTe mojaBe KOje CMO M3y4aBalH Y CPEHOIIKOIICKO]
¢u3uy U HUXOBE MaTeMaTHYKe OMKCE, KOje CMO 3Baju “3aKOHM“, ako “3a00paBUMO*
(pu3nuKko 3HaUECHE MPOMEHJPUBUX M KOHCTAHTH, TpUMETHheMO Jla Cy MHOTH Of] HHX HCTOT
o6nuka. [Tomto ce ABa cucrema pa3auynTa Mo (PU3NIKO]j MPUPOAX TMOHAIIA])Y HA aHAJIOTHU
HAYWH, MaTeMaTUYKN OINUCH H-UXOBOT TMOHalIama Owhe mcTm Te je Moryhe mpoydaBaTu
TOHAIIake jeHOT cHUcTeMa MpoyvyaBajyhu MoHammame aHalorHOT cucteMma. Kopunrhenu
NPUHIUI HAa3UBaAMO HelloCPeOHAa aHaa02ujd, jep TIOCTOju HEMOCPEIHO NOAyfapame y MmoHa-
mawy ofarosapajyhux mpomenmpuBUX o6a cucrema. Ha mpumep, McTO ce moHaiiajy mexa-
HUYKU PE30HAHTHU CHCTEM KOjU Ce CcacTOju Off pefiHe Be3e Mace U OIpyre W Tpema, U
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€JIEKTPUYHU PE30HAHTHU CHUCTEM KOJU CE€ CcacTOju Ofi KOHfIeH3aTopa, MHAYKTUBHOCTH U
OTNOpPHMKA, T€ Cy o0a omucaHa UCTUM MaTEeMaTUUYKUM pelanujama. JeguHa pasiuka y
MaTEMaTU4IKUM ONKMCHUMA HBbUXOBOI' IOHAIIakhba MOTHUYE O] pa3IM4uTOoOr CpI/I3I/I‘-IKOI‘ 3Ha4YCHla
NPOMEHJbUBUX U KoeduimjeHata. MebyTuM, He TOCTOju yBeK aHaAJOTHja Yy TMOHAIIAKY
pa3nuuUTUX (PU3MUKUX CUCTEMA LITO OrpaHMyaBa ynoTpeOy oBor npunuuna. [IpoGiem 6m
MOI'JIH Jia peBa3ubheMo Kajja Ou MOTJIM OCHOBHE MaTeMaTUUKe Oolepalyje Koje ce jaBibajy y
onucuMa IMOHalllakha CHUCTEMa Jla OCTBApUMO HeKMM (pu3MYKuM nojaBaMa. TaHaHwmje
pa3MmaTpame KOopeHa HemocpefiHe aHasnormje - JlajonunoBux moHana u HbyTHOBe wujeje
audepeHyjaTHO-UHTErPAJTHOT payyHa M 3aMHUCIUM MaTeMaTH4Ke W MaTepujajHe Tadyke
MPUPOJTHO HAC HABOJie KakKo Jla To ypagumo. Ha npumep, nocmaTpajMo "nymeme” KOH/eH-

3aTOpa: y HEKOM TPeHyTKY { yKynmHa KONM4YMHA €NeKTPULUTETAa Ha KOHAEH3aTOPY Q(t) je

jenHaka (O6eckoHAYHOM) 30HMpPY CBHX HaeleKTpHucama (OECKOHAYHO MaluX KOJMYUHA
€JICKTPULIATETA) q(t) IPOTEKIIUX KPO3 KOHJEH3AaTOp 3a HEKO BpeMe IOf| JICjCTBOM CIOJba-

IIKHEer HamoHa u(t). Cehajyhu ce pecduHunmje mHTErpana, BUAUMO Jia Tpolec “mymema’

KOHJICH3aTOpa MOKe f1a 00aBM MaTeMaTUUKy OIepalujy HHTerpajbewa. KopumrheHu
MPUHIMI HAa3UBaMO {lO0CpeOHa aHaaozuja, jep ce He 3aXTeBa HelmocpegHa aHayloryja y noHa-
HIalky OAroBapajyhux NPOMEHJbUBHUX INPOYYaBaHOI CHCTEMA M IPOMEHJBUBHUX AHAJIOTHOT
pauyHapa. Ha Taj mHaumH Mory ce mpoydaBaTH TOjaBe€ CACBUM pa3IMuUATE MO (PU3UUKO]
NPUPOAY U CTETECHY CIIOKEHOCTH KOje CE jaBlbajy y e€JIEeKTPUUYHUM U MEXaHWUKUM CHCTEMHU-
Ma, OpPraHu3alMOHNM W COIMOJIONIKUM CUCTEMHMA, UT/., YaK U alCTPAKTHU MaTEMaTHUKU
npoOJIEMH.

IIpema Tome, ypebaj koju KOpUCTH OCHOBHE ollepalyje cabupama, MHOXEHA U UHTe-
rpajbema 3a cUMyJlalijy MOHallamba CUCTEMa U pellaBame JUMEPEHIUjaTHuX jefHaulHa
Ha3BaheMo aHaJIOrHU padyHap.

IMpumep 2: Bupgenu cMo fa eJeKTPOHCKM aHAJIIOTHU paudyHapu cajpxe ypebaj koju paTtu
BPEMEHCKH-TIPOMEHJBUB CUTHAJ U Ha yiasy (Koju Jobuja BpegHOCT u(t) y TPeHYTKy t) mpe-
TBapa y W3JIa3HU CUTHAJ Y, Ydja je BPETHOCT y(t) y TPEHYTKY t, KOju U3riefa Kao MHTEerpas

yja3a Iocje HEeKOr cKyla omnepanuja. Mojen TakBOr eJNeKTPOHCKOI Kolla je WacajiaH
HHTETpaTop, IpUKa3aH Ha ciuiy 1-2(a), rue cy u(t) u y(t) BPETHOCTH YJIa3HOT U U3J1a3HOT

CUrHaza y TPEeHYTKY t, a y(to) O3HayaBa MOYETHY BPEAHOCT Y y TPEHYTKY {,.

Y(to)

u(t) J~

Cnuka 1-2(a) VpeanHu uHTErpaTop ca yia3oMm U, U371a30M Y U
MOYETHUM YCIIOBOM y(to) y TPEeHYTKY t,

UnaH 3a NOYETHH YCIOB j€ YKJbYYeH Yy MOJEN, jep je IpeMa OCHOBHO] TeopeMH
nudepeHIjaTHO-UHTErPaTHOT payyHa

TaKo Ja je



1-1  CHUCTEMU 1N MOJEJIN

ITomrTo mo4YeTHN ycaoB MOpa ja yBeK Oyfe MPHCyTaH, MOXKEMO ra MCIYCTHTH HA HallleM
aujarpamy.

IIpema ToMe, uAeanHu HMHTErpaTop - MaTEMaTUYKU MOJEJ HMHTErpaTropa - MOXe
IBOjaKo Jia ce MpeJCTaBH:

(i) Yna3 u u3na3s cy noBe3aHu HHTETPATHOM JeJHAYHHOM
t

y(t) = y(t,) + [ u(x)de (4)

fo
(if) Yna3 u u3na3 cy noBe3aHu JHQEPEHH]ATHOM JeJHATHHOM
y(t) = u(t) (5)
ca moyeTHNM ycimoBoM Y(to).
MHoxemwe curaana u ca pyHKIEjoM a mofenoBahemo nomohy maeaaHor MHOXada Ha
cmui 1-2(6) ca ymazom u(t) U U371a30M y(t) y TpeHyTKy t. Bpegnoct a(t) ca Kojom
muOxuMO U(t) ma 6u go6umu y(t) 3Bahemo mojauame MHOXKAUA.

u(t) y(t)=a(t)u(t)

© a(t) © >

Cnuka 1-2 (6) Vaeannu MHOXKAY ca MOjavambeM a(t) y TPEHYTKY t.

Uneannu cabupau je mopen ypebaja 3a cabupame W Ofy3MMarbe CHTHaja, CIMKa
1-2(B), KOf KOra 3HaK MUHYC Ha JIMHWjU YJIa3HOT CUTHAJa yKasyje ja ce BPIIU Oy3uMame
yMecCTO cabupama.

Cnuka 1-2 (B) Vipeannn cabupau

CBa Tpu Mopiena Ha cnukama 1-2(a), (6) u (B) TauHO ONNCYjy paji CTBAPHUX €JIEKTPOHCKUX
ypehaja y pauyHapy YKOJIMKO Ce MPUMEHCHU CUTHAIM Hajla3e yHyTap oapeheHux rpaHuia.

Kapa penyje ynas U(t) = +1 BonT, 3a moueTHy BpegHOCT y(to) =0, y Tpenytky t >t, mpe-
Ma MOJIely WiealIHOT HHTerpaTopa foduhemo Ha u3nazy

3a cBako t. Y ckiamy ca Mofesom, y TperyTky t = 10° cexynum, m3nas 6u 6uo 10° Bonru. [Ia
a1 he cTBapHM €JEeKTPOHCKU MHTErpaTOp UMaTH MUJIMOH BOJITH Ha U3J1a3y Kaja foBenemo 1
BOJIT Ha WeroB yna3? HapaBHo f1a Hehe - ouekyjeMo fja cTBapHU M3J1a3 pacTe Kao u t cBe JoK
He mocTaHe Behm off Heke KOHCTPYKIHMOHe BpefgHocTH, Hajuemrhe 100V wumm 10V, kapa
npecraje fia ce noBehapa ca BpeMeHOM t, jep je ocTurao HUBO 3acuhema. O

Ocrane onepanyje aHaJOTHOI padyyHapa, Ha IPUMEP MHOXKEHE [Ba NMPOMEHJbHBA
CHTHala, pas3jM4dTe HEIMHEApHOCTH, TeHepaTop (yHKIMja, yBemheMo Kaja HaM Oyay
Tpebaie.

IIpema Tome, fobap 3Hajal TeopHje cucreMa Mopa jia Oyae ocrnocoOJbeH fia MpaBu
nobpe Mofesie u Joope mpejcTaBe CTBAPHUX CHCTEMa Koje mpoydaBa, 6e3 003upa Ha HBUXO-

BY NIPUPOAY.



CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Ilpumep 3: Mogern cucrema nena - oHyja - MOTPAaXma jeqHOr npou3poja: IlocmatpajmMo
TPKULITE jeJHOr MPOM3BOJA HA KOME lieHa p(t) y TPEHyTKy t 3aBHUCH Of] NOHYJE S(t) u

NOTPaXKkbe d(t). IIpeTnocTaBUMO Jja cama MOTpaXKmba d(t) U IIOHyf1a s(t) 3aBUCE Of LIEHE

pON3BOfia p(t)
d(t) = f(p(t))
s(t) = g(p(t))
JOK MpUpaIITaj nene A p(t) 3aBUCH OJI OTHOCA MTOHY/IE W MOTPAKHE
Ap(t)=h(d(t)-5(t)) (6)

CrpykTypHa Mojfiena IpuKa3aHa je Ha CIUIHI

)

Crnuka 1-3 CucreM 1eHa - NOHyJA - IOTPaXKiba jeIHOT IPOU3Boja

IIpema pemanmju (6), uena y cneneheM TpeHyTKY p(t + At) ce WM HE Mema
(A p(t) = O) aKko je ‘d(t) - S(t)‘ =a, (a je koHcTraHnTa) uiau nosehasa 3a d(t)— S(t) >a, unm

cMamyje 3a d(t) - S(t) <a. [pecnukaBama f ( . ), g(-), h( ) MOTY J1a ce Oofipefie Wiu noMohy
3HaWka U3 EKOHOMCKUX HayKa WK eMIUPUJCKU. Y HAJIIPOCTHjeM cayuajy, Koj MapiaioBor
mopena (A. Marshal) ce mpeanmocrasiba ia cy jennaunse (5) muHeapHe

d(t)=a+bp(t)
s(t)=m+np(t)

0K je Op3uHa MpoMeHa IIeHe Ha TP>KUIITY Cpa3MepHa ca OJHOCOM IOHY/Ie U MOTPAKHE

9ﬂ9=dd$—d$

dt
Ca apyre crpane, oBaj MOJEJ MOXe Jja ce JIaKO YOIILITU Ha TPKUIITE ca N-NPOM3BOfA Y3
pa3nuunTe MPEANOCTaBKe U BOhewme paduyHa 0 ofroBapajyhuM orpaHnuemhuMa. O

3aro heMo Kao mpuMepe MpoydaBaTé pa3lnyNTe KOPUCHE MOJIENIe M HHXOBE MaTe-
MaTtnuke npepacrase. KopucrnheMo BeoMa jefHOCTaBHE MOJieNe [ia pa3jaCHUMO MOCTYNKE U
KOHIIeNTe NOMOhy KOjUX MOXEMO aHAJIU3MpATH CIIOXKEHE MOfesie KOjU Cy HEONXOJHHU 3a
IIPOyYaBak-E PEATHUX CUCTEMA

ITox cucreMoM yBeK MoOfpa3yMeBaMo JIBE CTBapH: a) mocrojehm cmcrem Koju ciyxku
Ka0 TOJICTHUIA] HAIIMX MCTPAKABamka M MPEHUCINTHBAbA I0jMOBA ¥ 3aMHUCIH, 0) alCTpak-THA
CHCTEM - MOJIEJI CTBAPHOT CUCTEMA KOjH j€ MOJIa3Ha OCHOBA CBUX NPEUU3HUX JeUHU-LIH]ja U
TeopeMa. YoOMYajeH IOCTyNak MOJejoBamba CUCTEMa je OYeBHAaH: CKYyN TO3HATHUX
YMCHULA U TTOflaTaka ce popManiu3yje u IpeBOAY Y MOroiaH OOJIUK M UCINCY]y jefHAaUlHE
(um ofrosapajyhe penanyje) mpu 4emy ce y3uMmajy y 003Hp CBE PacClOIOKHWBE KBAHTHUTA-
TuBHe MH(popManmje. CylITHHCKA NPETHOCTaBKa f[a Taj MOCTymak OyAe BabaH je Ja
”3aKOHM", y CKJIa[ly ca KOjuMa ce OfIBWjajy pa3jinuMTe I0ojaBe W Tpolecu y oapeheHom
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1-1  CHUCTEMU 1N MOJEJIN

CHCTEMy, HE 3aBUCE OJf POyYaBaHOI cucTeMa. buTHa ocoOMHAa €KOHOMCKHX M OpraHm3a-
MOHMX [OjaBa, Mpoleca M CHCTEeMa je fa TO jelHOCTAaBHO HHje Tako. Y APYLITBEHO-
€KOHOMCKMM ¥ OPTraHM3alMOHNM HayKaMma He MOCTOje “3aKOHM" y 3Hauemy Ha KOje CMO ce
HaBHKJIA Y TIPUPOJIHUM M TEXHUUYKHM HayKama, Te He MOCTOje HU ommuTu mojenu. Takas
Mofies1 O OO HefleIOTBOpaH He caMo 300T CBOje CIIOKEeHOCTH, Beh He 61 HU TOBOPHO UIITA
O YMHEHUIM J1a 0cOOeHa MPUPOAa MHOTHX COIMOJIOMIKNX, EKOHOMCKHUX W OPTraHNU3alnOHNX
MeXaHu3amMa HHje joIml yBeK JOBOJBHO J00po mpoydeHa. [lpm MopenoBamy
IPYIITBEHO-€KOHOMCKUX ¥ OPraHM3aliOHUX TI0jaBa, KOJ KOjuX je MoryhHOCT ekcrnepu-
MeHaTa YBEJIMKO OrpaHMuYEHa, TEOPHUjCKO 3HaHe KOje ce KOPUCTH 3a U3rpajiby Mojiesa uMa
omnyuyjyhe 3nauemwe. OHO ofipebyje y 3HaTHO] Mepw u300p MeTOla MOJEJIOBama M
CTPYKTYpy Mofesa, MeTofie (popMajiHOT Omuca MOjeJMHUX TOJICUCTEMa, OICET M MOApYyYje
MPUMEHJbUBOCTH MOJIEJIa M OUEKHMBAHUX PE3yJITaTa.

ITpo6nemu ¢opmanuszanuje mpoueca Cy yCKO IMOBE3aHU ca IPOoOIEeMOM IpoOBeEpe
BaJbaHOCTHU MOJIeNa, MOCeOHO MOMITO HUje MOTyhe 1a OH MPOMCTEeKHEe U3 “TavYHHUX * 3aKOHA Y
NpUPOAHUM HayKaMma U Kajia ce Mopa npubehu oppebenom ckymy mpernocrasku. ITopep
TOora, yBobewe y MOJiel eMIHMPHUjCKUX penalyja, Koje cy noOujeHe oOpajjoM pesyiTaTta
nocMaTpama IojaBe, 3aXTeBa BeOMa NaXKJbUBa MCTpPa’KuBamka U JeTajbHA MCIUTHBaHa HE
caMo MoJa3HUX NoflaTaka Beh u NpUMEHEeHNX METOfa.

HeomnmrocT unu cucreMcka HeoapehbeHOCT cOIMOIOMKO-eKOHOMCKOT U OpraHu3a-
LMOHOT carjieflaBamba BEOMa OTEXKaBa MOJEJIOBaWkE y IMpakch. BambaHOCT M KOJIWYMHA
uH(popManyja yTelOBbEHa Ka0 MOJIE]l BeOMa 3aBUCH Off pe3yJiTaTa NMPEAXOJHUX UCTPaXKu-
Bama. [lpyraumje peueHo, TeopHja CHUCTeMa MOXE [ja 3all0YHe OHfla Kaja ce pacrnpaBe U
pa3mpce (pyHAAMEHTaIHE HayKe Koje M3ydaBajy Ipoliece y ImocMaTpaHoM cucremy. [pyra
MoryhHOCT je fga ce oaroBapajyhe OCHOBHe Hayke HE KOPUCTE Kao yHAmNpej jaTa Teopwuja,
Beh a Mopien mpoucTekHe HeMmoCcpeaHo U3 nojaraka. To ce cTBapHO fiellaBa Koj u3y4yaBa-
HBa MHOTHX Tpolieca KOju Cy UCYBHUIIE CIOXKEHHU fa OM MOIJa fla C€ HEMOCPEeHO KOPHUCTH
“yucra“ Teopuja. [IpylITBEHO-€eKOHOMCKE M OpraHu3alioHe Hayke Tpeda jja CTBOpe HOBE
KaTteropuje, napaMeTpe 1 WHBapHWjaHTe KOje MOTY /ia ce Ha HeKHM HauuH “Mepe” u 300r Tora
OM CBMM MCTpakMBauuMma H3riejajie oOjeKTUBHO HCTe, 0e3 003upa Ha HUXOBE JIMYHE
npeapacyje, CKIOHOCTH W MHTYUIIH]y WIN IPUPOAY MOCTYNKA HUXOBHUX "Mepema‘.

JJa Ou cXBaTWJIM HEONXOJHOCT NPENW3HOT M jaCHOT M3paxkaBama INPH H3ydaBamby
caBpeMeHe Teopuje cucrema, 300r dyera heMO KOPHCTHTH je3UK M O3HAKEe MaTeMaTHKe,
nocMaTpajmo ciefiehe npumepe.

IIpumep 4: Ha npBu moriej, aHalOTHM MOfEN cHCTeMa Ha ciaunu 1-3a mpepcraBiba
BPEMEHCKM NPOMEHJbUB CHUCTEM IIOLITO Ce IMOjavyama MEHAajy ca BPEMEHOM. Y KCTOM
TPEHYTKY MOXfa heMO MOMHUCIHWTH Jja je CHUCTEM BPEMEHCKM HENMPOMEHJBUB aKO HETOB

UMITYJICHU OfI3UB g(t, t) Ha [IupakoBy UMIYJICHY (PYHKIU]Y 3aBUCH CaMO Off (t - r) .

x(t) ’ x(t) .
u(t) )@ )? J‘ @ y(t)

-2t

Cnuka 1-3(a) CucreM ca NpOMEHIbUBHM IOjayambuMa

Msuoru he ce M3HCEHAJUTHU Kaja IIOKa>XKEeMO Ja Taj CUCTEM UMa NOTIIYHO UCTU UMITYJICHUA
ONI3UB Ka0 M CHCTEM Ca HEIPOMEHJLUBUM T0jauamnMa Mpukas3a Ha cnunm 1-36, a koju hemo
3BaTU BPEMEHCKH HENIPOMEHJbUB CUCTEM jep Ce Mojavyara He MeHajy TOKOM BpeMeHa.



CUCTEMU U IIOJAM CTABA

x(t) x(t)
T O—O"] 08
u(t) y(t)

Cnmka 1-3(6) CucreM ca HEPOMEHIBUBYUM T10javabiMa, KOjU MMa MCTH UMITYJICHU O3B
Kao cucteM Ha cauium 1.3(a)

Y opemky 1-6 u 5-2 mjahemo crpore, MmareMaTuuke fiepuHUIIMje BpEMEHCKE WHBAPUjaHTHO-
CTH M MMITYJICHOT Of3MBa, Koje he HaM omoryhuTtu fma 6e3 HeoyMuIia opeuMo fa Jiu je
MOJIEJ CUCTEM BPEMEHCKH HEMMPOMEHJbUB WU HHjE. O

IIpu npoyyaBawy nocrojehux cucrema, yecto ce cycpehemo ca “jegHocMepHUM” ype-
bajuma Kao 1mITO Cy BEHTUJIHM, TOYKOBHU Ca YCTaB/bauuMa, eJIeKTPOHCKE AUOJie, KaO M OOMYHA
BpaTa Koja ce OTBapajy Kajia cy TypHyTa y jeJHOM MpaBIy ajli OCTajy 3aTBOpPEHa Kajia Cy
TypHyTa y cynpoTHOM mpaBuy. IlorogHo je TakBe ypebaje mopenoBatu nmomohy mpeanne
[amope, Npuka3zaHe Ha ciuum 1-4a, rae je ca | o3HaueHa pedepeHTHa cTpyja Kpo3 AUOAY U
HaIoOH U Ha HheHUM KpajeBUMa:

+
v g; =
—

Cmuxka 1-4 (a) Uneanna guona (6) Hanmoncko-cTpyjHa KapakTepHCTHKA

Pap nuone je onucaH HANOHCKO-CTPYJHOM KapaKTEPUCTUKOM JuOfe, cinuka 1-40, Koja nmoka-
3yje J1a je cTpyja i jeqHaKa HYJIM Kaja je HallOH Ha KpajeBUMa Juoje U HeraTUBaH U Jia i Mo-
Ke Jla uMa OMIIO KOjy BPEJHOCT Kaja je U HeHeraTuBaH. Y CTBapH, MjleajiHa ANOfa je caBp-
IIICH TIpeKuayd: “MCKIby4YeH" (OTBOPEH) Kajia je U HeraTWBaH U "yKIbY4eH" (3aTBOpEH) Kajia
je U HeHeraTuBaH.

ITpumep 5: Kapa ce npuppzkaBamMo IPOCTOr NpaBujia ’CUCTEM je€ HeJMHeapaH ako CajpXKu
HEKM HEeJMHEapHU eJeMeHaT" NpU aHalIMW3M CUcTeMa Ha ciuuy 1-5a, rae je R oTHopHUK,
MOXEMO JIaKO Jia HallpaBUMO IPEIIIKY.

e

l
}

v X Z

V1

(a): CucreM ca Ba HenMHeapHa eneMeHTa (6): ExBUBaneHTaH JMHEapaH CHCTEM
Cnuka 1-5
YKynHE yTHIAj ABE CYNPOTHO MOJIapucaHe ANOJE y Mapaseinu je fa he jeqHa o BUX yBeK Aa
npoBoiu 6e3 063Wpa Ha 3HAK CUTHANA V, a OHE Cy €KBHBAJIEHTHE CaBPIIEHOM IPOBOJHHUKY
KOj! YBEK craja Tauke A 1 B, kao mTo je npuka3ano Ha cnunu 1-56. O



1-2 HEKHN MATEMATUYKHU ITIOJIMOBHA

Y opemky 3-2 hemo cTporo fgeduHIcaTH NOjMOBE JIMHEAPHOCTYU U JIMHEAPHUX CUCTEMa, ajlu
3a TPEHYTHO pa3MaTpame yOuuMo fla WjeajHa Auoja HUje JUHeapHa MOIITO HHUje TayHo Ja

je i(v1 +V2) = i(V1)+i(V2)3a cBakM HamoH V, u V,. Jla 6u To carnepgany, Heka je V, =+1 u
V, =—5 tako aje V, +V, =—4. Tana je i(v1 +V2) =i(-4)=0=i(+1)+i(-5) = i(vl)+ i(vz).

Ila Ou openunu crpory Ae(UHUIM]Y HE CaMO JIMHEAPHOCTHU, NojiceThheMo ce HEeKHX
OCHOBHHUX IIOJMOBa M3 MaTE€MAaTHKE O CKYIIOBUMa, BEKTOPCKMM NPOCTOpMMA, (hyHKIHjama

WK TpeciuKaBamkuMa U BUIIECTPYKUM IpecnrkaBawmbuMa. [loceOHe MaTeMaTHuKe CTpYK-
Type yBorheMo 1 Ipoy4yaBaTH NOCTENEHO Kajla ce MPUPOAHO yKaxe norpeda 3a buma.

1-2 HEKU MATEMATHWYKHU ITOJMOBHU

3a obpazoBame MaTeMaTHUYKe Teopuje Koja paspabyje 3amucim u3 yBoja W Tpef-
XOJIHOT OfieJbKa HEOIXOHO HaM je O3HavyaBame Koje HaM oMoryhaga jia 3aMucny u3pa3umo
caXKeTo U Jja ca mhHiMa jacHo jiesiamo. [TofceTuMo ce OCHOBHUX paHuje HayuyeHUX MOjMOBa.

IIpernocraBuhemMo fa je uuTanal nmpoydyaBao peajqHe W KOMIUIeKcHe OpojeBe. Kopu-
crmheMo Z Jla O3HAYMMO CKYII CBHX IeluX OpojeBa, R a 03HaUmMO CKyn CBHX peasHuX
opojeBa u C 3a ckyn CBUX KOMIUIEKCHUX OpojeBa. N KOpUCTUMO 3a O3HauyaBambe CKyIa CBUX
HEHEraTHBHUX Leux OpojeBa 1 R, 3a HeHeraTuBHe peanHe GpojeBe.

Takobe hemo mpeTnocraBuTu fja He Tpeba moceOHO objalmbaBaTu ciefehe o3nake:
€ 3a "npumaga“: Kao y TBphewy de”Z
¢ 3a “He mpumajga“: kao y TBphewy —5¢N
C 3a ”je mojickyn o1*: Kao y TBphewy R C
& 3a "Huje mofcKyn of: Kao y TBphewy Z & N
{X | P(X)} 3a CKyIll X-OBa 3a KOju je P(X) TayHO: Kao y TBphewmy
R, ={X|xeR x>0}
AUB = {X|X eAvX eB},yHHjaCKyna A uckyna B
ANB= {X|X eAAXe B},npeceKCKyHa A uckyna B
A— B:{X|X eAAX gEB},paBJII/IKaCKyHa A umckyna B

ITonekaj KopucTEMO cKpaheHHIle Kao LITO Cy aKKO WM <> 3a aKO M CaMo aKO 1 =
3a mpoucTHye (crnegu) W <= 3a mpoucrekino u3 (ciaemu u3). Hemro pebe kopuctihemo V
3a3a cBako M 1 3a IIOCTOjH.

Ipumep 1: Tepheme "3a cBako X R, mocroju Y e R Tako fma je Yy > X “ uzpaxasa 4umbe-
HUITY /1a HEe TIOCTOju HajBehu peanHu 6poj 1 MOKe ce HamucaTH Kao

(vx eR)(Jy eR)(y > x) O

[Mpumep 2: f(t) = g(t) Vtuma uctu cmmcao kao u Vit ( f (t) = g(t)) , 4 3HAYM JIa je 3a CBe
BpenHocTu t u3 T BpemHOCT f(t) jemHaka g(t). N3paz 4t ( f (t) = g(t)) 3HAYM Jja MOCTOje
BpegHocTn t w3 T 3a koje je f(t)=g(t); gox Vo 3t ( f (t,oc) = g(t,a)) O3Ha4YaBa Jia 3a CBE

f t,a)=g(t,a). O

BPETHOCTH O TIOCTOjU TakBa BpeaHoCT t (K0ja 3aBuch o o) na je



CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Cam uymTanan MOXe J1a HaBele MHoOre (pyHKILHUje WU Onepauyje Koje NpUapyxXKyjy
jeman O6poj IpyroM; Ha IpuUMep, onepalyje KBaapupama, Koja y3uma 6poj u3 R u gaje 6poj y
R, wnu omepanuja m3Bnauema KBaJpaTHOI KOpEeHa, Koja y3uMa Heku Opoj u3 R, pa Om
nana apyru 6poj y R, amu Huje necpunmcana 3a 6pojese 3 R—R, . Yecro hemo pa3ma-
TpaTh (PyHKIMje U HA APYTMM CKYMOBMMA, CEM HA CKYIMOBHMA PEAHUX WU KOMIUIEKCHUX
6pojesa.

Heka cy A m B 0Ouno xoja gBa ckyna o0jekata. IIpecnukaBame u3 A y B je nope-
JbUBaKkE CBAKOM €JIEeMEHTY u3 A jequHcTBEeHOT enemeHTa u3 B. [Tumemo F:A — B ca 3Ha-
yeweM “F je mpecnukaBawe u3 A y B, m kopucrumo oprosapajyhe Ha3zuse ¢pyHKIMja,
oneparop u Tpancopmarnmja. Kana je F: A — B mpecnukaBame u ako je a HEKU ejeme-
Hat m3 A (mumremod € A) rtaga ce caF(a) min Fa osmauasa BpemHOCT F y a u Ha3msa
cnuKa (71MK) o a mop AejctBoM F. 3a nBa mpecnukaBamwa f u g u3 A y B ce kaxke fa cy
jemnaka ako je f(a)=g(a) 3a cBako a u3 A. Yecro ce muure a > F(a) ma 6u ce ykasano
Ja je ;mejcTBO mpecimkaBama F fga mpeobpasm oapebenu eremeHat u3 A y oprosapajyhy
BPETHOCT F(a). A ce nasusa moMen (o6mact) 3a F u B komoMeHn 3a F.

AKxo je W Hexu nojickyn o A, mro mumemo W < A, ckym cBux erleMeHara F(w) €B,
I7ie ce W IpysKa IpeKo cBUX eneMeHata n3 W, Ha3uBa ce cinuka (auk) W ucnog F 1 o3HavyaBa

F(W) = {F(W)| W eW} . IToceGHO ce ckyn cBHUX eeMeHaTa 00JuKa F(a) 3a a u3 A Hasusa

cnuka (muK) F wnm obmact F m o3navasa ce ca F(A) WK R( F) :

Hpumep 3: Hekaje A= {a,b,c}, B= {1,2,3, 4} u f:A— B pgedunucano npasunom

a2
bi—2
c—4
KOje MO2KE 1a CE HpeHCTaBI/I Ta6JII/II_[OM
X f(x)
a 2
2
c 4

WJIN CITMKOBUTO, IUjarpaMoM Ha ciiuiy 1-6.

Cnuka 1-6 TIpecnukaBame u3 {a,b,c} y {1,2,34} caspeguoctuma f(a), f(b), f(c)

JoMeH nmpecnukaBama f je {a,b,c} 1 KostoMeH f je {1,2,3,4} . Cniuka uiam 0651acT npeci-

kKaBamwa f je mogckym {2,4} KOJlOMeHa
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1-2 HEKHN MATEMATUYKHU ITIOJIMOBHA

R(f)=f({ab,c})={24] O
IekapToB mpou3Bop jBa ckyna A u B mume ce Ax B, gwmra "A xpcr B, je ckyn
AxB = {(a,b)| aeAnbe B} cBUX ypebeHmx maposa (a,b) YMjU IPBU WIaH a npurajga A u

ynju Apyru unad b mpunaga B. CnuyHo, cKyn cBux ypebeHux n-topku (al,az,...,an) qnju
cBakM N-TH WiaH @; mpumaga ckyny A, ozHauaBa ce A x A, x---x A u Ha3uBa ce [lexkap-
ToB mpom3Bog N ckyna A, A,,..., A, . Kana cy ceu A jeguaku, peuumo A = A, npousBop n

yragoBa Ax Ax -+ x A mamemo kao A".
Ipumep 4: 3a A={X,y} u B={1,2,3} je

Ax B ={(x1),(x2),(x.3).(y2).(y.2).(y.3)|
Bx A={(Lx).(Ly).(2.x).(2.y).(3x).(3.y)}
A2 = Ax A= {(x.x),(xy).(y.%).(y. )]

Younmo ga AxBu Bx A umajy mctm Opoj eneMeHaTa anu fa HUCY jeJHAKU;, § OBOM
NPUMEPY OHU YaK HEMajy HU 3aje[IHUYKH €JIEMEHT. O

IToncernmo ce aa je [JekapTOBO NPOHUNAKE Y TO fla C€ PaBaH MOXKe MPEACTaBUTH Kao
R?, [lekapTOB IIPOM3BOJ /IBE TMHKjE, JOBEIIO J1a Pa3B0ja aHAMTIYKE FreOMeTpHje.

Cnuxka 1-7 Pasan je [Ilekaptos npoussog R x R

Kaja cMo npoyuaBanu peajiHe (DyHKIHUje BUILE PEAJTHUX MPOMEH/LUBHX, KAO IITO CY
Z= f(X, y) W= g(X, y,z), MACATU CMO

f:RxR->R un g:RxRxR—>R
170
f:R? >R u g:R*°->R

na Ou ykasanu fia je map peajnHux OpojeBa (X, y) ykibyueH y f u ja je Tpojka peamHHX
6pojeBa (X, y,z) yKJbydeHa y g.

Y omireM cnyyajy, cycpetahemMo ce ca mpecinukaBawbuMa F koja genyjy Ha N pasnu-
YATHX NPOMEHJBUBHX, PEIUMO X, X,,...,X, ca X, € A, X, € A),...,X, € A, u Koja npuzpy-
Kyjy cBakoj ypebenoj N-topku (Xl, X, ,...,Xn) Heku o0jekat y ogpebenom ckyny C. [Jomen

TaKBOT TpeciukaBama je A x A, x ---x A kogomed je C, a umemo

F:AxA x---xA —>C

na 6w u3pazmnu 1a (X, X,,..., X,) > F(Xl,Xz,...,Xn).
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Ipumep 5: TlocmatpajMo ckymoBe A = {X, y}, B= {1,2,3} u C= {a,b} . [IpecnukaBame
F:AxB— C moxe ga ce 3aa TaGeJIOM 4YHju €JIEMEHTHU TOKa3yjy jiejoBame F Ha cBaky

Ta4Ky (Xl,XZ) 3 AxB.

(%) F(x,x,)
(x2) a
(x2) b
(x.3) b
(v.) b
(v.2) a
(v.3) b

3a unTepBane peanHux OpojeBa Kopuctuhemo cienehe o3Hake:

Ja.o[ = {x R |a < x<b]
[a.b]
]
]

- X€R|aSX<b}

Ja.b

{
{x eR |a<xsb}
[a,b ={x eR |a<x<b}

na He Ou nMoOpkKanu OTBOPEHHA HHTEPBAII ]a,b[ ca ypebenum napom (a,b) . Hecro ce [a,b]

Ha3uBa CETMEHT (3aTBOPEHH MHTEPBAJI, OficeYaK) 1 [a,b[ MOJIyOTBOPEH MHTEPBAJI ca JIeCHa,

OJHOCHO ]a,b] ca JleBa.

Kapa je 3amato npecnukaBamwe F:A — B a keamMo f1a pa3MaTpaMo caMo JIeJIOBakbe
F na Hexku moackyn W u3 nomena A, mumemo K, :W — B unn F|W: A — B u maszuBamo
F, pecrpukummja F Ha W (cykemwe npecnukaBama F Ha ckyny W). Taga je F, (W) = F(W) 3a
w eW . Ha npumep, Heka U:R — R mpepcraB/ba HEKO JIEjCTBO yJa3a Ha CUCTEM, T OpOj
u(t) mpenmcraBma jejcTBO yiasa y TpenyTKy t. Kaja skeimmo ja mpoydaBamo yTHIaj U Ha
cucreM y TpeHytumma t Behmm mnm jegHakum op t,, pasmarpahemo pecrpukumjy U Ha

WHTEPBA [tO'oo[ = {t |t0 <t< oo} U O3HayaBaTu ca u[tom[.

Ca (d/dt)u unu U o3HauaBamo u3Boj pyHkiuje U:R —> R ,aca u(n)(to) N-TU U3BOJ,
of U m3pauyHaty t=t;.
3a Heko mpecnukaBame f:A— Bkaxe ca ma je Ha (Cypjexumja) ako U camMo ako

cBaka Tauka y B uma npeaxoanuka y A kora f npecnukasay b; 1j. 3a cBako b € B nocroju
a € A rako pia je f (a) =b . Kaxkemo fia je f mpecnukaBare jeman-npeMa-jefjan (HHjeKIHja)

ako M caMO akKo WH3 f(x): f(y) cnequ X=Y; Tj. f mpecnukaBa pa3nuumMTe TayKe Y

paziuunre ciauke f (X), f (y) :

12



1-2 HEKHN MATEMATUYKHU ITIOJIMOBHA

pumep_6: IMomohy rpacduka npeciukasama R — R ce mako nokasyje ma je X+ e*
TpeciiuKaBame jefJaH-IpeMa-jeflaH ald Huje Ha; X > X sin(x) je Ha anu HUje jefaH mpeMa

jemaH; Mok X > x° HUj€e HU J€JJHO HU IPYro, a X > 2X + 3 je u jeiHo u Apyro. O

Kapna je f:A— B npecnukaBame n Ha U jefaH-IpeMa-jeiad, kaxe ce jaa je f jeman-
npeMa-jefjlaH KopecnofieHIja nuinu oujeknmja. [1sa ckyna A u B umajy ucru 6poj enemenara
(MCTy KapIMHAIIHOCT) aKO M caMo ako moctoju oujekumja f : A— B.

3a f:A—>B u ¢g:B— C nedunumie ce xoMnosunaja (Ipou3BojI) IPeCTIUKaBamba
(cnoxeno npecnukaBame) Jo f : A— C npaswiom X g[f(x)]; Tj. Ha 3amato X € A
npBo nmpuMeHnMo f ma mobujemo f(X) € B, a 3aTum npuMeHNMO ¢ fja Kao pe3yaTaT Joom-
jeMo g[ f (X)] =(ge f)(x) €C. Kapa ne nocroju moryhnocr 36pke go f ckpaheno nuumemo
gf.

Hpumep 7: Heka cy A= {X, y}, B= {1,2,3} u C= {a,b} U [OCMATPajMO TIpecIuKaBarmba
f: A— B Error! Switch argument not specified. u ¢:B — C npukasana gujarpamuma Ha
cimnu 1-8.

Cnuka 1-8 [IBa mpecnukasama f:A — B Error! Switch argument not specified. u g:B — C

Youumo ga je f jemaH-npemMa-jenaH aju HHje Ha, a § je HA aJIM HUje jefaH-TIpeMa-jeaH.
Komnosuiuja npecnukasame go f : A—C

(g F)x)=g[f(¥)]=0(1)=a
9(2)

b

(9o F)(y)=g[f(y)]

je Kao mTo je mpuka3aHo Ha caunu 1-9.

A C

Cmuka 1-9 Crnoxeno npecnukasawe go f:A—C
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

BupuMo fma je Kommosuiuja nmpecnukaBama Jo f Gujexnuja, mako To Huje HHM jegaH Off
HEHIX CACTAaBHUX €JIEMEHATa. O
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Kpo3 kypc u3 teopuje cucrema cycperaheMo 3aHUMIbUBO NMUTaWkE KaKO Pa3INUNTE
OCOOMHE TMOjeIMHAYHUX TpeciuKaBama Haclehyjy BHUXOBe KOMIIO3WIUje TpecirKaBarba:
Tako hemo 0 ofiesbKy 3-2 BUZIETH Jia je KOMIIO3UIMja [Ba JUHeapHa IpeclnKaBama Takohe
JMHEapHO mIpeciaukaBame. Kako je KoMmmosmiyja fBa MpeciuKaBamba OYHUIJIEHO peaHa
(kackajHa WM cepujcka) onepanuja (mpBo aeiayje f a 3atum @), TO je KOMIo3uimja MOfEs
KOjUM MOYKEMO Jja ONMIIEMO PENHO MmoBe3ane cucreme. Ha npumep, onepanujy f : A— B

ca ciuke 1-8 MOXKeMO Jja caryeflaMmo Kao CUCTEM KOJU XKeJIUMO Jja Ipoy4aBaMo, a olepa-Luujy
g:B — C kao Hama Mepema mim nocMartpama cucreMa. lllTa ctBapHO Taja BUAMMO Kao

pe3yaTar Hamux Mepema Huje nonamame f Beh (o f ; mama "mosHaTu“ mporec npuky-
bara rnojaraka g npukpusa "Henosuaro” f u gaje uam go f . 360r Tora je HeonxonHo Aa
HAYYMMO KaKo Jia u3j(ajamo nojatke o f u3 mosnaror g u ocmorpenor go f .

1-3 MOOEJIN CUCTEMA

Jlo caja cMO HEKOJIMKO IIyTa HATJIACWIIH fia je 32 TeOpHjy CUCTEMA CYIITACTBEH MoOen
A nocrojeher cucrema - maitiemaitiviku oiiuc ocodbuna nocrojeher gusnukor cucrema u
BUXOB y3ajaMHHM OJHOC. MHOLITBO NMPOMEHJBUBHUX V;,V,,... KOje KapaKTEpHIly OcOOuHE
(pu3nUIKOr cucremMa Koje mpoydaBamMo 3BaheMo OCHO8He iipomenssuge, a penanmje usmeby
OCHOBHHUX TIPOMEHILMBUX OCHO8HE jeOHauune mooeaa A. OCHOBHE jeJHAUNHE MOJIETA MOTY

fla ce ofpefie Ha OCHOBY MO3HaBaka 3aKOHA KOjH OIUCYjy M0jaBe y MOCMaTPaHOM (PU3UYKOM
cucTeMy y3 yBobewe ofroBapajyhux NpeTnocTaBKM M OIpaHUYEHma WIM Ha OCHOBY

eKcreprMeHaTa M Mepema HM3BpIIEHHX Ha (usmykoMm cucremy P JlobujeHe penanuje
nmucaheMo cuMOOJIMYKH KAa0

AD(v,,...,v,)=0
0

AD(v,,...v )=
A™(v,...,v,)=0
IJI€ CBaKoO le(j), j=1...,m npeacrasma y3ajamue omHoce V,, i =1,...,n. Takobe hemo

IPETIOCTaBIbaTU [la Cy OCHOBHE NPOMEHIbUBE yHKUuUje epemena. Tako he mpomeHbuBe
V;, 1=1,...,n o3HauaBaTH (PyHKIHje BPEeMeHa KOje y TPeHyTKY t mmajy BpegHOCT V, (t)

Papgu nmaxkmer u xkpaher nmucama cMarpaheMo fa cy npomMeHIbHUBE V, (t) KOMIIOHEHTE N-[u-
MEH3HMOHAJHOT BEKTOpa V(t) = (Vl(t),...,vn (t)) OCHOBHHUX NTPOMEHJbUBHUX.

Ipu npoyvaBamwy (pusuukor cucrema 7’ 00MYHO Ce U3MIBOjU IO OCHOBHUX MPOMEH-
JbuBUX Vi,...,V, KOje IPOY3pOKYyjy ofipebeHe mpoMeHe y CUCTEMY M KOje C€ Memajy y
BpeMeHy ofi TpeHyTka {, pgo 1, mo mpaBuiny ommcaHOM BPEMEHCKHM (yHKIHjaMa
ul(-),...,uk(-) Tako f1a je Vi(t)zui(t), i=1...k, t<t<t,. Hacranze mnpomeHe ce
carjefiaBajy Kpo3 mpoMeHe yl(-),..., ym(t) KOje ofirosapajy csojctBuMma Vy ,...,V,.,, a HE
BOAM CE€ padyHa O oOcTraiuM BeamyuHama  V,,..4,...,V,. @PyHKIHje BpeMeHa
u]{tovtl[’uz[tovtl[’”.’uk[tovtl[ 3BaheMo yaasHa Oejcitisa WM yaasu, QYHKIHjEe BpeMeHa
yl[to,tl[’y2[to,t1[""’ym[to,t1[ usnasHa Oejciliéa WU U34A3U, A& TIPOMEHIBUBE Vi 4 mi...,V,

cakpueere u3anasHe upomersuee. Paiu nmpernegHujer usnarama KOpucTuheMo BEKTOPCKH
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1-3 MOJEJ/INN CUCTEMA

IUC T BEKT = Ha3uB 1] icill unn
3aIllC T€ CE BEKTOP u[t01tl[ (ul[to,tl[’UZ[to,H[' ’uk[tovtl[) a3mBa BeKIiOp YAA3HUX Oejciliasa N

8EKUIOp YAa3a, y[to,tl[ = (yl[toh[ ) yz[to,tl[""’ ym[to,tl[) 6eKIOp U3NA3HUX Oejcitiasa NN 6eKiliop
uznaza u y = (Vk+m+1, . ..,Vn) CAKpUBeHU 8eKIOp U3AA3a.

Ckyn BpeHOCTH u(t) y TpeHyTKy t 3Bahemo épocitiop yaasa cucrema 2 u o3HavaBa-

TH ca R[u(t)] , a ofroBapajyhy obmact mpoMmeHa (pyHKIUje BpemeHa UZ u[wl[ apociiop
oo0ceuaka yaasHux ¢yHkyuja o3HadyaBahemo ca R[u]. ocra je BaxkKHO [1a YOUUMO Pa3JIuKy
u3meby R[u(t)] - 00J1acT BPEHOCTU u(t) Koje je MHOITBO o0imnka R" u R[u] - obJyactu

BPEHOCTH U KOje je MHOIITBO (pyHKIIMja BPEMEHA, Tj. (DYHKIIUOHAIIHU IPOCTOP.

IIpumep 1: Heka ce t mema Ha [0,1] 1 KOMIIOHEHTE YIPaBJbama u(t):[ul(t) uz(t)]T
1

3a70BOJbaBajy orpaHuyema (i) ‘ul(t)+u2(t)‘s1, vt E[O,l] u (ii) ”ul(t)‘dtSZ. Y oBoM
0

TIpUMEDY je R[u(t)] mozickyn ckynma R? (mpocropa mapoBa peannmx GpojeBa) u ofpebeH je
HejemHaunHoM (i); Mok je R [u] MPOCTOP CBUX BEKTOPCKUX (PYHKIIM]ja BpeMeHa JepUHUCAHUX

Ha [0,1] KOje 3a/I0BOJbaBajy orpanndema (i) u (ii). O

Hpumep 2: IpernocraBumo fa je T =2, = {0,1,...} , R[u(t)] = {0,1} U Jla HU30BH BPEJIHO-
cTH u(t) 3a/I0BOJbABAjy YCIOB u(t)+ u(t +1) <1,Vt. Tapna je R[u] MHOIIITBO CBUX YJIa3HUX
HHM30Ba, KOju nounmy y TpeHyTKy t =0, Ko Kojux ce jequHmIa He jaBiba JIBa MyTa 3a PEIOM.

O

ITpumeTnmo pa R[u] 3aBHUCH Off JiBa mapameTtpa, t, u {, npu yemy ce {, u t, He
MEemajy Ha YCBOJEHOM OJICEUKY. Y CTBapHOCTH, Ca MpoydYaBaHUM o0jekToM 7 Huje ToBe3aH
caMo jefaH nmpocrop yHKIHja yia3a R[u], Beh MHOIITBO TUX MpOCTOpa {R[ u[to ,tl[]} , koje
reHepury napamerpu t;, u t;. Ogrosapajyhe nHa3zuse u o3Hake Kopucrunhemo u 3a R [y]

Kapma ce ymasm U Memajy y mpocTopy R[u], Ha OCHOBY IlOCMaTpama H3jasa Y
UCTpaXkWBa4 MOXe 7a Joduje, y KpajibeM Clly4yajy y TpUHIUIY, MHOIITBO pejaluja Koje
nose3yjy Y; u U;, a Koje MOT'y fia ce HaluuIy y OOJIuKY

PO(Uy, . U, Vyreoes V) = 0

7’(2)(u1,...,uk,yl,...,ym):01 @
Py, U, Yooy V) = 0
WJIU caxeTuje:
P(u,y)=0 3)

Penanpnja o6nuka (3) HasuBa ce jeOHauuna yaas-uzaaz cucrema 7 OHa ce pasiukyje of
OCHOBHUX jefHaumHa (1) MO TOMe INTO Cy OCHOBHE NMPOMEHJbHBE pasfie/beHe Ha yiIa3He U
n3a3He IPOMEHJbUBE.

pumep 3: Heka ce rope onucaHu eKCepUMEHT CIIPOBOJM Ha KOHIEH3aTOpy 2, ca cTpyjoM

| Kao yyia30M M HAMOHOM V Kao M3ia3oM. Pesyinrar ekcnepuMeHTa OuM OWiia eMIMpHjcKa
penanyja yia3-u3nas
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

oy
dt

rae je C (KanmanuTUBHOCT KOHIEH3aTOpa) KOHCTaHTaH IapaMeTap, Koja MOXe Jla ce HalluIIle
y OOJIHUKY

fP(i , V) =0
YounMo fa jeflHauUMHa yja3-u3ia3 KOHJeH3aTopa He oApebyje V jefHO3HAYHO y 3aBUCHOCTHU
on i. Hamon V ofpebyje u KoHCTaHTa KOja OMKCYyje HAMOH HAa KOHIEH3aTopy 7 Ha MOYETKY

ekcnepumenTa. [Topep Tora, oOJIMK OBe jeJHAaUMHA CE HE MEHA aKO Ce 3a yJa3 yCBOJU HAIlOH
V, a 3a U311a3 cTpyja | Kpo3 KOHJAEH3aTOoP. O

To 3Haum ma Koj yJa3HO-M3JIa3HOT OMHUCAa CHCTEM pa3MaTpaMo Kao “HpHY KyTHjy“ y
KOjy YBOIMMO yJjase, a U3 Koje modujamo ofrosapajyhe msiase, Kao mITO je MPUKa3aHO HA
cmuum 1-10. Ha npumep, 3a npou3BOAHY Tpaky y ¢aOpuum yna3uw MOry faa Oyay pas3HH
MaTepujaiu, CHpOBUHE U €Hepruja a u3ja3d TOTOBU MPOM3BOAM; KOJ pauyyHapa yjia3u u
u3nasu cy nHopMalmje 3anrcane Ha OyIIeHUM KapTHuilama, MarHeTHO] Tpaly WINA TUCKETH
niu fo0ujeHe HEMOCPEAHO MEPEHEM Ha HEKOM CUCTEMY.2

Cmuka 1-10 Cucrem kao “npHa kyTtuja“

MOJIE]I CUCTEMA: Jla Ou ¢opmanHo pAedUHUCANM aIlCTPAKTHU CHCTEM - MOJEN
cuCTeMa, NocMaTpajMO Ha MHTEpBally BpeMeHa [to,tl[ ypebeHn nmap ¢yHKIuja BpeMeHa

(u, y) U CKYIl TaKBUX I1apoBa R[to,tl[ 2 {u, y} 3a n3zabpane BpenHoctu ty,t, mpu t,t, €T (T

je obmact nmpomere t). Heka je {R[ } MHOILITBO TaKBUX CKyNOBa KoOja ce goOuja mpu

to.ty]

npomenn t),t, myx matepsana T, npu t; > t;, Caga Moxe na ce yBene cineneha nedpunnnuja

aTCTPakTHOT CUCTEMA - MOJieN cuctema 77
Nedunnnuja 1: Opujeniiucanu aiiciupaxiunu cucitiem A (W1 MOJET CHCTEMA) j€ MHOIITBO
{R[to,tl[}’ t,,t, €T ckynoBa ypebenux mapoBa ¢yHKIHUja BpeMeHa (u, y) rjge je mpBa
KOMIIOHEHTa U2 u[to,tl[ yaa3 (ofcevyak ynasHe (PyHKIMje Ha WHTEPBAY [to,tl[), a Jpyra
KOMIIOHEHTa Y2 Yitp U303 (omceuak wm3na3He (yHKIWje HA WHTEPBAIY [to,tl[ ). Iap
(u, y) 3BaheMo iap yaas-usaas koju ipuitada modeay A 3anucuBaTH Kao (u, y) e A, ako
(uy) e Ry 328 Heke T, €T !

EnemenTn MHOIITBA {R[to ,tl[} 3aJJ0BOJbABAJY YCAO08 CAZAACHOCIU: AaKO Tap
(u[to o Yt ,tl[) € A Taja u GUIIO KOjH [I€O TOT yJIa3HO-M3JIa3HOT Hapa (U[TO’H[ : yhm[) €A 3a
<1, <t, 1,<17,<tm Ueo ] = Uonlr Yirom] = Yton| H2 [ro,tl[.

MHOIITBO cBUX Oficeyaka U Ha MHTepBaly [to,tl[ Tako na(u, y) € A 3Bahemo odceuak

dpocitiopa yaasa oojexiia A wn o3nauasatu ca R [u], a MHOILUTBO CBHUX Oficeyaka Y Tako fia

! Ha oBaj HaumH, OpHjeHTHCAHN alCTPAKTHH cucTeM 4 MOXe jia ce TONCTOBETH ca CBUM Moryhum
mapoBWMa yJia3 - U3ja3 KOoju Npuanajy A.
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1-3 MOJEJ/INN CUCTEMA

(u, y) e A 3BaheMo o0ceuak fipocitiopa usaasa v o3HayaBatu ca R [y]
Penanujy, Hanmcany y o6imKy
Au,y)=0 (4)
KOja ofipebyje MHOIITBO CBUX MapoBa yia3-u3lia3 Koju npunaiajy .4, 3sahemo jeonayuna

ya3-13443 OPUjEHTUCAHOT ATICTPAKTHOT cucteMa A. <o

Younmo fja yClIoB CariiacHOCTH 3aXTeBa jja CBakW /10 mapa ynas-u3ia3 A4 cam Oyme
nap ynas-usna3 4. Taj yciaoB yHampep jeM4H YHYTpalllky HEIPOTUBYPEUHOCT ofpebuBa-ma

MHOIIITBA {R[tm[}, t,,t, €T . MHomTBO R[to,tl[ mapoBa (u[to,ti[’ y[to,ti[) Koju npunagajy A, je
HEKO MOJIMHOILITBO U3 R[u] X R[y] . OmHoC R[to,tl[ " R[u] X R[y] nmpuKasaH je Ha ciund 11,
e 0B u yo oproeapajy R[u] u R[y], npaBoyraonuk ABCD oprosapa R[u]x R[y] u

CKyIl 03HaueH ca 4 oirosapa ckyny ypehennx maposa ynas -usnas (u, y) .

A
A __________ OE,,,,,,,,,‘B
! |
|
l i nap
| " ynas-usnas
! |
3 R
| 1 u
! |
|
: 1
D S ,,,,,,,,\J c
Y
R[u]<R[y]

Cmuka 1-11 T'eomeTpujcka mpejcraBa ancTpakTHOT CUCTEMA

[pumep 4: Heka je .4 Mojies ONMKCaH jeIHAYMHOM yJIa3-u3Jia3

dy _
dt

rme je T =]—oo,oo[ u ¢yskumja U mpunaga TpoOCTOPY HEMpPeKWJHUX pealHux (PYHKIHUja

u

Bpemena U € Cl—oo,00 . MHOWITBO R, TAPOBa yTas-u3na3s Ha MHTEpBATTY [to,tl[ je MHO-
t

LITBO CBUX ypebeHux naposa (pyHK1Uja BpeMeHa o0nuka 3 [u(t), o+ I U(B) dBj , L st<t,
t0

r7e je o mpouW3BOJbHA peajiHa KOHcTaHTa. Ha mpumep, (l,t),t e[to,tl[; (l,1+t),t e[to,tl[

2
(t,%+1j, t e[to,tl[ Cy MapoBH yia3-u3ia3 3a 4. YOouuMo Jja CBaKOM ylasy u[toil[ ONiroBa-

pa MHOIITBO M3j1a3a {y[t t[} KOjH ce oOMjajy pelliaBameM jeHaurHe yia3-u3ja3 3a A, ca
01

KOHCTaHTOM a Kao  mapamMeTpoM  Koju u obpa3yje = TO  MHOIITBO.

O
4
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

OBako paeduHUCAH aNCTPAKTHU MOfEN O0jeKTa je IMperjomasaH jep je Omio Koju

Oficev¥ak MPOM3BOJHHOT Mapa yJas3-u3lia3 Koju mpumana 4, cam ca cBoje CTpaHe map yias-
u3na3; JOK Yy OIIITEM ClIydajy oOpaTHO He BaxKu jep ce MOoxKe Hahu nap yias-u3nas Koju
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

HHUj€ OJIceuak HEKOT PYyror Iapa yias-usnas. To mokasyje npoct npumep mopena 4 Koju je
no tpenytka t =0 onwucan jeqHaurMHOM

y=u
anocne t >0 jegpaunnom
dy du
dt  dt

3a mHTEepBan mocMaTpama Koju mounte y 1y <0, He mocroju map ymas-usnas umju Ou
oncevak 3a t >0 6uo map (u(t),u(t)) 3a t>t,, t,<0.

360r Tora .4 Mopa f1a ce fe(pUHUIIE Ka0 MHOIITBO CKYIIOBA [IAPOBA yJa3-u3iia3s, a He
Kao jefjaH CKyI nmaposa yna3-usna3. Mnak, paau nakiier u3narama nocmMatrpahemo ancrpa-

KTHEe cucteMe 4 KOju Cy OKapaKTEPHMCAHW jEJHUM CKYIOM MapoBa yja3-u3ja3, KOju Cy

onpebhenn Ha 1iesoM ckymy T u Koje heMo 3BaTH jeOHOpOOHU aliCTpaKiiHU CUCTHeMU NITH
JjeOHOPOOHU MOOeaul.

Nedunnimja 2: OpujeHTHCAHW ANCTPaKTHU cucteM A je jeOHopodan ako je CBaKW Tap
yJ1a3-u3mas (u[tom : y[toytl[) Koju mpumnanajy A, ofcedak HEKOr mapa (UT , yT) onpebenoM Ha
1eJIOM CKymy T. <o

W3 oBe peduHMIMje HETOCPETHO Cleu A jeTHOPOAHH OPHUjEeHTHCAHHM arCTPaKTHU

CHCTEM MOXKE la ce OKapaKTepHIlle jeJUHCTBEHUM CKYIIOM IapoBa yla3-u3ia3 {(UT,yT )}

Ha npumep, ako je T :[O,oo[, taga A MOXe [ja Cce ONMIIE CKYIOM MapoBa yja3-u3la3
{(U[O’w[ , y[oyw[ )} , KOju cy ofipeheHu Ha uHTepBaly [0, oo[ .

Op caja hemo mpernocraBbaTh, aKO HUje NOCEOHO pedeHo, Aa je A jegHoponaH
OpHjEHTHUCAH aNCTPaKTHH CUCTEM (MOJIeJ cucTeMa) y cMuciy ciefche nedunuimje:

Nedunnmmja 3: JeOHopoOHU opujeHitiucanu auciipaxitinu cucitiem (jeOHOpoOHU moOen) je
ckyn A = {(UT,yT )} ypebenux maposa ¢yHKIMja BpeMeHa (UT,yT), Tako feuHUCAH HA
CKyIly BpeMeHa | = ]—oo,+oo[ la cy y TpeHyTKy tBpegHocTu Tux pyHKIHja u(t) u y(t)

U 2 {(t,u(t)) [t eT}
yr 2 {(ty(t)teT}

Ckyn cBux U; KOju Cy IPBH €JIEMEHAT Mapa Koju npunana ckyny -4 3a pasnuaure Y,

je apocitiop yaasnux gpyukyuja mooeaa A (obaaciu depunucarociviu modeaa A)
R[u]= {uT | (urys) eﬂl}

a pociiop udaazuux pynryuja mooeaa A (obaacit epedrocitiu modeaa A) 3a paznuaure
U, je

R[YT]: {yT ‘ (uT’yT) EA}
Onceuak dyHKkumja U;
uzu, c2{tut)t<t<t,

Ha3MBa Ce 00ceuak yaasue QyHKuyuje WIN yAa3 Ha UHIep6any oCMatuparsa [to,tl[ ,a

Y2 Y 2 {tyt)[t,<t<t]
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1-3 MOJEJ/INN CUCTEMA

00ceuak uaasHe yHKyuje Uim U3Aas3 Ha UHIlepeany uocmMaiilparea [to,tl[ .
ITap (u, y) Koj Koracy UuY feduHUCaHU HAa HICTOM UHTEPBAILY [to, t1[ 3BaheMmo iap
yaaz-uaaas Koju dpuitada A Winu jeTHOCTaBHO dap yAa3-usaas.

MsuomTBo cBUX U (Ha m3abpaHOM MHTEpBaly MOCMaTpamba [to, tl[) TaKoO f1a Tap

(u,y) € A, obpasyje iipocitiop odceuara yaasrux gynkyuja mogena A
R[u]= {u | (u,y) eﬂ}

TOK je

RIY]= {y](uy) < 4)

[pocitiop odceuaxa u3aasnuux pynxuyuja monena A.

Ckynose
U =R[u(t)] 2 {u(t)‘ U € R[uT]}
n
Y =R[y(1)]2 {¥(t)] v <R[y ]}
3Bahemo cryil (pocrop) yaasa u ckyi (Ipocrop) usaaza mopena cucrema A. <o

Younmo na je R [UT] CKYI CBUX (PYHKIMja Koje Cy AepuHucane Ha | = [—00, + OO[ , TOK
je R[u] CKyIl oficeuaka Tux (yHKIMja Ha u3abpaHOM MHTEpBaly MocMaTpamba [to,tl[ . Jomx
je BakHMje 1a MPUMETUMO Jla ipema fecuHnnmju 3 gaTome yiaa3y U He ofroBapa y ONIITeM
clydajy jemwMHCTBeHHM u3jia3 Y Beh MHOImITBO pa3nmuumTux m3iasza Y (cimka 1-11) koju cy
ofipeheHn pasIMuUUTEM “IIOYETHUM YCIOBHMA“ WIM “MOYETHHM cTamuMma“ mopena A
Yckopo hemo BupetH ja je “crame mofena A4 “ Tako MOBE3aHO ca CBAKMM IAPOM yJia3-

n3na3 cucrema 4 ga ymaz U2 U [ W CcTame chcrema A y tpenytky t, jemHO3HaYHO

[toty
3 A
onpebyjy nznas y2 Yito ] -
Y MareMaTH4KOM CMHUCIY, OBAaKO Je(UHHUCAH alCTPAKTHU CHCTEM j€ BHUIIE pelalyja
Hero onepatop. Penanyja je MHOIITBO ypeheHux naposa (u, y) , IOK je ollepaTop penanyja y
KOjO] CBAaKOj BpEAHOCTH U OfArosapa jeJUHCTBEHA BpegHOCT Y. 3aTo CUCTEM MOXKEMO Jia

necduHMIIEMO 1 Ha ciefehu HAUMH:

Hedunnmmja 4: Cucitiem yaas - usaaz (Y/1) oppebe je ckynom yaasa U, ckynom uzaaza Y
U peaayujom (WM MPaBUIOM NoHammama) cuciiema R U xY . 3a 6uino Koju map (u, y)

Takoflaje UelU,yeY n (u, y) €R KaxkeMo J1a je y.1a3HO - U3Ad3HU fap CUCTeMa, Tie je U

yaa3 n Y ofrosapajyhmu uzaas. o

Beh cMo mpumeTmnu pa 3a 3ajaTtv yia3z U y ONIITEM ClIy4ajy MOCTOjJU IO CKYII
Y, = {y eY ‘ (u, y) efR} Moryhux m3naza koju oaronapajy ynaasy U. Ako 3a caku yia3 U

MOCTOjU jefaH ofroBapajyhu m3nas Y, Tajla TakaB CHCTEM 30BEMO CUCHIEM CA YAA3HO -
uznasnum tpecauxasarbem ( YUIT ).

Nedunnmmja 5: Heka cy U u Y ckymoBwu yia3a u m3ia3a HEKOT YJIa3HO-U3JIa3HOT CHCTEMa
R cU xY . Ako 3a cBaku yna3 U U3 YNH-CHULE /1A je (u, yl) eR u (u, y2) €R npoucruye
naje Y, =Y,, rafga takaB ¥/ cucreM Ha3MBaMO cuciliem ca yAa3HO-U3NA3HUM UPeCAUKABA-
wem (YUII). IpecnukaBame ¢@:U — Y Koje mopesbyje jeNuHCTBEH u3na3 Y €Y CcBakoM
yna3y U €U HasuBamo ipecauxasarse yaas - u3na3 CACTEMA. <o
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

PenauI/Ija yiaa3-u3Jj1a3 HEKOI' CUCTEMaA Ca YJIa3HO-U3JIa3HUM IPECIIMKaBalkbEM IIpUKa-
3aHa je Ha CJIIMIH:

|

|

|

|

:

| S

u U

Cnmka 1-12: CucreM ca yna3HO - U3/Ia3HUM IPECIUKABAakEM: 32 CBaKU
yna3 U TOCTOjH jeUHCTBEH u3na3 Y = (p(u)

Ipumep 5: (Kyrmja ca kyrimngama) TlocMaTpajMo KyTHjy ca KyryIMiiama y KOjy MOTY Jia ce
ybanyjy HoBe Kyrnmie. OBOM cruCTEMy MOTY Jia ce mpuapyxke ciefaehe mpomensuse: U-0poj
ybaueHux Kyrimia u Y-0poj Kyriimia Koje ce Hajla3e y KyTuju. YcBajajyhy U 3a yna3 u 'Yy 3a
u3nas, ckyn ynasa U u ckyn u3nasa Y cacToju ce off CKylia HeHeraTUBHUX Lenux OpojeBa Z, .
[MoHamame cucTeMa onucyje nmpaBuio (Wi pejanuja) Yy > U, Tako fia je

R={(uy)ezZ.xZ,|y>u}|

Ouwnrnenso je (5,0) map ynas-usnas, anu (6,5) Huje. ONUCaHU CUCTEM je CHCTEM yia3-u3ias,
any HUje CHCTEM ca yJIa3HO-U3JIa3HUM IPECINKaBalkeM jep CBaKoM U OfroBapa MHOTO,
ycTBapu 6€CKOHaYHO MHOTO, MOTYhHX u3ia3a y.

MebyTuM, ako ce 3Ha fAa KyTHja cafpsK, penuMo Y, KyIJuna mnpe yoanuBama JoAat-
HUX KYyIJIAIA, Tafa jé MOCMaTpaHU CHCTEM CHCTEM Ca yJIa3HO-W3JIa3HUM IPEeCINKaBamkEeM
(YWII), jep yna3 U jeauHCTBEHO ofipebyje m3mna3 Kao

y=Y,+u

Osa jegHauuHa 3aj1aje yJIa3HO-U3J1a3HO NPECINKABAKE CUCTEMA. O

ITAPAMETPU3ALINJA ITPOCTOPA ITAPOBA YIJIA3-U3JIA3: Kajga Ha ¢dusnyuku
cucTeM Yy TpeHYTKy [, menyjemMo opgabpaHuM ymnasoM U Jo TpeHyTka {, M mocmaTpamo
onrosapajyhe m3nase cucrema y TOKY UCTOT BpeMeHa, fia JTU MOKEMO Jla oueKyjeMo ja he
u3na3u OUTH jeJHO3HAYHO ofipebenn ynasuma? Y omireMm ciydajy oAroBop je oapedas. Ha
npuMep, U31a3u Koje fobujaMo U3 padyHapa y TOKY HEKOr nepuoja ofi TpenyTtka t; mo t;
3aBucnhe He caMmo Of] yJa3HHX MojaTaka, Beh W O Tora KakaB je IMporpam W KakKBU Cy
nojany Beh y onepaTuBHO] MEMOPHUjU U PeTUCTpUMa pauyyHapa y TpeHyTKy t,. Ipyrauuje
peueHo, fa O6u ofpefuIM Kako yiasm ofpebyjy m3maze MOpamMoO [OAATH U OMUC HEKHUX
“YHYTpalIlbUX CTalkba” cucrema, Koju Ou ofroBapaiy nmporpamy u nojamnuma Koju cy Beh y
pauyHapy y TpeHyTKy {, kaja moummemo fa ra kopuctumo. Ilpema TOMe, cKymoBHMa

BpeMeHa T, ynaza U u m3maza Y, Mmopamo f1a mopamo ckym X YHYTpalIkbHX CTamba WU
“u3raena MeMopuje, Kao IITo je Mpruka3zaHo Ha ciaunuy 1-13.3

X(t) eX
— |  cxynysyrpammemxcrawa | o
win
u(t) eU "u3rneam MmeMopuje " y(t)eY

Cnuka 1-13 HeonxopaH je yHyTpallllbyu OINC
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1-3 MOJEJ/INN CUCTEMA

IIpumep 6: [TocmaTpajMO HEKM OTIOPHUK M KOHJAEH3aTOpP Kao CHUCTEME ca CTPYjOM Kao
yJ1a30M 1 HAallOHOM Kao u3na3oM. Ta fiBa cucrema cy onucaHa jeflHaunHaMa Ha cnunu 1-14:

o——— o————
ut) it)

+
]v(t) =Ri(t) C = V(t)=v(t0)+éji(1:)d1:

to

+

—

© ©

4567Cnuka 1-14(a) Cucrem 6e3 memopuje  (6) Cuctem ca MEMOPHjOM.

OrnopnHuk Ha ciauuu 1-13a je "6e3 namhema™ momro je usna3 y HEKOM TpPeHYTKY ofpeben
JEMUHO ylIa30M y TOM TPeHYTKY. MebyTuMm, Ko KOHJeH3aTOpa HUje JOBOJbAH yJja3 i(t) of

t, mo t; Takobe MopaMo fa 3HaMO ¥ NOYETHU HANIOH V(to) fa O MOTJIM J1a OIPEUMO Ha-MOH
v(t) y Tpenytky t>t;. IIpema ToMe, onuc KOHE€H3aTOpa OYMIVIEAHO 3axXTeBa JOAaTHE
uH(opMalyje - IPOMEHJbUBY CTama, a HEMOCPEAHO Ce BUU A V(to) Mpy>Ka HEONXOJlaH YHY-

TpalllbU ONUC WU CTalke Y TPEHYTKY t,. AKO NpeTnocTaBuMO f1a BPEJHOCT MOYETHOT Ha-
IIOHa MOKe J1a Oyjie OMII0 KOju peaiHu 6poj, MOXKEMO ycBojuTH 3a cKym crata X =R . O

Nedunnmuja 6: (Cucitiemu 6e3 memopuje) Heku cucreM ca yina3HO-U3JIa3HUM MPECTUAKA-
BameM (YUII) Ha ckynmy BpeMeHa T, ca ckynoM yaaza U, ckynoMm uzaasa Y je 6e3 memopuje
aKo MoCToju mpeciankaBame Y : T xU — Y, Tako ma ako je(u, y) HEKW Tap yja3-u3ja3 Taja
je

y(t)=w(tu(t)), teT o

Beh cMo Bujienu fa je OTHOPHUK M3 MPETXOAHOT MpUMepa cucTeM 0e3 MeMopHje jep je
Tekyha BpefgHOCT m3na3a (HAaMOHA Ha HHETOBUM KpajeBUMa) y MOTIYHOCTH ofApebeHa
TekyhoM BpegHOcTH yia3za (cTpyje). Y ONIITHjeM CiIydajy, ako je HamOHCKO-CTPYyjHA

KapaKTepUCTUKa OTIOPHUKA g(i(t)),t €T, uznasum HamoH v(t) je jemuHCTBEHO OfpebeH

yJIa3HOM CTPYjOM i(t) Kao y(t) = g(i(t)),t €T Te je To cucrem 6e3 memopuje. Yak u Kajja

Ce HANOHCKO-CTpPYyjHAa KapaKTEepHUCTHKA OTIHOPHHKA MeHa TOKOM BpeMeHa, penumMo 300T
cTapema, CIUCTEM je joII yBeK 0e3 MeMopuje, ca yiaa3HO-U3JIa3HAM TpeciinKaBambeM 00JInKa

y(t)=g(t,i(t)). teT.

[Tpumepn pauyHapa u eJEeKTPUYHOI KOJa HaBOjIe HAc Jla OyaeMo HewTo ofipebenuju
OKO TOjMa CTama: CTalke je caxceilia Upeociiasa UpeiixoOHUX HOHAWARKA CUciiema,
0080/bHO HOWIYHA 04 HAM OMOZYhU 0a HA OCHO8Y YAA3HUX Oejciliasa Wia4HO Upeo8UOUMO
Kaxeu he buitiu uznazna Oejcitiea u UpomeHe camoz Citlarsa.

Taxko 3a KOHieH3aTOp U3 puMepa 6, u3

i—c s
dt

uMma ce
l t
V(t) = E_wi(T) dt 9

aKo MPETIOCTaBUMO fla je KOHJEH3aTOop Yy MOoYeTKy Ouo HeonTepeheH Wiy je UCHpaXkKibeH Y
t = —oco . [TomTo je

to
10v(t0):%Ii(r)dr 11
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

TO je
v(t):éjli(r)dr +%{|.i(r)dr =v(ty)+ = [i()de

Tako Jla ce BUMU fa je ofgpebuBame V(to) MHOTO IIOTOfIHUj€ Ofi OejieXXema CBUX IIPOMEHa
yJla3He cTpyje off TpeHyTka t=-o00 po t=t1,.
Kapakrepucrnuna oco6uHa ancrpaktHor cucrema .4 (Koju je Mopen HeKor (pusm-

YKOT CHCTEMa) je Takobhe HejeTHO3HAYHOCT M3J1a3a, jep CBaKoM yia3y U £ u[ ofiroBapa y

tota[

OMNILTEM CJIydajy MHOIITBO H3Ja3a Yit,,,[ » TAKO J1a Cy U M CBAKO Y M3 TOT CKyNa HEKH Map

ya3-u3jia3 Koju npunaga 4. AHaIOrHO, CBAKOM M3nasy Yy ofrosapahe y ommrem ciydajy
CKym yia3a U.

JenaH HauWH jeIMHCTBEHOT TOBE3MBamka BPETHOCTH Y ca CBaKOM BpefHoIrhy U je fa ce
CBAaKOM Iapy YyJja3-u3ia3 (u,y) OPUAPYXKM HEKU IapaMeTrap X(to) € X Tako na y Oyne

jeqHo3Ha4yHO ofipebeHo BpenHOCTHMA U 1 X(to). Taj nmpouec heMo cxBaTuTu Kao itapame-

ipusayujy ipociiopa iaposa yaas-u3nas, a X(to) hemo nasBatu citiarbe A4 y TpeHyTKY t,.

[pumep 7: [Ta 61 jacHO MOKa3ajy CYIITHHY TOT MPOIeca IMPETIOCTaBUMO fia je 4 HeKu Ka-

TaJIOT YMja CcBaKa CTpaHMIa Cafp>Ku BPeHOCT yna3a “U“ u oaromapajyhu msnas "y*. (Ako
ce KaTajlor cacTOju Off jeflHEe CTPAHULE, TO CE AICTPAKTHU CUCTEM -MOJEJ CBOAM Ha olepa-
Top WM Tabeny Be3a.) CaM KaTajor y OBOM CJIyd4ajy mpejcTaB/ba MPOCTOP MapoBa yJias-
u3la3, a jefaH off MOryhux HaumHa apameTpu3alyje Tor MpocTopa je HyMepaluja CTpaHu-
Ija KaTajora Ha KOjuMa ce jaBjba jefjHa McTa BpegHoCT yia3a “U“. Ha npumep, npeTnocra-
BMMO pajl jeJHOCTABHOCTH fia je OpoOj yjia3a KOHayaH M fia ce Heka BPeJHOCT U, pelumo
u', i=1,...,k jaema na crpanunama 1,2,...,N,. Tana, 3agaBamemM Gpoja cTpaHuIlEe U Bpe-
pHocT U' jegHO3HauHO ofipehyjeMo oxrosapajyhy BpegHoCT “Y*. Y 0BOM Cily4ajy mpoCTOp

X ce cacroju o1 6pojesa crpanuna 1,2,..., N e je N = max(Nl,..., Nk). O

Hakie, kaja pacrnonaxkemo mopeioM 4 koju je oppebeH MHOIITBOM {R[t t[}

011
CKyIOBa YJa3HO H3JIa3HMUX IapoBa (u,y), OJTHOCHO peJlallijoM YyJja3-u3ias ﬂ(u,y)zo,
IIOCTaBJba CE MUTAmkE KaKo HM3a0paTh CTame X(t) Mopenia (ancrpakTHor cucrema) A?

Ilpyraunje pedyeHo, Kako Jia YpeauMo IPOCTOp MapoBa yias-usna3 cucrema 4 pa Yitou|

Oyne jeqHO3HAYHO ofipeheno momohy X(to) w32 vu[to,tl[ € R[u] u Vx(to) eX.

Ilocne pocajamikbUX HECTPOTMX pa3MaTpama yBelmrtheMo (opManiHy Je(UHUALH]Y
CTamwa, IPOYUUTH HEroBe OCOOMHE U HAUUH n300pa cTama.

1-4 IIOJAM CTABA

ITomTo cMo ce opmyumim 3a oAroBapajyhe ckynose yma3za u m3naza U u Y kon
IIOCMaTpPaHOT Mofiena, (y TOKY aHaju3e, MokKzia heMo MopaTH jja IPEUCIuTaMo Ty OJIIYKY),
MOpaMmo Jja OIPEeANMO Y KOM heMO BpeMeHy 1 Y K0jOj BpEMEHCKOj MPEACTaBH aHATN3UPATH
cucreM. Kaja mocMaTpaMo jelHOCTaBHO €JIEKTPUYHO KOJO, KO Kora je yna3 oppebenu
HaloOH y HEKMM TPEHYTKY, a M3Ja3 je CTpyja OuuTaHa Ha aMIEpPMETPy Y HEKOM TPEHYTKY,
Tajga MOXKEMO Jla OMHUCIMMO Jla ce NMPOMEH/bHBE yila3a U HM3ja3a MEwajy KOHTUHYaJHO,
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1-4 ITIOJAM CTAIBA

TaKo fia je Halll MOJeJl BpeMEeHCKH HeNpeKUaaH CHCTEM KOJ] KOora je cKymn BpemeHa | ckym R
cBUX peanHux OpojeBa. Ca papyre cTpaHe, BPEeMEHCKH HENPEKHUaH OMNHUC JUTHTAIHOT
kommjyTepa (mudapckor pauyHapa) je HeofroBapajyhu, Te je morogHuje ma ra MojeyjeMo
Kao0 BpEMEHCKH IUCKPETaH CHCTEM KOJ] KOTa je CKyIl BpeMeHa | cKyn Z CBUX Ielux Opojesa,
rje y3acTONHU Ieiu OpojeBUM O3HauyaBajy TPEHYTKE y KOjUMa Cce WM3BPIIABajy y3acTOIHE
WHCTPYKIje WIH ce "peun’ yUnTaBajy Ui n34nTaBajy.

IToHekaj HEje TOTOJHO Jla ce pa3MaTpa Iieo [eo ckyn R wim neo ckyn Z, Te MOKeMO
7la Cy3MMO Hallly aXKiy Ha CBE TPEHYTKe KacHUje uiu jegHake 0, ako je 0 TpeHyTak y Kome
NOYM-EMO Jla u3ydaBamo cucteMm. [Ipm Tome He Tpeba ja MHUCIMMO Jia Cy Y3aCTOIHH
TPEHYLI BPEMEHCKHU JUCKPETHOT CHCTeMa M0jaBJbyjy NMPAaBUIIHO Y OJHOCY Ha HEKO CTBAapHO
BpEME, OHM MOTYy OArOBAapaTH MEPUOAMYHOM HHTEPBANY Ofaduparma, WIA OHM MOTY Ja
OfIroBapajy y3acTOIHOM OYWTaBaWwy Mojaraka ca ypebaja mnm MmammHe cBake Muiuce-
KYH/I€, IOK HEKH JAPYTH MOJlalld MOTY Jia ce Y3UMajy jelaHnyT THEBHO.

Beh cmo youmnu ma crame ancrpakTHOr cuctema 4y TpeHyTKy 1, MoxkeMmo faa

ocMaTpaMo Kao mapamerap X(to) KOjM je TaKO IMOBE3aH ca CBAaKWM IApOM Yyia3-m3ja3
(u[to’t[ Y, ’t[) fa je y[to i jenuHCTBEHO ofipebeHo 3agaTum u[to qH X(to). Y Tom cmuciy cra-
e Mofena A y tpenyTky t, Tpe6a ma omoryhm TakBy mapaMeTpH3alujy mpocTopa maposa

ynaz-u3naz R [ la Y mocrane ¢pyHkumja on U u X(to). Hexka cmo napy ynaz-usina3s

[to.t
(u[tom[ , y[tolw[) NPUAPYKUIN HEKU IlapaMeTap X(to) U YOUMMO JIe0 TOr mapa (u[m[ , y[m[),
t, <t <. Tapga he mapamerap X(t), KOJjU je MOBE3aH ca MapoM yja3-u3ias3 (u[m[ , y[m[),
OUTH JeqUHCTBEHO oApehen nomohy X(to) mynasa U . OBy 0cOOUHY CTama ancTPaKkT-HOT

cucrema A nerasbHuje heMo npoyunT y 0GNMKY yCIoBa carjacHOCTH (pyHKIMje Tpenasa
crawa. Cajla ce MPUPOIHO MOCTaB/ba MUTAkE KAKO MOCMAaTPAHOM CHUCTEMY, KOjH j& ONMCaH
MHOIITBOM CKYIIOBa yja3-u3jia3 WiId pejlallijoM yia3-u3ja3 ﬂl(u,y)zo, NPUAPY-KUTU

cTame X(t); OJJHOCHO KaKO YPEIUTH MPOCTOP MapoBa yja3-u3ia3 R[tO ([ cucrema A Tako na
o] € R[u] u ‘v’X(tO) eX.

BuneheMo pa y MHOruM ciydajeBuMa Taj nIpoOJieM MOXE [la Ce€ PEelld aKO ce YTBPAU LITa

y[toyt[ Oyne jemHO3HauHO ofipebeHo momohy X(to) " u[to,t[ 3a VU

Tpeba Aa ce 3Ha O mpouwtocTr cucrema A4 1o TpeHyTka l, ma 6u Y, MOTJIO jeIHO3HAYHO
fla ce onpenu 3a 1aTo Uy - ITopceTnmo ce fa ynwbeHUIA A je Vit ] jeIHO3Ha4YHO ofipebeHo
nomohy X(to) u U, > CaMo 1o cebu He ofipebyje X(to) Kao crame cucreMa 4y TpeHyTKy

t,. Cama moxeMo n1a yeenieMo crnepiehy geuHunujy crama u cKyna cTama:

Nedunnnuja 1: Heka npocrop naposa yias-usia3z Mojiena .4 MoXe ja ce napaMeTpusyje y
00NMKYy jeHauYnHe

V()= Alot, ) V>t ¥, (1)

rae je A dyHkuuja o u Uy, 32 t,teT, aeX,aue R[u], y e R[y] 3aJJ0BOJbABAjy YCIOBE
y3ajaMHe M concTBeHe carnacHocTh. Tafa (1) 30BeMO jeOHauura yaas-citiarbe-u3aa3 Mojena
A, X tpocitiop ciiarwa 3a A, enemente X citiara aiciupaxiino? cucitema - mooeaa A, a o,
ciiarwe Ay iipenyitky t,.

Kapa cy v yclioBY UCIIYH-€HU Tajia je:

a) A cucreM Koju je doitiilyHo oOpeben CBOjOM jeITHaYMHOM yiia3-crame-u3sias (1);
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6) omcevyak y[to,t[ je oO0ceuak o0susa cuciiema A Ha ynas u[to,t[ KOju TIOYU-E J1a Jienyje y
CTawky o, U
B) Ui T Vi o0pas3yjy iap yaas-u3aas y OJHOCY Ha HEKO o, € X , Tj.
y[to,t[ = A(a’u[to,t[) (2)
Kazahewmo pa map Uil Yo 3a0060./ba6a jeTHAUNHY yila3-u3na3-crame (2), OMHOCHO

(1), ako Uil ¥ Yo o0pas3yjy map ysa3-u3ja3 y OgHOCY Ha HeKO o € X . <o

O3naky A KopucTUMO f1a OM pa3IUKOBaJH y(t) u Y TOWTO je A dyskumja
nepunucana Ha X X R[u] ca BpeJHOCTHMA Y R[y], noK je A ¢dynkiuja Ha X X R[u] ca
BpenHocTMa R [y(t)] C npyre ctpane, mpema (2) je

R[y]= {K(a,u[tolt[)‘ aeXAlue R[u]}

YcnoB y3ajambe carnacaocti: Ceaku idap yaas-usaas cucitiema A 3adosomasa jeOHaqumy
yaas-usaaz-ciiarbe (2) v 006paitino; OMTHOCHO JieTaJbHHU]e

(i) ako je (u[to,t[ , y[to,t[) unn kpahe HanmucaHo (u, y), rjge je U e R[u] uye R[y] , IPOM3BO-
JhaH TMap (PyHKIWja BpeMeHa KOjU 3al0BOJbaBa pellalyjy yiia3-u3ias JZl(u, y) =0, Tama
(u, y) 3ajl0BOJbaBa M (2) y cMHCIIy Jla mocToju o € X , pelIMo Ol,, TaKO Jia je

Y = Aot ) (3)

(i) mpousBosban map (pyHKIMja BpemMeHa (u,y) KOjU 3ajjoBoJbaBa (2) 3a HekO o € X Ha
UHTEpBaAly IOCMaTpama [to,t[, obpasyje map ymaz-m3na3z 3a A 3a Vi,teT u
vu eR[u]. o

CymTiHa ycioBa y3ajaMHe CarjacHOCTH je f1a jeJHaurHa yiia3-n3Jia3 ﬂ(u, y) =0m

jemHaumnHa yinas-usnas-crame (1), ogHocHO (2), IpecTaBibajy jefan ucTu cucreM A.

Ipumep 1: Heka je A4 onucaHo jelHAYMHOM yJIa3-n3Jias3

dy
—=u 4a
it (4a)
e cy U u Y peanHe ¢gyHKIMje BpeMeHa. PazamoTpumo u3pas
t
y(t) =+ [u(e)de (46)
to

. 1
meje e X=R"2 ]—oo,+oo[ . CBaku yna3Ho-u3nasau nap cucrema 4 oGnuka

(u(t)¥(1) = (u(t), c+ju(a)dgj, (>,

[
rie je ¢ € R' 3agoBomasa 4(6) 3a o = C. M3 Hemocpeyue 3amene 4(6) y 4(a) clean ga cBaku
nap (u, y) KOju 3a/ioBOJbaBa 4(6) Takobe 3amoBosbaBa u 4(a). [Ipema ToMe cBaku map ynas-

u3nas cucreMa 4 3a0BOJbABA jEJHAUUHY yla3-CTame-u3ja3 u oopatHo. [IpumeTumo aa
yCJIOB y3ajaMHe carjlacCHOCTU He Ou OMO 3a10BOJbEH aKo OM oL Omio 3ajjaTo Ha X = [0, oo[ ,jep

Taga He IOCTOjU O E[0,00[ 3a Koje Ou map (t,—1+t2/2), KOjU je yJa3HO-U3JIa3HU Iap

cucrema A4, 3aoBosbaBao 4(0) Ha [O, oo[. O

24



1-4 ITIOJAM CTAIBA

IlpBE ycnoB comcTBeHe carnacHocTd: 3a cee t, oosus y(t) y UpoU3BO/LHOM HIPEHYHIKY
epemena t > 1, jeonosnaqno oopebyjy o u Ui - <o
Npyraunje peveHo, ga 6u ckynm X GMO MPOCTOp crawa cucrema .4 oH Tpeba ja uma
cienielie CBOjCTBO: ako Cy 3ajaTé NPOU3BOJBHO cTambe O € X cucrema Ay TpeHyTKy t u
NPOM3BOJBAH yNa3 U, Y MPOCTOPY yJiasa cucremMa A, taja je uznas cucrema y TpeHyTKY t
jemHO3HAYHO ofipebeH BpefHOCTHMA X U U, ¥ HE 3aBUCH OJI BPEHOCTH U U Y y TPeHy-
uuMa BpemeHa npe TpenyTka t,. OcHoBHa ocoOuHa crama cucrema A4 y TpeHyTky t, je
“pasnBajame” Oyayher (t>1t;) og mpommor (t <t;), y cMucny na ono cagpxku cBe mHDOP-
Mangje o MpoILIoCcTH cucreMa A Koje ¢y HeOonxojHe 3a oapebuBame ogsusa cucrema 4 Ha
IPOU3BOJbaH yja3 KOjU NOUUE 1a IeJIyje Y TPEHYTKY {;.
Ipumep 2: Penanmja ynas-usnas-crawe 4(6) u3 npumepa 1 ouuriegHo 3a0BO/baBa NMPBU
YCIIOB COIICTBEHE CarjlaCHOCTH. Y OUMMO Jla TO BaxKu 0e3 003upa Ha obnact nmpomene . (O

IIpumep 3: JepHocTaBaH mpuMep penanyje yias3-u3jia3-CTambe Koja He 3al0BOJbaBa INPBU

. .. 2 1
YCIIOB COIICTBEHE CarjlaCHOCTH 300T HejeJHO3HAYHOCTH je jemHaunmHa Y =oU, o €R", e
cy U m Y peante pyHKumje BpeMmeHa. [Ipyru npumep je

y(t)=a+t'+[u(i)dé, a eRY t>t,

to

OsBpie ycioB HHje HCIYHEH INOLITO M37a3 Yy TPEHYTKY t He MOXe jja ce Ofipeu ako cy
Hemo3HaTe BPeAHOCTH yia3a uameby tu t+1. O

JIpyra ycioB CONCTBEHE CArjlaCHOCTH: AKO peaauyujy yaas-uaaas-ciliarbe 3a0060.6a6a iap
(u[to,tl[’y[to,n[)’ iwaoa ry 3a0080/6a8ajy ceéu Uaposu 00auKa (U[T'tl[ : y[ml[), T e[to,tl[ 20e cy
U[T’tl[ u y[m[ ooceuyu U[to 4] u y[to i 3a cee o € X u cee lapose yaas-u3nas Koju ce 00Hoce
Ha .. <

Ja Ou mpoy4usIu cMucao OBOT YCIIOBa yBelTheMo HeKe NOTrOfJHE O3HaKe:
H !
(i) ako ca U o3HaumMo yia3s U, Ha MHTEPBANY NOCMATPak:a [to,r[ mca U ymas U, - Ha

UHTEpBajy nocMaTpama [‘E,tl[, Tafa hemo ca UU' O3HauYuTH yna3 KOju UMHE Ui T Uy
KOju Ta cieau

u(t) akoije telt,,t

uu'(t) = (t) J. [to. 7] (5)

u’(t) ako je t e[r,tl[
(ii) OnzuB cucrema 4y TpeHyTKy 7 Ha yia3 Ui KOjH Jieslyje IIpU cTawmy O, o3Haunhemo
ca y(r) 2 A(oco,u) , a ogrosapajyhu ofceudak usnasHe pyHKIHje ca it 2 K(ao,u) rje mup-
THIA O3HA4yaBa fa je /K(OLO : u) ojicedak m3nasHe (PyHKIMje Y a He BPEAHOCT Y Y TPEHYTKY t.
Ca K(oc,u’) O3HAYABAMO W3Na3 Y. 1 Tj. on3uB cucrema .4 Ha yna3z U’ = U TPU moYe-
THOM CTalby & y TPEHYTKY 7.

Hexka je (uu’, yy’) map yias-u3na3 KOju 3a0BOJbaBa pejalyjy yias3-usias3-crame (2)

32 O0=0,, Tj. YY' = K(ao,uu'). Tepbewme na (u',y’) 3a/10BOJbaBa (2) je eKBHBAJICHTHO
TBphemy f1a mocroju Henycro MaOITBO Q BpemHocTH 0L € X 3a KOje je penanuja

y' = Ao, u’) (6)
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

3aj10BOJbeHa 3a cBe 0L €Q :
Q2 {a|y’=ﬂ(oc,u’)}, aeX (7)

1j. Q je ckyn cBux o € X Koju 3a/J0BOJbaBajy jeqHaunny (6). Cama gpyru ycioB COINCTBEHE
carJacHOCTH MOXKeMO McKa3aTu npeko ckyna Q Ha crenehn Haums:

Ckyii Q je Heiiyciti 3a cée U,U' W O,; OTHOCHO, aKo je (uu',yy’) ipou3eoman uap
YAa3-U3na3 Koju 3a0080.m6a6a peaauujy yaas-usaas-ciarse (2), 1j. yy' = K(OLO,UU’) , aoa u
(u',y’) 3a0080.masa peaauujy yaas-usaaz-ciiarbe (2), 1j. Y'= K(oc,u') 3a Heko o € X

(cnmuka 1-15). To mopa oa eaxcu 3a cée o € X , cee UU’ € R[u] u Vi, t,t, eT.

Uphvy

[t Tl

—
t

¢
|
|
|
I
|
t

1
[
[
[
|
!
0 T t 1

Cmuka 1-15 JIpyru yciioB COTCTBEHE CarjlaCHOCTH

Jpyru ycoB CONCTBEHE CAarJIaCHOCTH YCTBApH yKa3yje Jia je HEOMXOIHO Ja MPOCTOp CTama X
OyJie TOBOJBHO OOrar jia cajipsku cBa Moryha 1modeTHa crarmba u yciose cucrema A [Ta 6u To
naxiie u 00Jbe CXBaTUIIUM TOCMaTpajMo ciefiehu npumep:

[pumep 4: Heka je cucreM .4 onucan jeHAYNHOM yiia3-u3Jia3-Crarme:

t

y(t)=a® + [u(g)de ®)

to
e ¢y U u Y peanne ¢ynkumje BpemeHna u o € X = R . TIpernocraBuMo ja je MHTepBal
IocMaTpama [0,3] npaje oo =1y nouernom tpenytky t; =0.3a u(t) =2t je y(t) =1-t?
Ha WHTEpBaJy [0,3], Te je map yias3-u3na3 y ogHocy Ha O, =1 map (—2t,1—t2) Ha
MHTEPBAITY [0,3].
Heka je T=2 wmebyrpeHyrak Ha MHTEpBaly HOCMana}La[O,B]. Ha 6u (—Zt,l—tz) 610

yJIa3HO M3J1a3HU Nap Ha MHTEPBAILY [2,3] Mopana G’ [1a OCTOj! jeIMHCTBEHA BPETHOCT O
3a KOjy Taj map 3aji0BOJbaBa pejanyjy yias3-u3nas3-crame (8)

y(t)=1+ f (—2¢8)de + j u(g)de, 2<t<3
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1-4 ITIOJAM CTAIBA

onakiie cienu ia Tpeba fia je
2

o’ =1+[(-28)dg =-3
0
MebyruM, oBa jennaunmna Hema pemerme y X =R, Te je ckyn Q mycr m ppyru ycinos
COIICTBEHE CarjacHOCTH HUje 3a/I0BOJbEH.

Taj ycrnoB 6u 6MO UCTYyEH, aKO OM pealuja yia3-u3ia3-cramwe (8) ouna
t

y(t)=a+ J. u(&)de

t

Tapna 6u 32 IPOU3BOJLHO O, € X 1 GUIIO KOje T E[to,t] 13 TOCIIe/[ihE jeTHaunHE OMIIO0
T t
y(t)=a, +J.u(§)d§+_[u(<:)d<:, t,<t<t
ty T
HITO 3HA4YM JIa je 3a CBaKO T e[to,t] nap (U[T’t[ , y[m[) nap yJjasz-u3ia3 y OfHOCY Ha CTame

oy = ot + [ u()de O

to

ITpoyummo 1miTa ce memana ca ckynom Q M3 pyror yciaoBa COINCTBEHE CarjacHOCTH Kajja ce
ynaz U’ £ Uiy MEHa y ImpocTopy ymnasa R[u] cucrema A TlocmaTpajMo map yias-usja3

(u[t o Vo [) KOj! 33/J0BOJbaBa peNaljy yiaas-u3ias3-crame (2) 3a ctambe o, € X U Heka je
0911 011

t Tpenyrak Bpemena m3meby t, m 1. Ilpernocrasbajyhu fa je HCIymeH Jpyrua ycioB
COIICTBEHE CarJlaCHOCTH MOXE Ce YTBPAUTH ja je ckyn Q BpemHOCTH ¢, 3a Koje je (u’, y’)
nap yjas-usia3s, HemycT ckym. ITomTo ce Tajga Memajy camMo Oto,t,u[to (T Yy CKYI Q
MOXeE Jla 3aBHCH CaMO OJf THX INPOMEHJbUBUX. AKO je HCIYHEH U IPBU YCIOB COICTBEHE

CarjJacHOCTH, N371a3 y[to o je jemHo3Ha4vyHO ofpebeH nmpeko o, u u[to e Tana je Q jemno3Ha-

4yHO ofpebeHo BpegHOCTIMA O, 1 1 U WM 1pu 3agatoM t BpegHOocTUMA O, U 1 U', jep

(tot] >

je Uil = uu’, re hemo nucaru
Q(atg,u,u") 2 fou | yy' = Ay, uu’) Ay = Ao, u')}

3aMUCIUMO HU3 ONUTA KOJ KOJUX Cy O, 1 U£ u[tO ( MCTU y CBUM ONATHMA, a u' 2 u[“l[ ce

Mema off onuTa 1o onuTa. [Ipm ToMe ce He Mema caMo BpefHOCT U’ Ha MHTepBalIy [t,tl[ ,
Beh ce Memwa u BpenHoct ;. Pagu jenHocraBrocTH mpetnocraBuhemo nia cy ca cucremom A
W3BeJICHA J[Ba OrJiefia ¥ Jia je Y jeTHOM OJ BbuX JiesioBao yia3z U =V (Tj. u[t,tl[ = V[t,tl[ ), TOK je
y Apyrom paenoBao yna3 U' =W, V#W. To je npexcraBibeHo Ha cimmmm 1-16, rae Y, u Y,
o3HauaBajy ofarosapajyhe ojceuke (pyHkIimja usnasza cucrema A
Kon npBor onura ckyn Q je Q(OLO,U,V), a Ko pyror omurta Q(OLO,U,W). ITo nedu-
HUIU]H, Q(OLO,U,V) je CKymn cBHMX Tayaka u3 X y OJHOCY Ha Koje je (V, yv) nmap ynaz-u3iias
KOjH 3a/10BOJbaBa pejialyje yaa3-u3ina3-cTambe
y, = A(a,Vv)
yy, = Aoy, uv)

Takobe je Q(OLO,U,W) CKYIl CBUX Tayaka u3 X y OfIHOCYy Ha Koje je (W, yW) nap yjas-usias

)

KOj¥ 3a/10BOJbaBa pejialje yaa3-u3ia3-CTame
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Cnuka 1-16 Tpehu ycnoB concTBene cariacHOCTH

IIpema ToMe, cKyn Qt CBHX Tayaka u3 X, y OJHOCYy Ha Koje cy U (V, yv) u (W, yW) napoBu
ylla3-u3nia3 Koju 3ajoBosbaBajy penammje (9) m (9a), je iipecex ckymoBa Q(OLO,U,V) n
Q(og,u,w) mmm Q, =Q(oy,u,v)NQ(0L, U, W).

Y onmtujeM ciyuajy, Kaja IocMaTpaMo CBE OIHTE KOf KOjUX cy O, U U HEIpOMEH-
JbUBH, a2 U’ ce Mema y IpoCcTopy yiasza R[u] cucrema A, mpecek cBux ckymnosa Q, Koju cy
noOujeHn TUM ONMTHMa (aKO Cy OHUM HENycTH), Ouhe cKym cBHX Tayaka y X y OGHOCY Ha Koje
CBakKu Imap (u’, y’) KOjU 3aJloBOJbaBa peJlalyjy yia3-usjias-crame Yy' = K(ao,uu’)
3aJj0BOJbaBa penanujy y' = K((x, u’) 3a CB€ (¢ KOjM MPHIAJajy ToM npeceky. OUuriegHo je
Jla HEMa CMHECIIa TOBOPUTH O ’cramy cucreMa 4y TpeHyTKy t * aKo je mocMaTpanu nmpecek
MyCT, jep Taja He Mmoctoje Tauke (cTama) y X Koje Ou Ouie 3ajefHMUKEe 3a cBe Moryhe
napoBe yjas3-u3ja3 Koju nouuwy y TpeHyTKy {. Cajga, Ha OCHOBY CBUX OBHUX pa3MaTpama
MOXEMO J1a UCKakeMO TpehH yCcI0B COTIICTBEHE CarylaCHOCTH.

Tpehn ycnoB comcrBeHe carnacHocTh: Heka je (uu’, yy’) iap yaasz-u3aas Koju 3a Heko o

(peyumo o, € X ) 3a0060.pa6a peaayujy yaa3-uras-citiarse

yy' = Aoy, uu’)
20e je UU' 2 Uy > yy' & Yitou[ us Uy u's Uy - Heka je Q(oco,u,u') ckyii ceux o € X
3a Koje je (u', y’) fap yaas-usnas Koju 3a0080.mbasa peaayujy yaas-usaas-ciiarse (2)
Q(op,u,ur) 2 {a |y =A(o,u)Ayy' = K(ao,uu’)} (10)
Taoa iipecex
Q2 1Q(otg,uu) (1)
u
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1-4 ITIOJAM CTAIBA

oobujen o ceum U' 2 U[t'tl[ y upocitopy R[u] yaasnux ¢pynkuyuja cuciiema A itpeba da 6y-

Oe Hellycili 3a cee 1, cee 0, € X u c8e o0ceuxe yaazay y Upoctuiopy yAa3a Cucttiema A <

IMomro Q,, ongpebeno uspaszom (11), 3aBucu camo off O, 1 U o3Haunhemo ra Qt(ao,u) rae t

O3HauaBa Kpajibu TPEHyTaK MHTEpBajia MmocMarpama Ha Kome je oapeben ynasz U. Youumo
na u3 nedpuHumje Tpeher ycaoBa CONCTBEHE CarllaCHOCTH KOjU MOKe J1a Oy/ie He3aJJ0BO-JbeH

YakK MaKo Cy CBU CKYIOBH Q(OLO yU, u') HEIyCTH, HEIIOCPEAHO CIENH J]a aKO je UCIYeH Tpehn

YCIIOB COIICTBEHE carjacHOCTU Omhe MCIyHEeH W J[PYTH YCIOB COICTBEHE CarjlacCHO-CTH. Y
TOM CMUCIY, TpehHu yclIOB CONICTBEHE CaryllaCHOCTU YK/byuyje APYTU YCIOB COICTBEHE
CarJacHOCTH, ajlu OOpaTHO HE BaXU.

IMpumep 5: [Mocmatpajmo penanmjy yiaaz-u3ia3-cTame
t
y(t)=a+ j u(&)de (12)
t

e cy U n Y peanHe ¢ynkuuje Bpemena n o € X =R . Hekaje o, =-3,t,=0,t=1t >1u
u(é) =2-2& 3a 0<E<t. Bpegnocr u(&) 3a 1< & <t Mema ce of onuTa o OIHMTA.
OsnaumBIM ca 7 TeKyhe BpeMe Ha MHTEpBAy [1, tl] u nenchu MHTEPBAN MHTETrpabema y

(12) na gBa mena, o 0 o 1 m ox 1 o 7, 3a 3amgare BpegHOCTH Oy, &), T 1 u[O'T[ ouhe

y(t) = —3+j'(2 - 2§)d<§+j[u(§)d§, 1<t<t,

nin
y(t)=-2+ j u(g)de, 1<t<t (13)

Bunu ce a oBa jegHayMHa ©Ma UCTU cMucao Kao u (12) , mpu yemy map (u[lvtl[ , y[lvtl[), rae ce
Yoy onpebyje u3 (13), 3agoBosbaBa penanujy yiaas-usias-crame (12) 3a oo = —2 . Crenu na
je ckym Q, onpeben uzpazom (10), Hemycr jep cagpku o = —2 Kao ejgeMeHT. [IpumeTnmo f1a
je ut = Uy 4 y' = Yy A 32 OMII0 KaKBY (PYHKIIH]Y u[l,tl[ nap (u[l,tl[ , y[l,tl[) 3al0BOJbaBa

(12) 3a oo = —2 . ITomrro cu ckynosu Q, Koju ce moOujajy 3a pas3anauTe U[ cajipke Tauky

L[>
o =—2, To OHa mpunaja wuxoBoM npeceky Q, (ogpebenom m3pazom (11)). To 3Hauu na je
Q, memycr ckyni3a t=1mn u(&) =2-2E 3a 0<E<t. OunrnegHo ce UCTU pe3yiarar poduja
3a npou3BosbHO t u3meby t, u {;, kao u 3a 6uno koju ynas Ui - IIpema ToMme, jepHauuHa

(12) 3amoBosbaBa Tpehu ycoB CONCTBEHE CarylaCHOCTH. O

[IpernocTaBuMO fja cMO YTBpAWJU fAa pellalyja yias3-u3jas3-crambe Y = A(oc,u), 3a
o € X 3aj0BO/baBa YETHPH yciaoBa carjacHocTH. Kama je mpomensbuBa o = ],L(OL) y3a-
jaMHO jeIHO3HAYHO MOBE3aHa ca @, THE je 4 y3ajaMHO jeJHO3HAYHO MpecanuKaBame cKyma X
y ckyn X, Taja je ouuriegHo Aa he pernanuja ynasz-umsna3-Crambe Y = A'(oc',u) Takobe
3a/J0BOJbABATH YETUPH yCIOBA CarJIaCHOCTH U 0" MOKEMO pa3MaTpaTH Kao CTamhe CUCTEe-Ma

A TlpuMeTHMO J1a TaKBO y3ajaMHO jeJTHO3HAYHO IPECITMKABALE Y IIPOCTOPY CTaha YCTBAapH

npeo3HauaBame elleMeHaTa U3 X Koje ce He ofpa)kaBa Ha HMCIYHEHE YCIOBa CarjlaCHOCTH
WM BUJ pejanuje yinas-usia3-ctame. MebyTum, To npeo3HayaBame Mewahe y OmIITEM

Clydyajy BWJl jellHAUMHE Mpeja3a CTama cucreMa 4, Te je YecTo MOrOJHO KO-PUCTUTH
y3ajaMHO je[THO3HAYHO npeciukaBame X y X 3a ynporrhaBame 00IMKa jefHAYnHE
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npenasa crawma. CioMeHyTa TpaHcopManyja je Hajuelrhe JUHEapHa W Y CYLITUHU 3HAYM
npelia3 Ha HOBU KOOPJMHATHY CHCTEM Y IPOCTOPY cTama X.

Kapna je cucrem A onucan pejanujoM yias3-u3ias le(u, y) =0, ogrosapajyhu BekTop
cTama X(t) onpehyje ce nomohy Ui M Y] » @ 33THM ce MPOBEPaBajy yCIOBU y3ajaMHE U
COIICTBEHE CarjJacHOCTH.

IIpumep 6: Beoma jegHOCTaBaH cuCTeM, €IEKTPUYHU KOHJEH3aTOpP, ONKCAH j€ pealjoM

yJ1a3-u3ias

e
dt

aKo je yia3 cTpyja | Kpo3 KOHJIEH3aTOp, M3J1a3 HAllOH V Ha KOHjeH3aTopy u C KanauuTus-
HOCT KOHJIeH3aTopa (KOHCTaHTaH mapamertap). Beh cMo mokasamm ja ako 3Hamo V(to),

BPEJIHOCT HANoOHA V y TPEHYTKY 1, MOXEMO OfpeauTH BPEJHOCT V y OMJIO KOM HapeHOM
TpeHyTKy t > 1, 3a mo3HarTe BpegHOCTH ynasza i[to [ 13 penanuje

v(t)= V(to) + —I i(t)dt (14)

mTo 3Haun fa je (14) ycrBapu penanuja yinas-u3jia3-crame, MpH Yemy je V(to) MOYETHO
cTame X(to). pocrop crama je X =R'= ]—00,+00[, a mpocTopu yias3a u u3iasa cy U =
R[i(t)] =R'uyY= R[V(t)] =R'. Y npumepuma 2 u 5 cMo mpoBepuin fa jegHaumna (14)
3aJI0BOJbaBa yCIIOBE CarjlaCHOCTHU aKo je v(t) crame cucrema 4 y Tpenytky t. [Ipumernmo
la aKo yJia3u cajpxke u faenTta pyHKIujy 8(t - to) y TpeHyTKy {,, n3pa3s (14) mopa na 6yne

t

v(t) = v(t,-) + éj i(t)dt, t>t,

f
u f1a ce S(t _to) CaJip>Ku y MHTEpPBAJly MHTErpaberha [to,t]. Ha npumep, 3a i(t) = S(t) u
t, <0<t je

t
v(t)=v(t—-) + é{[ §(t)dt =v(t,—)+ é t>0
u 3Haun Aa y TpenyTky t =0 nocroju ckok manona jegnak 1/C . O

IMpumep 7: ITocmaTpajMO 4acCOBHUK KOjU MMa caMoO je[lHy Ka3ajbKy KoOja MMoKa3yje 4acoBe.
Heka nonoxkaj ka3ambke ofpebyje mpomensbuBa X koja mo6uja Bpeguoctu 0,1,...11, mpu

yeMy Bpeme u3mehy 0 u 1, uckibyuyjyhu 1, nocmatpamo kao npsu cat (X=1), Bpeme u3meby 1
¥ 2, ucKIby4yjyhn 2, mocMaTpamo Kao apyru cat (X=2), uta. [IpernocraBumo fa npe mcreka
CBAaKOI' MHTepBasa OalnaMo KOLKY M PYYHO IOMEpPaAMO Mally Ka3ajbKy 3a OHOJIMKO CaTH

KOJIMKO TOKa3yje Koika. Ha npumep, ako je y TpeHyTky t = 3(t = 0,1,2,3,...) , X(3) =4mu
Ha KOIKH je ucrao 6poj 6, Tajia ce Ka3albKa nmocrasba Ha X =4+6=10, 1j. X(4) =10.

Bpoj nobujen OGamamem Kkorke y TpeHyTKy t cmarpahemo 3a yma3 koju pmenyje Ha
yacoBHUK. CMaTpaheMo f1a je uzna3 y TpeHyTky t jennak 0 ako je X(t) napHo u 1 ako je X(t)

HenapHo. [la 61 pa3jacHuIM 1ITa jja n3abepeMo 3a cTalke MOCMaTPaHOr cucTeMa Tpeba f1a
OJrOBOPUMO Ha IHTamlE€ IITA jé HEONXOJHO Ja 3HaMO y TPeHyTKy t, pga Oum mornu fga

OfpenrMO Ofi3MB Ha OMJIO KOjU yJja3 Koju fendyje y TpeHyTky t,. YcrBapu, TpeGa paa
OfpeuMO pejlalyjy yia3-u3jia3-CTame IOCMAaTpPAaHOI CHCTEMa U IPOBEPUMO fa JIM OHA
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3aJ0BOJbaBa ycioBe corcTBeHe carigacHOCcTH. (ITomTo mpu onucuBamy cucreMa He KOpH-
CTHMO peJjlalyjy yjia3-u3na3 He Tpeba IpoBepaBaTU YCIIOB y3ajaMHE CarjacHOCTH. Y OBOM
IpUMEpPY HEONXOHO je a Oyy 3al0BOJbEHN CAaMO YCIIOBU COIICTBEHE CarjacHOCTH).

O3naunmo ca NMOd P HajMam-u HEHETaTUBHM OCTATaK LEeJIor 6poja N, Koju ce go0u-ja
npu cabupawy WIM ofly3uMamwy ofi Opoja N OpojeBa koju cy naemsuBu ca P. Ha npumep,
5mod3=2,2mod3=2,10mod5=0, 7mod2 =1. O3nauusmm ca X(to) MNOYETHH MOJIO-Kaj

Ka3apke y t =1, a OpojeBe Koju ce nojaBibyjy Ha KOLKH ca u(to), u(t0 + 1), ..., ouhe

X(t) =[x(to) + u(to) +u(ty + 1)+ - +u(t - 1) mod 12
M KaKo je M3J1a3 MoBe3aH ca X(t) penanujom

y(t)=x(t) mod 2
TpakeHa peJalyja yia3-n3ja3-CTame je
y(t)= {[x(to) +U(ty) +u(ty +1)+ -+ +u(t —1)| mod 12} mod 2

WK CasKeTuje

y(t)= [x(to) +U(ty) +u(ty +2)+ - +u(t - l)] mod 2 (15)
nomITo ce 2 caapxu y 12.

Y oBOM mpHMepy NIpPOCTOp CTama je KOHa4YaH CKym X = {0,1,...,11} , TPOCTOP yia3a

U= R[u(t)] = {1,2, . ..,6} 1 mpocTop u3nasza Y = R[y(t)] = {O,l} je Takobhe KoHavaH CKyII.

Ja 6u mokasanu ja (15) 3aoBoJbaBa yCcIOBe CONCTBEHE CaryiaCHOCTH, HanucaheMo ra
y O0JIUKY

Y(t) =[X(to) + u(to) + -~ +u(t' = L)+ u(t") + -+ u(t —1)| mod 2
rae je t' mpousBosbaH TpeHyTak m3meby t; u (t—l). IMocmatpajyhn u(t’),...,u(t—l) Kao
HU3 yIia3a Koja jielyje o TpeHyTka ', Moxe ce HamucaTu
y(t) = [x(t)+u(t)+---+u(t-1)]mod 2, t'>t, (16)
ako je
X(t) = X(ty) +u(ty) + -+ +u(t 1) (17)
Kaxko je m3pas (16) ucror o6nuka kao (15) n X(t’) HE 3aBHCH OfI u(t'),...,u(t —1) TO je 3a-
noBosbeH Tpehu ycros concreene carmacHoctw, Te je X(t') crame cucrema Ay TpeHyTKy

t’. IIpBu ycIOB CONCTBEHE CAarjaCHOCTH jeé TPUBHjAJIHO 3aJJOBOJbEH, a IPYTU YCIOB COTICTBE-
HE CarJIacHOCTH je cajp>kaH y TpeheM ycioBy.

JIako ce mpoBepaBa jja ApYrd ycjOB COICTBEHE CAarjaCHOCTU HHUje HCIYHEH aKo je
IIPOCTOP CTama {1,3,5,7} jep crame X(t') , 3aj1aTo u3pasoM (17), He O6u yBeKk OMIIO €JIEeMEHT

TOT CKyma, Te 61 3a Heke yaase U ckyn Q, 6umo mycr. Ha npumep, Hekacy3a ty=0ut'=4
X(t,) =7, u(ty+1) =u(l) =L u(ty+2) =u(2) =4,u(t'-1) =u(3) = 2. Kaxo je Taga X(t')=
(7 +1+4+ 2) mod2 =0 1o X(t’) HUje eJIEMEHT MPOCTOpa CTama {1,3,5,7} . O

IMpoyunmo cnenehn Bakan mpoOGieM: ako je cucreM A onmcaH pejanujoM yias-
u3la3-crame Y = K(oc,u), rje je o= X(to) € X (cramwe cucrema A y TpeHyTKYy 1), Kako
MOKeMO Hahu CKyIl CBUX cTama y X Koja Cy ex6u6aneHiliHa HEKOM CTamwy O, Y CMHCIY fia je
(i) om3uB cucrema .4 ma U’ wucru 3a cBa moderHa crama u3 Q, u (ii) To Baxku 3a cBe
u' e R[u]. Taga 6u 6uno koju enemeHT o €Q, Mornm ga mocMaTpaMo Kao €JIeMEHT KOju

npepcrasba 1eo ckyn Q.
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[TpeTnocraBuMo fla He3Hajyhu a je O, moYeTHO crame cucrema A , fenyjemo Ha A
HEKNM yna3oM U' u mocMatpamo ofroBapajyhm m3mas y'. Ilomro pacmosnaskeMo pesani-
jOM yna3-m3na3-crame, MOXeMo (y IPUHIHUIY) OpeTH cBa Moryha mouyeTHa crama o 3a
Koje je (ul, yl) nap yiaas-u3zna3. O3HauuMo Taj CKyI CTama ca

Q(oco,ul) = {a | K(ao,ul) = K(a,ul)}
3aTUM y3UMaMo IPyTH IpuMepak cucreMa 4 (y TOM UCTOM IIOYETHOM CTamwy), eIyjeEMO Ha

mera yinasoMm U’ 1 carmeasamo m3nas Y’ . Heka je Q(oc0 , uz) CKYII CTama y OHOCY Ha Koja
je (uz,yz) nap ynas-usnas. Caga MOXeMO TBPAUTH fa O, Mopa fAa IpUIaja Npeceky

CKYIIOBa Q(oco,ul) u Q(oco,uz).
ITonasibajyhm Taj orief (aKo je HEONXOJHO M OECKOHAYHO IyTa) JONa3uMO [0

3aKJbyyKa fja O, Mopa Jla IpUIaja MpeceKky cKynosa Q(ao,ul),Q(ao,uz),Q(ao,us),.... Taj

IpeceK HUje MyCT Jep je O, € Q(oco,ui ), Vi.O3HaunMo Taj mpecek ca

Q(OLO) = OQ(OLO,U) = ﬂ {oc | K(oco,u) = K(oc, u)} (18)

u

I7le je MpeceK y3eT MO CBUM U y IpOCTOpY yJa3HuX (PYHKIHU]a R[u] cucrema 4. Ha Taj

Ha4MH, TOCJIE CBHX ONMUTAa MOXEMO CaMO YTBPAUTHU Ja MOYETHO CTame MPHUIIAJa Q(OLO) u
HUKaKaB HOBM ONUT HE MOXE HaM J1aTH JoflaTHE MH(OopMalrje O MOUYETHOM CTawky cUcTeMa

A

Heka je omucanu onuT m3BefeH Ha cucTeMy 4 ca MPOCTOpPOM crama X, KOjH je y
IIOYETHOM TpeHyTKY f, Ouo y cramy o; € X, a jenoBao je ynas U= Ui B noOujeH Of13UB
K(ai ,u) Ha MHTEpBaly nmocMaTpamba [to,tl[. ITocmaTpajMo capa orjef Koj Kora je mode-
THO crame o; € X . Moxe ce fecuTu ja cy Oi3uBu K((xi,u) u K(ocj,u) UCTOBETHU TPU
[eI0Bamy HEKOT yia3a U WK Yak IpH ieToBamwky OUio Kor ynasa U € R[u] . Taga kaxxemo na
Cy O U O; eKBHBAJICHTHA CTama, IIOLITO je NOHALIAKEe CUCTeMa A 3 moveTHOT cTama Qo

FCTOBETHO Ca MOHAIIAkbEeM CHCTeMa U3 IOYCTHOT CTama o, y emuciy cnefehe nedpunnmmje:

Nedurmmmja 2: Crame O je eK6UBANEHIHO Ca Clllarbem OL; aKO M CaMO aKo je 3a GUIIo Koju

yiaa3 U oa3uB cCHUCTeMa ./q U3 MOYETHOI CTama O; HUCTOBETaH Ca ON3UBOM CHUCTEMa ./q ns3
IIOYETHOT CTamka O(J-

{aiwaj}c{ﬂ(ai,u):K(ocj,u)} Vu, « eR[u]tyt, eT o

[to.4]

IIpumep 8: [TocMaTpajMo cucrteM U3 mpuMepa 7 ca IPOCTOPOM CTama {0,1,2, e ,11} IpoCTO-
poM ymasa {1,2,...,6} U TPOCTOPOM U3Ja3a {0,1}, mok ! y3uma BpegHOCTH W3 CKyIa
{0,1,2, .. } ¥ pelanyja yjia3-u3na3-CTame je

y(t)= [x(to) +U(ty)+u(ty +2)+---+u(t - 1)] mod2, t>t,
rae je {, moyeTHu TpeHyTax, u(t) BPEJIHOCT ylia3a y TPEHYTKY i, y(t) BPEIHOCT M3Ja3a y

TpeHyTKy t, a NMO0d 2 HajMamu HEHETATHBHU OCTaTak LeJor Opoja N, Koju ce go0uja mpu
cabupamy Uiu offy3uMay ofi 6poja N 6pojeBa Koju cy nesbuBu ca 2. Kako je

(a+b)mod 2 =(amod2+b)mod 2

3a IIPOMU3BOJbHE A U b, jeHHa‘II/IHy Yyaa3-u3j1a3-CTabe MO2KEMO HAIlUCATH Kao

32



1-4 ITIOJAM CTAIBA

y(t) =[x(t;) mod 2+ u(ty) +u(ty + 1)+ - +u(t—1)|mod2, t>t,
W3 e pernauuje ce BUIK Aa aKO Cy U CTarbe O W CTambe O; NAapHU MM HellapHu OpojeBH, Ha
npumep o; =2 u o ;=4 uim o; =3 u o; =7, Taja cy O; U O; E€KBUBAIEHTHA CTarba
HOIITO je y TOM ciy4ajy o, mod2 = o mod 2 . TTpema Tome, crama 0,2,4,6,8,10, kao u cra-
wa 1,3,5,7.9,11 cy mebycoOHO ekBuBaneHTHa. [lapHO M HemapHO cTame He MOry faa Oyay

exkBuBasieHTHa. Ha mpumep, 3 Huje eKBUBaJIeHTHO 4, jep ynia3 u(to) =0 nmaje m3mas 1 axo je
MOYETHO cTame 3 1 n3sa3 () Kaja je MoYeTHO CTame jeJHAKO 4. O

C 003upoM Ha JaeVHUIM]Yy €KBUBAJICHTHUX CTambha, CKYIl Q(OLO) ofgpebeH penanujom
(18), mpeacraBiba cKyil ceux cillarwa u3 X Koja cy exeusaseniina O.,. To HENOCPERHO clefn

u3 cinefeher ogHoca n3mehy n u Vu:
u

Crae 1: Heka je R2 {(V,W)} ckyn ypebenux naposa y o6mnactu gecunucanoctu D. O6macr

necpunncanocTy R je ckym cBux V 3a Koje je (V,W) € R 3a Heko W. [le(pMHUIIIMMO CKYMOBE

Q(V) u Q xao

Q(v) 2 {w|(v,w) eR} (19a)
"
Q= (Q(v) (196)
Tama Q MOXKe /1a ce peficTaBu y OOJIUKY
Q={W|VV[(V,W)GR]}, veD (20)

jep HEKHU eJeMEHT NpPHIaja MPeceKy ﬂQ(V) aKO M caMO aKko INpuIaja CBakOM CKYIy U3
v

MHOIIITBA {Q(V)}, veD. *

ITomTo je y mocMaTpaHoM ciaydajy R moBe3aHo ca pesarujoMm K(OLO,U) = K(OL, u) , 13 gedu-
HHUIFje "MHOLITBO CBHX CTama KOja Cy €KBHUBAJEHTHA O j€ {OL | VU[K(OLO,U) = K(OL,U)]} “
npouctuye cienehe TBpheme:

CraB 2: CKyIl CBUX CTama U3 MPOCTOPA CTama X KOja Cy eKBUBAJICHTHA O, je

Qo) = ﬂ{a | Aag,U) = K(oc,u)} *

u
Kopucrehu osa tBphewa Mohu hemo fa ucnuramMo eKBUBAJIEHTHOCT CTama U3 CKyIa
Q, xoju cMo yBenu y mckasy Tpeher yciosa comncrBeHe carmacHocTu. CeTHMO ce fja CMO

ckyn Q, nedunucanu kao npecek (Bugu penauujy (11))
Qt(OLO,U)ZnQ(OLO,U,U') (21)
u
e je
Qo u,u’) = {oc ly' = K(a,u’)} (22)
uryae je Y' ompebeno penaiujom

yy' = Ao, uu’) (23)
y K0joj UU’ o3HauaBa (pyHKIHM]y yJia3a cacTaB/beHY Off oficeyaka Uu U', a Yy’ oxrosapajy-

hy dyrKunjy n3nasa cucrema A ca MOYETHUM CTAEEM O .
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Heka je o' mpousBosbaH eJIeMEHT CKyna Qt(oco,u). Tama u3 (21) u (22) npousunasu ja je

y'= K(oc', u') , Te (21) MOXKeMO HammucaTd Kao

Q(oo.0) = o | Ale',u) = Aloru)} (24)

Ha ocnoBy cTaBa 1 je

Qt(ao,u) = {(x | Vu’[ﬂ(a’,u’) = K(a,u’)]}
LITO 3HAYHU fia je fia je Qt((xo,u) CKYII CBUX CTama Koja Cy eKBUBajJeHTHa o' . 360r Tora cy
CBa CTama U3 Qt(OLO : u) MebycoOHO eKBUBAJIEHTHA, LIITO je TPeOaslo U Jja ce ToKaxKe.

Beh cmo mokazanu ja Qt(ao,u) MOXe J1a ce mpefcTaBu y oonuky (24), rme Y’ 3apo-

BosbaBa (23). TBpbeme “3a cBe U’

y' = Ao, u’)

yy' = A(a,,uu’)

MOKe ce 3aMemYyjyhu pBy penaiujy y Apyry HalucaTH caskeThje Kao

vu' [yA(a,u’) = Ao, uu')]
Kakoje y = K(OLO , u) , TOCJe/Tkha peJialyja nocraje

vu' [ Aoy, u) Ao, u') = Aoy, uu’)]
Te ce u3pas (21), umajyhu Ha ymy ctaB 1 u cTaB 2, MOXKe HaMUCATH Y OOJIUKY
Q (g, u) = {oc | vur [ Ao, u)Aa,u') = K(oco,uu’)]}
Cajia MOXkeMO Jia iepuHnIEMO ~cTarbe cucreMa 4 y TpeHyTKy t ““ xao:

[edununmja 3: Heka je cucrem 4 onmcaH penanujoM yiia3-u3ia3-CTarme

y(t) = A(oco,u[tmt[), o, X
UIH

y = Ao, )

r7ie je o, crame cucrema Ay TpeHyTKy i, .

Tapa je ciuarve X(t) cuciiema Ay tpenytky t,t > 1, 6o Koju enemMeHT cKyna

Q (g, u) = {oc | vur [ Ao, u)Aa,u") = K(oco,uu')]} (25)
reje e X mURUL L U R U 2L Ao U) =Y g 2Ys AloU) =Y 2 Y
Aoy, u)A(o,u’) = yy'. o

Crame cucrema 4y TpenyTky t 03HaumIO CMO ca X(t) lla OM HarJacuiu fia je HeKU
€JIEMEHT CKyma Qt(ao,u), permmo @, crame cucrema A y Tpenyrtky t. 3aTo m modueTHO
crame cucrema Ay TpeHyTky 1, o3HauaBamo ca X(to). Youumo n1a ce X(to) U y OIIITHjeM
ciyuajy X(t) Memajy y IpOCTopy cTawa X, Tj. 32 cBaKy BpegHocT { je R[X(t)] = X . Kommo-
HEHTE CTama X(t) 3BaheMo dpomenmuse ciiarba cucrema A.

IMocMaTpajmo cucteM A KOju je y MOYETHOM CTamy X(to) U KOJH j€ U3JIOXKEH yJIas-
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HOM JI€jCTBY Uty [ - Crame X(tl) cucrema 4 y tpenyrky t; 3Bahemo kowauno ciiarse

cucrema A y opgHocy Ha yma3z U - Mebytum, Kajia oficedak yia3zHe (PyHKIHje u[

[to.ty to

IPETXOAU APYIOM OJICEYKY yia3He (PYHKIM]jE um [ » OUHMIIIENHO je na X(tl) IIpeJCTaBba
KOHAUHO CTake 3a U, 1 aju M IOUETHO cTame 3a Uy 1. [TpumeTuMO f1a crare cucrema A
y TpeHyTKY { MOXeMo mocMaTpaTi Kao KOHAYHO CTambe Y OIHOCY Ha yia3 Ui -

HammcaBmm penanmjy yias-crame-u3na3 (1) mpeko CKymoBa MOXKEMO 71a YBEAEeMO
cnenehy nedununmjy:

Nedunuimja 4: (cucitiem yaas - uzaas - ciiarbe) Heka je T ckynm TpenyTaka Bpemena u f, V]
X ckynoBu (yHKIMja BpeMeHa ofipehennx Ha 1. Enementu ckyna &/ cy yinasu, eJIeMEHTH
cKyma Ywu3nasu u enemeHTH ckyna X' cy crama. Tajja je HEeKH CHCTeM yiia3 -u3JIa3 - CTambe

onpeben mopckynom R c U x X x Y koju ce HasuBa peaayuja (v NpaBuIo MOHAIIAKA)
cucitiema, Koju uma cienehy ocoouny :

IMpernmocraBumo fa (u’,x’, y’) eR n (u”,x”, y”) €R Tako nia je

X'(ty) = X"(t,) (26)
3a HEKO to eT. Taga je 3agoBosbeHO caefehe:

a) CazaachHociu cilarba : Heka cy ymasu, n3J1a3u u cCTamba

_Ju(r) T<t, _Jy(r) <ty
U(z)= u"(t) Tt )= y'(t) T2t
() = X’(r) T<t,

( ) x"('c) T2t

3a T,t; €T. Taga ako Baxu (26),(u, Y, X) 0o0pa3yjy TpOJKY ylna3-u3na3-CTame, Tj.
(uy,x)eR.
6) Kaysaanociu : AXo je u’(r) = u”(r) 3a t, <t <t, t,,7,t €T Taga ako je 3a70BOBEHO
(26) 6uhe

X'(t)=x"(1) t,<t<t

y'(t) y”(r) t,<t<t
3aty,T,tel. <

W3 yciioBa carmacHOCTH IPOMCTHYE Jla aKO [BA pa3jinunTa "IpEeTXOqHA" yia3a, u3a3a
U CTama IOBOJIE 10 UCTOT CTaka y HEKOM JJaTOM TPEeHYTKY, 00e "OynyhHocT" ycnocTaBibajy
oxprosapajyhe nmpopyxkeme. Kay3aaHOCT 3HauM fja ako Cy ITOYETHA CTama MCTA M yla3| ce
NOKJIanajy Ha HEKOM MHTEpBally ocMaTpamwa, U3j1a3u U cTamba he ce Takobe nokmnanatu Ha
TOM WHTepBany BpemeHa. O6mact X TIpoMeHe cTama X HasuBa ce HpOCUiop Cillarba
cucitiema.

YcnoB (26) oaroBapa ocoOMHHU “pasaBajama’ U3 MPBOT YCIOBa COICTBEHE CaryacHo-
cTu crama y aeduHunuju 1. Ycinos carnacHocTy y aedununuju 4 je ycrsapu Tpehu ycios
COTICTBEHE CarjacHOCTU cTama u3 AedunHnnmje 1 KOju yKibydyje APYrH yCIOB COICTBEHE
carnacHocTd. OH je NMPOUCTEKAo M3 YCIOBa CarjacHOCTH Yy Je(PUHULUJU yIa3HO-U3Ia3HOT
omuca cucTeMa KOojH 3aXTeBa /la je CBaKM €0 HEKOT YJIa3HO-U3JIa3HOr Napa U caM map yjas-
u3la3. Y ClIOB Kay3aJIHOCTHU MCKa3yje yCIOB y3ajaMHe carslacHOCTH u3 Aedununyje 1.

ITopcetuMo ce nma je ofcedak ynasa Ui ofgpebeH kao ckyn maposa (‘C,U(t)) 3a
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T e[to,t[ , T€ jelHaUMHAa yJia3 u3ja3 CTame y(t) = A(X(to), u[toi[) yKasyje fa usnas y(t) HE
3aBHCH CaMO Off IIOYETHOT CTamba X(to) 1 BPEHOCTH yia3a u(r) 3a T e[to,t[ , Beh um ofg
rpannyHux Tavaka t, u t. Kapa y(t) 3aBUCH CaMO O]l IIOYETHOT CTama X(to) U BPEHOCTHU

ylasa u(r), T e[to,t[, Taja je Mojen cucrema cucrema .4 BpeMEHCKH HENPOMEHJBUB WIIH
cTauuMoHapaH. Ilojam BpeMeHCKe HENPOMEHIBUBOCTH U (QOPMANIHY [Ae(PUHULHU]Y AETAIBHO
heMo mpoy4nTH y HapelHUM NOTIaBIbUMA.

Y npoydyeHuM NprMeprMa CMO OJIPEMIUIIN U3pase 3a cTame cucreMa .4 y TpeHyTKy ty
3aBHCHOCTH Of] leTOBOT CTamwa y TPEHYTKY t, u yna3Hux fejcraBa Ha uHTepBany of t, mot.

Y ommrtem cinydajy, ako Cy HUCIOYHEHU YCIOBU CarjacHOCTH CTambe X(t) j€ JeAHO3HaYHO

onpebeHo cramem X(to) u ynaszom U a (PYHKIMOHAJIHA 3aBUCHOCT X(t) on X(to) u u[tO't[

[to.t] 2
MOXKE Ce OJIpEIUTH, 6ap y MPUHIIMITY, U3 peJlanuje yaa3-u3ja3-CTame

()= A(X(t) Uy ) @)
OBo TBpbewe je HemocpenHa nocneauia nepuHuINje CTamba X(t), jep cMo X(t) ofipenunu
Kao MPOU3BOJbAH €JIEMEHT CKyINa Qt(oco,u[tO ,t[) , e je o, = X(to) . Homro Q, 3aBucu camo

og o, u U TO MOpa Jla BaXu U 3a X(t). N3 n3paza (11) mpousnasu ga ako je mo3Harta

[tot] >

penanuja ymnas-usias-ctame (27) W BpPETHOCTH O, H Uy,» TA 32 pasmuIuTe ynase
u' e R[u] cucremMa 4 MOXKEMO OJIPEIUTH CKYIIOBE Q(OLO yU, u') U 3aTHM Hah¥ BUXOB Ipecek
koju je ycrBapu Q,. Ha Taj HauwH, Gap y npuHIumy, Mory ce ogpeautu Q, u X(t) noMohy

MaTHX OLg, Uy W MO3HATE penanyje ynas3-usnas-cramwe (27). VI3 npumepa 6 u 7 ce Buu f1a je

to.t
TO JIAKO YPaJIuTH y cllyyajeBUMa Kajia ce MOXe HENMOCPEHO MOKa3aTH Jja MOCTOjU CTame,

penuMo ¢, Koje pHUIaja CBUM CKYITOBIMA Q(oco U, u') Te ce Hajas3u y npeceky Q.
IIpema ToMme, crame X(t) y TPEHYTKY t y 3aBHUCHOCTH OJf MOYETHOT CTamba X(to) y

TpeHyTKy 1, u ynasza U [ ofipebyje jennaumna npenasa crama cucrema 4

x(t) = ¢(t,t0 X(t), u[to,t[) (28)
r7ie je pyHKIHMja ¢ mpecnuKaBamke npeia3a (mpeobpaxkaja) crama
) :TxTxXxR[u]—> X

Jla 6u mopBYKJIH J1a je jeqHaunHa (28) o6pa3oBaHa Ha OCHOBY jeqHaumnHe (27) Ka3aheMo fa je
jenHauMHa Tperna3a crama (28) m3Begena W3 penaugje ynas-usnas-crame (27). Ako
(yHkimja mpenasa cramba ¢ u yna3 U 3a70BOJbaBajy yCJIOBE peryjapHOCTH, Koje hemo
fleTalbHUje NPOYYUTH Yy HapeJHUM IIoriaB/buMa, Kaga t, Texu t ca nese crpane Taja
jemnaumnue (27) u (28) mpena3se y jemHauynHe 00JIMKa

X(t) = f(t, x(t),u(t)) (29)
y(t) = gt x(t).u(t)) (30)

e je T:TxXxU—>X u ¢g:TxXxU —>Y. Iupepenunjanny jennauuny (29) 3pahe-
MO OCHOBHA jeHa4MHAa Ipelia3a cTama a jeqHaunny (30) jegHaunHa u3nasza. Kaja je cucrem
OmMcaH OCHOBHOM jemHaunmHOM (29) WeroBa jefHauYMHa Mpesa3za crama (28) Moxke ce y
NPUHIKIY TOOUTH pelllaBalk-eM BEKTOpCKe audepeniyjaane jeqaaunne (29). [Jo6ujeno X(t)

[to.t
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6uhe yHKIHja Uy M X(to). Kapa je cucrem onucan jeqHaunnama (28) u (30) He MoxKe ce

yBeK (27) mpeBecTn y ocHOBHHM 00muK (29). ¥ cnemehem opmemKy mpoyumhemo cBojcTBa
cTama X(t) Y jefHaumrHe mpena3a crama (28) cucrema A4y TpeHyTKYy t.
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1-5 OCOBUHE CTABLA U JEJHAYUWHE ITIPEJIA3A CTABA
I[Ipema neduHUnKju 3 U3 NPETXONHOT MOTJIaBba CTAkhE X(t) je eleMeHT
cKyIa Qt(x(to), u) KOjH Ce cacToju Off CBUX X KOjH 33[J0BOJbABAjy peJialujy
vu' [K(x(to),u) A(x(t),u') = K(x(to),uu’)]
KOJy MOXEMO Jja HaIMILIEMO Kao
A(X(t).uu’) = A(X(t,),u) A(x(t),u’)  Vx(t,)Vuvu’ (1)
1 Jla ICKaXKeMO Ka0 OCHOBHO CBOjCTBO CTama:

Oco6una pa3sfBajama: 3a cBaku yna3 UU' Koju yuHe oficeuny U n U', ogsus cucrema A ca

IMOYETHUM CTaH-EM X(to) cacToju ce off oficeuka n3ia3a K(X(to), u) U oJiceuKka KOju ra cieu

K(X(r),u’) , TE je X(r) crame cucrema A Yy TPEHYTKY 7. <

TBpbewe 30BeMO ocobuna pasosajarba jep cTambe X(r) “pa3nBaja’ opceuke m3nasa

K( X(to), u) n K( X(r), u') , @ IpUKa3aHa je Ha CITIIN:

|
|
|
|
|
|
t, T t

Cmuka 1-17 OcobuHa pa3fBajama of31Ba

Kako ce Hajuemthe KopucTu pejanyja yias-u3na3-cTambe y OOIHUKY y(t) = A(X(t0)1u[t0,t[)’

norojHo je y penamuju (1) npehn ca A Ha A 3a cBako T e[to,t[ , Te (1) mocraje
A(X(to),U[to,t[) = A(x(r),uM), t,<t<t (2)

n3

3a cBa X(to) e X, cBe yma3se U, r7ie je A(X(r), u[m[) OJI3UB cuUcCTeMa y TpPeHyTKy t Ha Ui

noverHor crama X(1).
Ipumep 1: [TocmaTtpajmo cucrem u3 npumepa 7 y noraasiby 1-4. Heka je t, =0,t =3,t, =7

Ua = 3122154'n X(to) = X(O) = 3. Taga u3 penauyje ynas-usnas-crame (15) y nornas-

by 1-4 fobujamo
K(B, 312 2154) =0111011

Crame cucrema 4 y tpenytky t =3 je

X(3)=(3+3+1+2)mod12=9

! Crporo rosopehnu, Uy, ol :{(t,u(t))‘to <t <t1} jé CKym mapoBa (0,3),(1,1),(2,2),(3,2),(4,1),(5,5),

(6,4) . YouuMmo fia ce ogrosapajyha yHKIMja n3nas3a Takobe nocMaTpa Ha HHTEpBaIy [t0 , tl[ .
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nzau=312 uU'=2154 je
A(3,312)=011
A(9,2154)=1011

Tako fa je

A(3,3122154)=A(3,312) A(9,2154) O

pumep 2: Heka je cucrem 4 onucan penanyjoM yiia3-u3ja3-CTambe
t
y(t) = x(t;) e+ e Fu(e)ae 3)
to

rae U He cajpku jenra (pyHKIHje, a X(to) eX = Rl,u(t) €U =R". llako ce mposepasa ja

aKo 3a CTame YCBOJUMO
t

X(t) _ X(to) e—(t—to) _l_J‘e*(tJ;)u(&)dé (4)

ty
Tajia penanyja yia3-u3nas3-crame (3) uma ocobuHy pasiBajama (2). 3a HEKO T e[to,t] , pe-
Janyja yias3-u3nas3-crame (3) Moxke jja ce Haluie Kao

y(t) = x(t,) g () 4 JT' e’("g)u(a)da + j e’(t’i)u(g)dg

N3 penanuje (4) nobujamo

OflaKJie CIefiu fia je

y(t)=x(x)e )+ fe ()

T
Ho6ujena penanuja pasnukyje ce of (3) caMo 1o ToMe IITO je X(to) 3aMEHEHO ca X(r) , Kao
IITO je U TpebaJlo fja ce MOKaxe. O

ITocroju HemocpenHa Be3a wu3Meby ocoOuHEe pas3aBajamba MW YCIOBa COICTBEHE
carJacHOCTHY U3 Ae(pUHAIIN]jE CTaka, KOje CMO MPOYUYUIIN Y TPETXOIHOM MOTJIaBIbY:

Teopema 1: Ako pernanuja o6mka
y(t)= A(x,u[toyt[), x € X,u eR[u] (5)
rae dpyukiuja A ogpehena Ha X x R[u] 3aJJ0BOJbaBa OCOOUHY pa308ajarba

A(x,u[toyt[) = A(x* u

U)ot (6)
3a cBe X M U, T7ie je X° € X | 3aBUcH camMo off X 1 u[tU J»> Tana penanyja (5) 3agoBosbaBa TpU
yCII0Ba COINCTBEHE carjiacHOCTH M X' je crame cucreMa 4 y TPEHYTKY 7 ako je X CTarbe
cucrema A y TpenyTky t,. IIpu Tome je penamuja (5) penanuja yna3—1/13na3—CTa}be.2

Joka3: IIpBu yCIIOB COINICTBEHE CarjlacCHOCTH je 3aJ0BOJbEH mouTo npema (5) y(t) jeHo-

3Ha4yHO ofipebyjy BpegHOCTU X U u[to,t[' OcoGuHa pasgsajama (6) 6e3 uckaza "X 3aBHCH

2 [lpuMeTUMO Ja NPU OMNHCUBaIy chUcTeMa .4 HUCMO KOPUCTHJIM Pealujy yia3-u3ja3 Te HUje
HEOIXOTHO pa3MaTpaTH YCJIOB y3ajaMHe CarjacHOCTH.
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camo o Xt Uy " HHj€ HUIIITA IPYrO HEro IPYTH YCIOB CONCTBeHe carnacHocTh. KonauHo,
y3uMajyhu y 003uMp M Taj MCKa3, CBaKM CKYII Q(X,u,u’) a 300r Tora W mpecek QT(X,U)
cagpxe X', Te CKyI QT(X,u) Huje myct. [Ipema TOMe, 3a0BOJbEHA Cy CBa TpH YCIOBa

COIICTBEHE CarllaCHOCTH, NPH 4YeMy npema aedpununujn 1 u3 nornasba 4 X mpecTaBiba
crame cucrema 4y TpeHyTKy 7, a penanuja (5) je penanuja ynas-u3jas3-CTame IITO j€ U
Tpe6aso foKa3aTu. 2

Hoxka3zaHo TBphemwe ykasyje a yMecTo mpoBepaBama yCiIoBa CONCTBEHE CarliaCHOCTU
3a aty penanujy (5) TpebGa caMo NPOBEPUTH Jja JIM TOCTOjU OCOOMHE pasBajama (6), e X
3aBHCH CamMo Off X u U, .. YcTBapH, OBO TBphere Yy UMILTUIUTHOM OOJIUKY KOPUCTUIIA CMO

MIPUIMKOM IIpOoy4aBama npuMepa 6 u 7 y IpeTXOHOM IIOrJIaBIbY.

Teopema 2: Ako je

y(t)= A(X(tO)’ u[to,t[) (7
penanyja ynas-usias-crame cucreMa 4, Tajia ogrosapajyha jejHaunHa npeasa crama
X(t) = 0{t. o X(t )4 (8)
UMa 0coOUHy pa3osajarba
ot b X(to) ) = Bt T X(Du ) <<t 9)

3a cBa X(to) u cse U.

Toka3: TBpbewe heMo nokaszatu Kopucrehu MeToay cynpoTHE NpeTnocTaBKe, nojaasehu on
MPETNOCTaBKe KOja je MpuKa3aHa Ha CIUIM:

uhy

x(t

)

S
X

[ ]
l
(]
I
|
I
I
l
t

Cnuka 1-18 Oco6uHa pa3aBajama cTama

Ipema 03HaKaMa ca CIIMKE je
¢(t,t0, x(to),u[toyt[) =% (10)
d)(t,r, X(r), u[ryt[) =X (11)

u Heka je X + X, T1j. ctame y TpenyTKy t ogpebeno pemanmjom (10) HHUje eKBHBaIEHTHO

cramy onpeherom penanujom (11) y Tom ncrom TpenyTKy. Tajga mocroju yia3 V[t’tl[ naje
A(%,v) £ A(X,V) (12)

ITocmaTpajMo of3uB cucreMa A W3 MOYETHOT CTamba X(to) Ha yJa3Ho fiejctBo UU'V . Kopu-

crehu ocoOuHYy pa3iBajama of3uBa cucteMa (1), Taj OI3UB MOXKEMO JIBOjaKO pacTaBUTH Ha
oJiceuKe

A(X(t),uu'v) = A(xX(ty), u) A(x(t),u'v) (13a)
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A(x(ty),uu'v) = A(x(ty),uu’) A(R,v) (136)
[Tpumemyjyhn moHOBO 0cOOMHY pa3Bajama, ooduja ce
A(x(t),u'v) = A(x(z),u') A(X,v) (14)
A(x(t).uu’) = A(X(t ), u) A(x(t),u') (15)

Bamemwyjyhu (14) u (15) y (13a) u (136) u y3umajyhu y 063up (12) mo6ujamMmo HejeqHaKOCT
A(x(to),uu'v) = A(x(t,),uu'v)
KOja MPOTUBYPEUH NPBOM YCIOBY CONCTBEHE carnacHoctu. IIpema Tome, X\ X u Teopema

je moKasaHa. 2

Oco6uHa pa3jBajama jeHaAUYNHE POMEHe cTama (8) je jelHO Off HajBaXKHUjUX HEHUX
cBOjcTaBa. ¥ MPETXOJHUM IpUMepHMa CMO Beh KOPUCTHIU HEKEe HheroBe NoceOHe ONIMKE, a
onmTuje hemo ra mpoy4unTd y HapeTHNM MOTIaBIbUMA.

Hpumep 3: Y npumepy 2 cMo 3a cucTeM .4 ONMCAH ONMKCAH PENalMjOM yila3-Uu3j1a3-CTarbe
(3) Hamm f1a je ogrosapajyha jeqHaunHa nmpenasa crama

X(t) = X(to) a(tt) j e*(t—g)u(?;)di = (I)('[,to, X(to), u[to,t[)’ t>t,

to

Kako ce 3a t = T u3 oBe penanuje fo6uja

T

x(t) = x(t,) e )+ I e "u(g)dg

to

je;LIHaLII/IHa Ipejia3a Cramba MOXKE 1a C€ HallMIIIE Kao
t
x(t)=x(t)e )+ J' e "Fu(g)dg = d)(t, 7, X(1), u[m[)

To moka3syje fa jeqHauMHA Tpena3a crama (4) mMa ocoOUMHY pas3fiBajarba OMUCAHY U3PAa30M

(9) u3 Teopeme 2. O
Teopema 3: Ao cicrem 4 Moxe fa ce OIHIIE peamjama
X(t) = ¢(t,t0,x(t0),u[toyt[), t>t, (16)
y(t) =n(x(t).u(t).t) (17)

rae je X(to),x(t)eX a pynkiuje ¢ u 717 cy 3agare Ha | x T x X xU u Tx X xU, u ako

(16) uma ocobumy pazosajarba
o[t b, X(t), Uy ) = d)(t,r,d)(r,to, X(to): U ) uw) t, <t<t (18)

3a cBa X(to) eX nuel, raga je X(t) crawe cucrema 4 y tpenytky t, a (16) je jemua-
unHAa npenasa crama u (17) jeqnaunHa m3nasa cucrema A

[oka3: 3amemyjyhu (16) y (17) mobujamo penanujy

y(t) = n(¢(t,t0,x(t0), o) u(t),t) (19)
KOja MOKe Jla ce Hamwuiie y OOJINKY
y(t)= S(t,t0 (o), U[to,q) (20)

ITomrro (16) nma ocobuny pasnBajama (18), 3amemwyjyhu (18) y (19) nobujamo

40



1-5 OCOBUHE CTABA N JEJHAYUNHE ITPEJIASA CTABBA

y(t)= n(¢(t, r,¢(r,t0 (), uw), u[m[), u(t),t) 1)

Hcro Tako, (21) moxe na ce gobuje u3 (19) ako ako ce t, 3amenu ca t. Cnenu nia je

y(t)= S(t, 7, X(1), uw)

[t X(t )t ) = S(E T X(D) ) toT<t
a TO HUje HUIITA JPYro HEro OCOOMHA pa3[(Bajarba pejanuje yiaas-u3na3-cramwe. Ocum Tora,
MOIIITO X(’L’) npema (16) jemHo3HA4YHO Onpebyjy X(to)’u[to,r[ To (20) Ha OCcHOBY Teopeme 1
npejcTaBiba pesanyjy yias-usjas3-crame cucrema A, npu yemy je x(t) crame cucrema A y

TpeHyTKy t, a (16) u (17) cy jeqHaunHe npenas3a cTama M U3J1a3a CUCTeMa. *

Jloka3zaHa Teopema jOIl jeJHOM HarjialaBa BaskKHOCT yCJIOBa CarJacHOCTH je[IHauYnHe
npeas3a CTalba U BEroBy TECHY Be3y ca YCIOBUMA CarjlaCHOCTH CTaa KOje CMO IPOYUUIH Y
MIPETXOHOM IOTJIaBJby. Y OUMMO Jla JOKa3 TeopeMe BaXkW W y ciydajy Kama m3pas (17) 3a

n3jas y(t) 3aBUCH HE CaMoO Off u(t) Beh u o m3Boga ynasa u(t) y TpeHyTky . Teopema

BaXKM M 32 jollI ciabuja OrpaHuyema 3a y(t) . Teopema 3 u weHa [locnenuna 4 gajy Beoma
IOrOf]aH, NaKO MMOCPEaH, HAa4YuH 3a IPOBEPY UCIYHEHOCTH YCIIOBA CarjacHOCTH:

Tocnemuua 4: Axo cucreMm 4 MOXKe J1a ce ONMIIE OCHOBHOM jE[HAUYMHOM IIpelia3a CTama u
n3nas3a

dx(t)

ST f(x(t),u(t).t) (22)

y(t) = n(x(t),u(t).t) (23)

rae cy dpyuknuje T u 77 tako ogpebene na T x X xU pja (22) uMa jeJUHCTBEHO pElIEHE MO
X(t), rana je X(t) crame cucrema 4 TpenyTky t.

Joka3s: Wurerpanehu (22) on t, no t no6ujamo jegHauuny

t
X(t)= x(t0)+j f(x(&),u(i),ﬁ)dé, t>t, (24)
KOja MOXKE€ J1a € MocMaTpa Ka0 UMITAIATHN 00IHuK jeuHa‘H/IHe peJia3a CTamba

X() = o(t. o, X(t). b )
TpY YeMy je mpema MpeTHOCTaBIIH, X(t) jemHo3HaYHO ofipeheHo ako cy 3ajiaTu X(to),u[to 'R

JIako ce npoBepasa fAa (24) 3agoBosbaBa ycnoB cariacHoctu. 3a t, <1 <t, (24) moxe na ce
Hamuiie y o0auKy

)=t (X)) 2oz [ 1ol e

nim

no1ITo je npema (24)
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Capa oka3 TBphemwa HEeMoCpeHO CAEAN U3 MPETXOJHE TEOPEME. 2

N3 Teopuje oOnuHuX nudpepeHIjaTHUX jeJHAUNHA j€ TIO3HATO /I je IOBOJbaH yCJIOB
na (22) uma jeqMHCTBEHO pelewe (Mpu 3ajaToM U) Koje 3a[J0BoJbaBa JaTh MOYETHH YCIIOB

X(to) = X, Tultuuuyos ycaoe Koju 3axTeBa a IOCTOjU KOHaUYHa KOHCTaHTa L, Koja 3aBucH

of U, Tako jia je 3a cBa X(t), X'(t) e X

| £ (x(1)u(t)) - f(x'(t).u(v))| < Lx(t)-x'(t)] teT (25)

rae || . || O3HauaBa HOPMY BeKTOpa. 3a JIMHeapHe CHCTeMe, Ha OCHOBY MOCIIeHLE 4 1 YCI0Ba
(25), HemocpeHO MOKe fia ce uckaxe crnenehe TBpheme:

ITocnenuna 5: Axo je cucreM A onucan TuHEAPHOM JUDEPEHIUjATHOM jeJTHAYMHOM IIpe-
Jla3a cTamwa 1 u3inasa
X(t) = F(t)x(t)+ G(t)u(t)

y(t) = H(t)x(t) + D(t)u(t)

e cy F(t), G(t), H(t), D(t) MaTpHIle KOje CY Y ONIITEM CIIy4ajy HelpeKuiHe (PyHKIHje

(26)

BpEMeHa, Tajia je ycaoB (25) ucnyrmbeH 3a
L=) sup 2y (1) (27)
rjie je @ (t) Ij-Ti wiaH MaTpuUIie A(t), a X(t) je crame cucrema A4 TpeHyTKy t. *

YcnoBe mocrojama pemewa gudepennujaate jegnaunte (22) u quHeapHe nAudepeH-
nujanHae jeqHavyrHe (26), Kao M MOCTYIKE Hajaxkewa pelliemha MpoydnheMo y HapeHUM T10-
IJIaBJbMMA MOIITO U3YYMMO HEONXOIHE MaTeMaTHUKe CTPYKTYPE B TEOPEMY O HETIOKPET-HO]
TavIu.

IIpu pasmaTpamy Moryhux (pyHKIHja yina3za Koje MOTY jja JeJyjy Ha CHUCTEM, Y CIy-
4ajy JUCKPETHOT BpeMeHa MOXeMO O4YeKuBaTH fila he cBu Moryhu HM30BH yJIa3HHX JiejcTaBa
OWTH ONYCTHBH - OAroBapajyhu paj pauyHapa He 3aBHUCH OJf HEKHX MMOCEOHUX 3aBUCHOCTH
u3Meby yna3HMX mopgaraka Koju ce YYMTaBajy jefaH 3a APYI'HM, CBE JIOK OHHU OJroBapajy
TexyheM nporpamy. MebyTtum, npu npoydaBawky BpEMEHCKH HEIPEKUHUX CUCTEMA aHAIU3a
MOXe HONPWJINYHO J1a 3aBHCH Off HENMPEKUAHOCTH WM YakK U Off AuepeHIyja-OmIHOCTH
¢ynkupmje ymaza. Kajma kenuMo fla HCKIbYYMMO TPEBEIMKE MPOMEHe yiaa3a, OOMYHO ce 3a
BPEMEHCKH HENpeKkugHe cucreme He ofpebyje camo ckym U TpeHYTHHX BpeTHOCTH yiasa,
Beh u ckyn () momyctmBumx ¢pyHKumja ymasa u3z 7'y U. [lakne, ako je U €€), taga je U
¢hyHKIHja 1 CBaKa WweHa BpegrocT nexu y U, Tj. u(t) eU.

Yecro ce 3a gare yHkumje yma3za U m U', 3axTeBa jja ce (pyHKIHja U KOPUCTH JIO
HEKOT TpeHyTKa 7¥ U’ Toclie TOT TpeHyTKa, Te je HEOIXOIHO /1a y TOM ciy4ajy kiaca (2
Oyje 3aTBOpEHa y OJHOCY Ha CHajambe (PyHKHHWja, Tj. ako cy U u U’ momyctuBe, TakBa he

6uTu u pyHKIHja
u(t), t<r
uu':te
u'(t), t>r
KOja je jemHaka U 1o TpeHyTKa 7, a mocjie Tora U', Kao mTo je npuka3aHo Ha cauium 1-19, Ha
K0joj je UU' mpeacraBibeHa nopeb/banuM jesom Kpuse. [lomro cMo aeduHmucamu ga uu’(t)

Oyne u(t) 10 TPEHYTKa 7, yKIbyuyjyhu { =T moHekay ce Ta omnepanuja Ha3uBa u cilajarse ca
/1e6a YMECTO CaMo cilajarve.

Yob6uyajeHn u300p MHOIITBA AONYCTUBUX (PyHKIHja yina3za yKibydyje A€O IO [0
HelnpekuaHe (pyHKIHje U Aeo 1o Jeo audepeHnujabuite pyHkuyje - pyHKIuje Koje MOory aa
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ce pacraBe Ha HeNpekujaHe WM AucepeHnyjaduinHe (yHKIMje HAa CBAKOM Off KOHAYHOT
Opoja molMHTEpBaja peajHe oce.

o |

—
‘ T

Cmuka 1-19 Crnajame aBe pyHKIUjE Y TPEHYTKY T

dynkuuja UU' Ha caumu 1-19 je ounraenHo 1eo No feo audepeHnujaduiiHa 360T MpeKua y

Tauku 7. Y cllydajy KOHJeH3aTopa y npumepy 6 u3 nornasiba 1-4, 6110 KOja MHTErpabuiiHa
(yukumja i Ouna 61 TOMyCTUBA, TAKO J1a

Ji(r)dr

)

UMa CMUCIIA, T€ OUUTIIEJHO UHTerpabuiiHe (pyHKIUje 3aJ0BOJbaBAjy YCIOB Cllajama.

Kaya mobujemo pauyHap y "Hyaitiom citiary™ ca CBUM PErUCTpUMa MocTaBbeHuM Ha ()
7 HE JIeNlyjeMO HMKAaKBHM YJIa30M, Taja CMO YCTBap¥ NPHMEHWIM yJIa3HO [I€JCTBO “Hefe-
noBama“ Ha cucteM! 360r Tora je morogHo Aa ce y ckyn U BpegHOCTH yna3HHX JejcTaBa
YKJbYuH IOCe0aH eJIEMEHT KOjU OfiroBapa "Hyaiiom yaasy*™.

IMTommro cMo ofgpeaunn ckyn ) HONYCTHBUX (PYHKIMja yia3a, MOXKEMO jia OIMUIIEMO
KaKo Heka JlonycTuBa (pyHKIFja yla3a cUCTEMa yTHUYe Ha CTamhe CUCTEMa U U3la3 CHUCTeMa.

Y npeTXOogHOM HOTJIaB/by CMO YTBPAWIU Ja HOBO, IPOMEHEHO CTahE X(tl) y TpeHyTKy {;,y

3aBUCHOCTH Of] OYETHOI CTama X(to) y TpeHyTKy {, u jgenoBama yna3a U Ha MHTepBaly

BpeMeHa [to , tl[ , MOXe Jla ce ofpeqiu MoMohy jegHaurHE Npesas3a cTamba CUCTEMa Kao

X(t,) = ¢(ty, o, X(t, ), ) (28)
dynkimja ¢, KOjy cMO Ha3BajIM NpecIMKaBame Npeia3a (mpeoGpaxkaja) crama
O:TxTxXxQ—> X (29)

HaM Kaxe Jia ako OffpeiuMo ABa TpeHyTKa i, u i, crame X(to) U JIONyCTUBY (PYHKIHjY yna3a
U, Tajja aKko je CUCTEM Yy CTamby X(to) y IOYETHOM TpeHyTKy {, u fenyje dyHkumja yaasa U,

cucreM he nmpehu y HOBO cTame d)(tl,to, X(to), u) y TPeHyTKYy i, .
[pumep 4: 3a KOHEH3ATOP U3 TIPUMEPa 6 Y IPETXOJHOM NOIIaBiby, PyHKIHja ¢ je

V{t) = 86t V) =V 4 j i(c)de

TOK je 32 OTHOPHUK
v(t) = o(t,,t,,V,i) = Ri(t,)
j€p CMO 3a crame YCBOjWIM HAIOH V, 3a yia3 cTpyjy | u V 3a modeTHy BPEIHOCT HANOHA

v(t,) =V . O
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JepHaumHy mpenasza crama M IpeciuKaBambe ¢ Impenasa crama ofapebyjemo u3 pena-

uje yna3-u3na3-CTame CUCTeMa, Te mpemMa TeopeMama 3, 2 u 1 yHKImja ¢ He MoKe fa Oyje
NOTIIYHO IIPOM3BOJbHA, Beh Takobe Mopa f1a 3a10BOJbaBa YCIOBE CarJIaCHOCTH:

(i) Hocitiojanocin.” ako je cucTeM y TpeHYTKy t y cramy X(t), 0e3 o03upa KakaB yias
Jiellyje mocyie Tora, CTambe y TPeHYTKY t Mopa ja Oyae
o(tt,x(t),u) = x(t) (30)
3a cBe TpenyTke t €T , cBa crama X(t) € X u cBe gonycruBe pyHKIMje yaaza U €Q.

[TocrojaHocT mokasyje ja cUCTEM OCTaje y HMCTOM CTaky Kajga BpeMe He MpOTHYeE.
OuurnegHo je ga y npuMmepy 4 jefHauMHa TMpelia3a CTama KOHJEH3aTOpa MCIyHmaBa OBaj
ycnoB jep je 3a t =t; unrerpan jegHak Hynu.

(ii) Csojciuiso tioayzpyiie: Heka cy ty,t, ut, Tpu TpenyTka n3 ckyma BpemMeHa | Tako fia je
t, <t <t,.Tapaje

¢(t2’t1*¢(t11t0’ X(to)’ u[to,tl[)’ u[tl,tz[) = ¢(t2’tovx(t0)’ u[to,tz[) (31)

3a cBa cTama X(to) € X u cBa fonycTrBa ynpasibamwa U €.
OBaj ycnoB yKa3syje jja CHUCTEeM Ipella3d U3 MOYETHOI CTamba X(to) y TpeHyTKy 1, y mcro
Kpajle CTame y TpeHyTKy 1,, 6uno pma pmenyje ynas u[to,tz[ OJl MOYETHOI TpeHyTKa 1, no
Kpajwer TpeHyTKa {, M KOoju HemocpegHO NPEeBOU MOYETHO CTAHE X(to) y Kpajibe CTame
¢(t2’t0’x(t0)’u[t0,tz[)’ om0 ma cucreM npebe y crame (I)(tl’tO’X(tO)’u[to,tl[) y MebyTpenyTky
t, mon nejerBoM ynasza u[to [ OB t, mo t, u 3aTuMm U3 TOr cTama NMOJ I€jCTBOM ynas3a u[tl,tz[ of
t, no t, y xpajme crame ¢(t2’tl’¢(tl’t0’X(tO)’u[to,tl[)’u[tl,tz[)' OBa ocoOuna, ycTBapu I0-

Ka3yje Jla cTame y TpeHyTKy {, He MoxXe /la 3aBHCH Off HAaUMHA Ha KOjU ra U3pauvyHaBaMo,
Beh f1a 3aBucu camo off cucrema.

IIpumep 5: 3a koHAEH3ATOP U3 IpUMepa 4, cTame v(t) u (yukIHMjy Ipenasa crama ¢
v(t) = otV i) =V %j i(c)de
je to
v(t,) = ¢(t2,t1,¢(t1,t0 Vi ) i[wz[) _ ¢(t2,t0 v, i[wz[)
jepje

t

{V +%Ii(r)dr}+%ji(r)dr =V +éIi(r)dr O

4

[IpumeTnmo f1a je ocobMHa MONYTpyne caMo APYTH Ha3WB 3a OCOOMHY pa3/Bajama jeHauu-
He Tpejas3a cTawma M3 Teopema 2 u 3, jep ce (pyHKUmja ynasza u[to o nobuja cnajambem

ofcedaka (pyHKIMje yiaa3za u[to,tl[ u u[tl,tz['

(iii) Ycaos kaysaanocitiu: Kana cy aBe yHkimje yina3za Un U’ jefHake TOKOM BpeMeHa Off
t, mo t;,1j. ako je u(t) = u’(t), t, <t <t, Taga 3a 6uino X(to) € X OHe MOpajy J1a JOBEAY
J10 UCTE TPOMEHE CTama y TOKY TOT BpeMeHa:

¢(t1 ’ t0 ! X(to )’ U[ to.ty] ) = ¢(t1 ’ to ! X(to )' u['t0 [ ) (32)
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1-5 OCOBUHE CTABA N JEJHAYUNHE ITPEJIASA CTABBA

IIpyraunje peueHo, yclIoB Kay3aJHOCTU 3aXTeBa jla Mpejia3 U3 cramba X(to) y TpeHyTKy i, y
CTame (I)(tl,to,x(to),u[toytl[) y TpeHyTKy 1, 3aBHCH caMO Of BpeJHOCTH Yyja3a Uy OF
TpeHyTka {;, mo TpenyTtka t;.

ITpumep 6: [TocmaTpajMo MOHOBO KOH/IEH3aTOp U3 mpuMepa 4. AKo je i(t) = i’(t), t, <t<t

Taja je
t t
1¢. 1¢.
\Y +—J.|(r)dr =V +—II’(r)dr

C t C t
TaKo Ja je OBa ¢ Kay3aJHa. O
YcnoB Kay3anHOCTH roBopH o ABe crBapu. IIpBo, yna3 mpe {, He yTude Ha HOBO CTame
(I)(tl,to,x(to),u) - LITO MOKa3yje fa MPOMEHJbUBA CTama CafIp>kKu JOBOJLHO MH(pOpMaluja,
IOIITO Cy NOTOWE MH(popManuje o yna3y mnpe faoOujamba TOr cTawka 0e3 3Hayvaja. [Ipyro,
yJa3Ha fiejcTBa nocne i, He yTuuy Ha d)(tl,to, X(to), u) - IITO TOBOPH J]a CUCTEM HE MOXKE Jja

npepsuba 6ygyhHOcT Beh jennHo MoXe jja ofiroBapa Ha yia3Ha jiejcTBa Koja je Beh nmpumuo.
To me mopmye fa cucreM He MOXKe Jia IpeficKasyje - OH Moxe JJOOpOo 1a KOPUCTU INPEeTXOgHA
yJa3Ha fiejcTBa 3a /porneHy 0ynyhux yna3HuX jiejcTaBa U ofroBapajyhux of3mBa, a Moxe Ja
ce MOHalla BeoMa Heofrosapajyhe ako Oyfe HEOYEKMBAHUX OACTyNama M MpOMeHa Ha

yJazsy.
IMpumep 7: Ako npuMeHUMO Tpehu yclioB Ha OTIIOPHUK U3 IpuMepa 4, rje je V(t) =R i(t)
nobuheMo 6061 yBHJ y TOTPeOy OrpaHnvYaBama aHAJIU3e CUCTeMa J1a YKIby4dyje OfI3UB caMoO
Ha HEeKe JIONyCTUBe (pyHKIIM]je yaa3a. Y CclOB Kay3allHOCTH 3aXTeBa a (I)(tl,t0 , V(to), i) 3aBUCU
camo oy BpefHocTH ymasza i(t) 3a t, <t <t,, mok mpema jegHaumnn V(tl) =R i(tl) 3aBUCH
camo o BpegHoct: i(t) y Tpemyrky t= t, (xoju Hmje JO3BOJBEH IIpeMa YCIOBY
kay3anHoctn)! MebhyTtuMm, pereme je jeqHOCTaBHO - Kazahemo na je ¢yukimja i:R — R
JIONYCTHB yJIa3 3a OTIIOPHUK CaMo Kaja je | HEMpeKuIHO ca JieBa, Tj. 3a CBaKHM TPEHyTaK t je
i(t —) = i(t) , THie je i(t —) JieBa TPaHUYHA BPETHOCT

i(t=)=Ilimi(z

(t-) =limi(z)
npu Yemy cum060I1 T Tt sHaumpa 1 >t y3umajyhu BpeiHocT T < t,Kaoy Uy -

Jpyraunje peyeHo, O4eKyjeEMO a MOJEI V(t) =R i(t) Ha ojArosapajyhu HauumH onu-
Cyje Oof3uB OTIIOPHUKA caMo 3a Oyiare mMpoMeHe cTpyje u He 06e30ehyje 1a jeqHaunHa onuiie
CHUCTEM "TPEHYTHO" MOCIe CKOKA BPEIHOCTH CTPYje. O

IIpumeTrMO 1a MHOIITBO cBUX (DYHKIHMja KOj€ Cy HENPEKUHE ca JIeBa 3a0BOJbaBa
yCJIOB CIajama ca JIeBa.
IIpumep 8: BepoBaTHO je Hajno3HaTHja (pyHKIMja HENPEKHUJHA ca JieBa, KOja HUje Helpe-
kuHa, Xepucajmosa ¢yrknmja h(t) (jenmuumuna opnckouna dynKIHja) Koja je A€o 1O feo
KOHCTaHTHa, ca jenuHnIHIM ckKokoM y t =0 kao 1o je mokaszano Ha ciumu:
h(t 1 j
t) h(t):{ akoje t>0

0 akoje t<0

~

45



CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Cnuka 1-20 Jeguunana ofckouna pyukmmja h(t)
3ana3zumo ja apyrauuje neduHUCAHA je[MHUYHA OfIcCKOYHA (PYHKIMja KOja uMa BpemHocT 1
3a t >0 u 0 npyrne, Huje HenpekuIHA ca JeBa Beh je HenpeKuHa ca IecHa. O

YoOuuajeHo je fa ce o u3na3y CUCTeMa pa3MHUII/ba Ka0 O HEKOM ONaxamwy M IocMa-
Tpamy ofpebeHux BUOBa CTama CUCTeMa. 3a TAaKO [aTO CTame cMaTpa ce Ja MCIoJbaBa
[EJIOKYITHY AMHAMUKY U CBe OMTHE OCOOMHE CHCTeMa, a M3J1a3 je YIpaBO TPEHYTHO ~OYHTa-
Bame” THX obejexja M OcOOMHA cHUCTeMa KoOje cMaTpaMo Jila cy 3HaudajHe 3a oapebeny
HaMeHy cucteMa. [Ilpema ToMme, yna3 fenyje Ha W3/Ia3 jeIMHO TMOCPEAHO MPEKO CBOjUX
yTHIaja y TPOMEHU CTamba.

HpeanKaBa}be n3j1a3a
nTxX Y (33)

onpebyje ga ako je cucreM y cramby X(tl) y TpeHyTKy t;, na he Taga u3na3s y ucrom ToM

TPEHYTKY OUTH y(tl) = n(tl, X(tl)) .

Ipumep 9: IlpecnukaBame wu3ma3a 3a KOHAeH3aTOp W3 mpumepa 4 oppebyje wu3pas

n(tl,v(t1)> = V(tl) , @ 32 OTHOPHUK T (tl ,V(tl)) = V(tl) , Oynyhu fa cy 06a ounTaBama cTama V

y TpeHyTKy ;. O
IIpu cacraBbamy Mofiena cucrema 3a nocrojehu nuHaMu4Kky cucrem, Kaja OfpefauMo

ckymoBe T1,U,QuY mnokymasamo fa m3abGepeMo CKynm crama X TakO Jla ce M3MEHeHa

MPOMEHJ/bUBA CTama Jo0uje moMohy GyHKIMje TMpesia3a cTamba ¢ y carlaCHOCTH ca YCIo-
BuMma (30),(31),(32) u ga MOXKe J1a ce TpPEeHyTHO ouuMTa momMohy oxprosapajyhe ¢yHKIumje
n3naza 7. Kaga pasmunubamMo O cramy Kao YHyTpallkbeM (MOKIa 3aMUIVBEHOM) OIUCY
CHUCTEMa 4YMje Hac yJa3HO-M3JIa3HE MOHallalke MHTEpPEecyje, MOKEMO Ja BUIUMO Ja u300p
MPOMEHJbUBE CTamba M ofpehuBame mpeciukaBamwa ¢ U 77 Uy 3ajelHO U 4ecTo ce oapehyjy
MOCTYIIKOM TOKYIIIaja ! TPEeIIKe.

IMpumep 10: MopenoBaTu Kao IETEPMUHUCTUYKY CHCTEM IMPOLEC YMjU je M3na3 Y KBajgpar
WHTErpaja ymnasa u:

to
[IpBu yBUA y MOAen yHyTpalller cTamba CUCTEMa MOXe Ja Hac HaBelle fla YCBOjUMO
BpeaHocT m3nasa Y(t) 3a crame y TpeHyTKY t, Koje je y TpeHyTKY t, uMaso BpeHOCT HyIa,

a npoMeHe onwucyje PyHKuuja ¢ Kao
2

t
Ot X,u) =X +| [ u, o (t)de
to
Mebytum, TakBO ¢ He 3aJ0BOJbaBa [PYTH IEO CArIACHOCTH, jEP je

r 2 2

t, t
¢(t2’to’x’“[to,tz[) =X+ I“[to,tZ[(T)dT =X+ Hu[to,tl[(f)Jru[tl,tz[(T)]dT =

Lt i 1)

r 2
4 t

2 Ty, t,
=X+ j Uy (T)dT |+ I Uy ()T | +2 j Uy e (T)T j Uy, g (T)dT
4

to 4

)

Kako je
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Y 2

d)(tl,to,)?, u[tm[) =X+ j Uy, g (T)dT

)

t
<|>(t2 At Koty ), um[) = Oty o Ko U o) | [ U ()T
t

nobéujamo

ty t
¢(tz 1o, X, Uy, ,tz[) = ¢(tz b, ¢(t1’to X, Uy, ,tl[)' “[tl,tz[) +2 I Ug, 1 (T) 0l J Ug, (1)l
) 4
* ¢(tz oy ¢(t11t0v)7' u[to,tl[)' u[tl,tz[)
Joi YBEK HaM C€ YMHU [1a O CHUCTEM MOTao 1a n3pavyHa uspas3s

1 M3MCHHU CBOje CTamkEe 0[JaBamkbEM OBOT U3pa3sa HO‘ICTHOj BpEIHOCTH )? FIIC CMO U IITa

norpemunu ? Bumumo fa Ham 3a ofpebuBame HOBOT cTamba ¢(t2,t0,x,u[t0’tz[) 3a [IO03HATO

crame (1)(t1 10, X, u[toh[) Tpeba mopes mogaTaka O TOM CTakby M BPEJHOCT 3a
t
'[ u(r)dr
)
Ay THME HE PAcIoJaXkeMo MOIITO je Beh QUrHyT Ha KBajpaT M IOJAaT MOYETHOM CTamy X .

Pememe je ja umaMo BpeiHOCT U3pasa
tl

[u(v)de

to

noceO6HO 3anamheHy U Ha pacnojarawy. Y CTBapu, HajiaaKIIM HayWH [ja OPEeJuMO JIeTep-
MUHUCTUYKH CHCTEM KOjU U3pavyHaBa

¥ 71a 32 HoueTHO cTame 0 y TpeHyTKy 1, mobyaumMo cucreM omnucaH (pyHKIUjaMa

t
d)(t,to, )T,U) =X +Iu[t0,t[(r)dt

n(tx(1)) = (x(0)) O

Y mocnenmeM nmpumepy, oapebuBame M U ¢ 3amovYesnu CMO 3aaBambeM M3lasa

? TakaB M360p IPOMEHIbUBE CTaHa OHO 61 OUMTIIEAH aKO OM MOKYIIAIY []a HA AaHAJOTHOM PauyHa-
Py cacTaBUMO MOJIEJN CUCTeMa KOju OM TeHeprcao MoJIa3Hy peanmjy.
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2
jU(‘C)d‘C
)
W HalUIA Jla OH HHUje cafp:Xkao JOBOJLHO wuH(pOpMamuja Aa O6u OMo KopuiurheH Kao
NPOMEHJbUBA CTaka. 3aTUM CMO M3a0palii HOBY IPOMEHIBHBY CTamha KOja MOXKeE Jia ce Mema
KOH3UCTEHTHO. Y TOM ciyuajy, He 3axTeBaMO ja NpBOOMTHA NMPOMEHJbMBA M3ja3a Oyje
NpOMEeHJbMBA CTama, Beh MoOXe @ma ce fobmje Kao jegHOCTaBHAa (yHKIHUja Tekyhe

NpoMeHJbUBE cTawa. KacHuje hemo BuieT f1a cy Koj MHOTMX Kjlaca CHCTeMa IPOMEHJbUBE
U3J1a3a MOJICKYI MPOMEHJbUBHX CTakba.

HpI/IJII/IKOM OImuCHBamba HEKUX CUCTEMa KOPHUCTH CE€ ONMC H3Jia3a KOjI/I HEMOCPETHO
3aBUCH O]l yJia3a U TOYETHOI CTalkba, TE CE KOPUCTU NPECIMKAaBaAKBE

N:TxXxU->Y
ymecto M: T x X = Y .Y Tom cnyuajy, mpu pa3mMaTpamy OTIIOPHUKA U3 TpuMepa 4, Mopaiu

O0u ja yBeieMO moceOHO cTame - (), Koje Ou 3Banu HYJATO CTame, Kao U Jla HEroB u3nas
3aBUCH 1 Off yia3a | u off ctama () (TpuBHjaTHO) Kao

ﬁ(tl,o,i(tl)) =Ri(t,)
Buno koju npucryn Koju kKopucta M i T x X xU =Y moxeMmo VBEK 1a 00yXBaTUMO HaIlIOM

TeopujoM mnosehaBajyhi Heros mpocrop crama X jga ou ykmyumin ynaz U(t) kao
KOMIIOHEHTY BEKTOpa CTalka y HOBOM IIPOCTOPY CTama X, CBe IOK Cy AonmycTuBe pyHKIHje U
n3 ) HenpekupHe ca aeBa. O6jacaunheMo To Ha ciefieheM jefTHOCTaBHOM puMepy:

Hpumep 11: ¥ RC kony, npukazanom Ha cimuim 1-21, ynas je HamoH U, a U371a3 HaIoH Y Ha

ornopuuky R, .
+ -
S II— —0 +
l
C
C) R1 Yy

Ry

— 0 -

Cnuka 1-21 Jenrocrasao RC koio

IMpema KupxodoBoMm mpaBuily 3a HalmoOHE y CBAKOM TPEHYTKY t crmosbHM HamoH U Mopa ja
Oyre jeHaK 30Mpy CBUX IajioBa HamoHa yX KoupensaTopa C u ornopuuka R, u R,

u(t) = Ve (t)+ug (t) +ug (t)
i(t)=d?j—(tt)=%(CvC(t)) -c &l

w(O=RI) ()= Rit)
nobuja ce qudpepeHIjaliHa jelHaYrHa IPBOT pefa

(R +R,)C %+vc(t) =u(t)

Kako je

Pemewe oBe nuHeapHe nudpepeHnyjaTHe jefHauYnHe TPBOT pefia je
t

Velt) =€ (1) ¢ [t u(g)de
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e je R=R +R,,a v, (t) je jemuHCTBeHO ofpebeHo 3a cBako t ako cy mo3HaT V. (to) u
ponycrus yia3 U. ITomro nmo3naBame Vi (t) 3a cBako t onpebyje i, a kako je Yy=R;i 1o ce

V. IojaBjbyje Kao MPUPOMIaH N300p CTamka CUCTEMA.

Kopucrehn V. 3a crame, pelemne jef[HaYNHE HaM Jlaje IpecInKaBambe Ipenas3a cTamba ¢

t
Bt t, X, u) = e TVROR 4 Ri e "u(g)de
to

MebyTtum, ca Tako nuzabpanum crameM X =V, , U31a3

; R R
:R = 1 —_ :—1 —X
y=Ri R iR, (u VC) R iR, (u X)

je obnuka y(t) = ﬁ(t, )T(t), u(t)) , TOK OU HaIll OOJIMK MpecinKaBama Ouo y(t) = n(t, X(t)) 3a

oprosapajyhu n3060p NpOMeHIbUBE CTamwbA X.

Pememe je pa mpommpumo X y Behu mpocrop crama X = X xU . Mebytum, 3a
ofpebuBame MpoMeHe cTama of TpeHyTka [, 1o TpeHyTka i, MOXKeMoO fa ce MOCITYy>KHMO

camo ca Uy ., YIa3oM 7pe t,. Kako hemo Taga no6uru u(tl) fia OM ra YKJby4HJIu Kao Apyry

_ T
KOMIIOHEHTY IPOLIMPEHOr BEKTOpa CTama x(t1)=(x(t1),u(t1)) ? Kao u y npumepy 7,

pelIene je Aa 3aXTeBaMo Jja yiIa3u Oy/ly HeIPeKHUIHY ca JIeBa, TaKo /1a je
u(t,) = |tl?l’tl;l u(t)
CumGon t Tt, smaumga t —t, amm3a t <t mro mpomcruue u3 Uy, [ - Ca TaKo n3abpa-HuM

cTambeM HOBO MpeCinKaBame npeiia3a crtama ¢ ofnpehyje ce u3

X(t) = (X(L)(t)" = (Bt toV ) ult))

TaKo fia je

" 1% :
(I)(tl,to,(V,U(tO))T,U[toytl[):{e (ty to)/RCV +E{[e (t é)/RCu(é)dE_), Itl7rt]11 U(t)}

u
R
V()= (e X)) = nft (e (0.00)) = (o) ~vel1)
 +R,
Te je mpecianKaBame u3nasza 1.1 x X — Y Kao IITO ce U 3aXTeBa. O

Onmrtyu ycnoB Kay3allHOCTH C€ KOJi JIMHEapHOT, BPEMEHCKU-HENPEKUIHOT CUCTEMA,
Yyyje yJIa3HO-U3J1a3HO TIOHAIIake OMUCYje CYilepilo3ULULOHU UHIleZpa

Y1) = [ o(t.8)u()ee (34)

CBOJIU Ha jeJHOCTaBaH yCJIOB
g(t,?';):O 3a t1<§
KOju MOpa Jia 33JJ0BOJbaBa UMILYACHU 003U8 g(t, @) cucrema.

Ila Ou To mokazanu, pagu ynpourhewa nocMatpaheMo cucreme KOf KOjuX je UMITYJI-

CHU O/I3UB g(t, E_,) HempeKkuHa peanHa ¢pyHkuja. Kako je

y(t)=fg<t,a>u<a>da=fg<t,a>u[w,to[@)dmfg(n&)uﬁo,w[(a)da (9)

to
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aKO OrpaHMYMMO fia je cKym {2 pomycTuBHX (QYHKIMja yiIa3a cUCTeMa CKyI (pyHKIHja yja3a

KOje Cy jefiHaKe HyJI Ipe TpeHyTka ty, u(&) =03a E<t, , umamo

y(t)=[ o(t.&)uy, .((E)de, t=t,

U oBaj uHTETpasl MOKEMO J1a pacTaBUMO Ha

t ©

y(t) = o(t.&)u, () + [ o(t. &)y, g (8)dE (36)

to t
Heka ce ¢pynkumja U’ ogpebena ca

u’(&,):{ u(&) 3a t<E<t

0 3a t<E<o

nokJjana ca (pyHKnujoM U Ha WHTEPBAILY [to,t[ . 36or kay3anHoctu U u U’ Mopajy aa aajy

UCTO CTakhe M UCTH M3J1a3 Ha TOM HHTepBany. 3amewmyjyhu U ca U’ y (36) mobuja ce

y(t) = j 9(t, &) U, «(&)dE + ]3 g(t, &) uy, .((8)dE =

to

= [ 9(t.&)uy, (&)de + [ o(t &) 0dE
TaKo Jia je '

y(t) = [ o(t,&)uy, o ()de (37)

N3zjepqnauaBajyhu (36) u (37), mTo Mopa a Baxku 3a cBe (PyHKIH]je ysia3a U, uma ce

t

[ 0(t.8) g a2)e + [ 0(12) ()02 = [ 0(t.2) ()0

to to

OJlaKIIe je
jg(t’é)u[t,w[(‘i)d§=0 3acBe UeQ
t

IMocnepmwu n3pa3 Baxku 3a cBe (PyHKIHUje U HA HHTEPBAIY [t, oo[ , T€ MOpa Jla BaxKu 1 3a
noceOHy QYHKIH]Y

(&) 29g(t,g) t<g<wo

Tako Ja je

0

Jlofte) de=o0.

t
2
W3 ynmeHnne fa je uHTerpajl HeHeraTuBHe (PyHKIUje ‘g(t, é)‘ jeIHaK HYJIH IPOUCTHUYE fia

NoMHTETpajHa (PyHKIKja MOpa ia Oyjie jeHaKa HyJIu (CKOpO CBy/ia) Ha [t, OO[ , TE je

g(t,&):O 3a t<§&
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IIpema TOMe, &3 ycao6a Kay3aaHOCHU MPOH3IAZH 04 UMUYACHU 003U8 g(t,&) AUHEAPHOZ
cucttiema mopa 0a 6yde Hyaa 3a & <1, mTO je HOOGPO MO3HAT YCIOB M3 TEOpHje JINHEAPHUX

cucrema.

la 6w makimie 3aMHUCIWIN TIPOMEHE yja3a, CTamka W Hu3lla3a JeTePMUHUCTUIKOT
cucTeMa MOXEMO TPHKa3aTH HHUXOBE NMyTame Ha MHTEPBAJy MOCMaTpama [to,tl[ Kao Ha
cnum 1-22.
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1-6 IIOMEPAKE Y BPEMEHY 1M HETTPOMEHIBMBOCT MOJEJIA
AU
HomycruBa ¢yHKIOHWja yias3a
/\/-\ u € Q 13acBako u(t) elU

(tu(t)
; S
t T
ynas oupebyj U IMHAMUKY CTaEba Kpo3 ¢

A x
/‘\0\/‘\/‘\ Cramey TpeRyrsy L
(t, ,x(2,)) (t, ,x(t,)) X(t,) = &t o, X(t), u)

} t S
t, t T

cTame onpebyjelrsnaz Kpo3 n
Ay

,——\._\_./\_/\ H3na3y TpeHyTKY ¢
(t y(1)) y(t)=n(t. x(t))

} } ; —
t, t t, T

Cnuka 1-22 Ilyrame ynasa, crama U u3jasa JeTepPMIHACTHYKOT CUCTeMa

1-6 IIOMEPABE Y BPEMEHY N BPEMEHCKA
HEITPOMEH/BUBOCT MOJEIA

Ha kpajy yBojHOr pa3Marpama cHCTeMa NpOyuynheMoO BPEMEHCKY HENPOMEHJBUBOCT
(cTanoHapHOCT, MHBApHjaHTHOCT) Mojiena cucteMa. Beh cmo yoummm na jepnaumHa ymnas-

U3l1a3-CTambe y(t) = A(X(to), U, ,t[) yKasyje ja usnas y(t) HE 3aBHCH CaMoO Of] IOYETHOT CTa-

2%:] X(to) U BPEJHOCTH yJjia3a u(r) 3a T e[to,t[ , Beh n oxf rpannyHuX Tavyaka t, u t uHTEp-
Baja IOCMaTpama CHUCTEMA [to,t[cT. Ilpn ommcuBamy NpPOMEHE CTama, HOBO CTambe

cucTeMa (I)(t,to, X(to), u) HE 3aBHUCH CaMO Off TIOYETHOT CTamba X(to) U ylla3a Koju fiellyje Ha

HEKOM MHTEpBally BpeMeHa Beh u off TpeHyTKa t, Kaja nouume fenoBame ynasza. MebyTum,

KOJ] MHOTHX MOCTOjehux cucremMa Koje KOPUCTUMO M MpoydaBamo, Ha MpHUMEp padyHapa,
OYeKyjeMO Jia HOBO CTame HE 3aBHCU Off TOYETHOT TPEHYTKa, Beh odyekyjeMo f1a u3na3 u3
pauyHapa 3aBHCH camo Of] Of IporpaMa M HU30Ba MojaTaka KojuMa CMO Ta cHabienu, a He
Ol TPEHyTKa y KOME CMO MOYeJd fla KOPUCTUMO pauvyHap. JEHOCTAaBHO PEUYEHO, MOJEI
CHCTeMa je BPEeMEHCKH HENpPOMEHJbUB (CTalyOHapaH, WHBAapHjaHTaH) ako ce OcoOmHe
CHCTEMa HE MEHAajy Y BpEMEHY.

Jla Ou yraHaumim yBefeHE MOjMOBE MOTOJHO je J1a ce YBefe IMojaM oiepailiopa io-
meparba 27, T € R koju momepa dpyukumjy f ynazao ako je t >0 win ynaiipeo ako je 1<0:
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

Nedunnunpmja 1: OnepaTop noMepama cBakoj pyHkiuju f mpuppyxkyje BpeMEeHCKH MOMe-
peny dpyrkuujy Z ° f koja je nepunrncana ocoouHOM

(Z"T f )(t) 2 f (t — r) 3a cBako t,T y momeny ¢yunkiuje f <o

YounmMo j1a HICMO TIPENM3HO OPENMIN KakBa Mopa fia Oyjie dyukiumja f ga 6m 27° f umano
cmucina. Ako je f:V —>W, taga momen V 3a f Mopa ja mMa JOBOJbHY MaTe€MaTHUKY
CTPYKTYpY y ceou Tako na je 3a t €V u 1t €V jedunucano onysnmame u (t - ’E) eV . Kana
je V BekxTopcku npocTop, OCTOju TOBOJbHA MaTeMaTHiKa cTpykTypa. OOUYHO ce onepa-Top

Z7" mupuMemyje Ha eJeMeHTe CKyrna JONmyCTHBHX yia3a () 3a ONHMCHBale Olepaluje

Kammbema (QyHKIUje yiaa3a U 3a T BpeMeHCKux jepuHuia. Enementu u3 Q cy yHKIHje
obmuka U:T — U, rme je ckym TpeHyTaka BpeMeHa | =Z 3a BPEMEHCKHM IHUCKpETaH

cucteM u 1 =R 3a Bpemencku Henpekupian cucreM. YecTo je HEONXOIHO /1a caM BPEMEH-
CKHM TIOMEpEH yia3 Oyjie MONmycTHBa yia3Ha (pyHKIHja 3a cucteM, Tako na () Mopa nma Oyne
3aTBOpEH 3a onepanujy momepama 2 1 Q — Q.

Yecro ce 3axTeBa fa Ha CUCTEM JieJIyje UCTHU yia3 Oof TpeHyTKa t, + T, KojuM cMo Beh
IeJIOBaNIM Ha CHCTEM Kao yJa3HOM (PYHKLHUjOM U off TpeHyTKa t,, Kao LITO je NpUKa3aHO Ha
cnum 1-20.

)\ v |

u(t) 2t z % u(t)
1 Cd : 1 e
0 t, t 0 £, t,+ T t
a) O6muK U 6) O6auk z ‘U

Cmmka 1-23 Onepartop Z* 3akaiimbaba U 3a T BPEMEHCKHX jeIMHALIA

Bupumo pna je u(to) = Z_Tu(t0 +1:) U 7a je HOBa ynia3Ha (pyHKI@ja Z ‘U gobOujeHa of MpBO-
OuTHEe yJia3He (PyHKIHUje U TOMEpamkeM CBaKe BPEIHOCTH u(t) Y JEecHO 32 T BPEMEHCKHUX

jemuanna. 360r Tora Z° MOXKEMO jIa CXBaTHMO Kao ONEPaTop jeAHHAYHOT Kallikhemha KOji
3aKalmaBa (PYHKIMjYy 3a jeqHy jeMHHIly BpPEMEHa, TaKO ja je Z ' omepaTop KOju
3aKallllkbaBa (PyHKIMjy 32 T BpeMeHckux jeamnuna. Ha coumm 1-200 Bugumo pa je vy
TPEHYTKy t BpegHOCT u(t - ’C) , BpEHOCT yJia3a Kojy 6u U mobmiia T BPEMEHCKUX je[IMHUIIA
paHuje o TpeHyTka t.

Kao mro cmo Beh mpumeTuin, cucTeM je BPEMEHCKHM HENPOMEHUB aKO CE€ HEroBe
0COOMHE HE MEHAjy C BPEMEHOM TE€ je CUCTEM yia3-u3jia3 BPEMEHCKU HEIPOMEHIbUB aKo

6uI0 KOju map yias-u3ias (u, y) MOXKE Jla ce IPOU3BOJLHO ITIOMEpa y BPEMEHY U Jla OcTaHe
nap ynas-u3jia3 cucreMa. BpeMeHCKN HEIPOMEHIBHB CUCTEM HEMa Ty OCOOMHY.

Iedununmja 2: IlocmaTpajMo cucitiem yaa3-u3aa3 y AUCKPETHOM WM HENPEKUJHOM
BpeMmeny 1. CHCTeM je 8pemeHCKU HelipoMeH/bU8 aKO 3a CBAKW Map yla3-u3ias (u,y) u

BPEMEHCKHU MTOMEpeH nap (Z_Tu, Z_Ty) je map ynas-um3ja3 cuctema 3a OWIIO KOje JONMyCTUBO
Kalmmeme T T . <o

Kop cucrema ca yna3HO-U3/Ia3HAM IPECIUKABAKEM () , BPEMEHCKA HEITPOMEHIbUBOCT
ce CBOJY Ha MHBaPHUjaHTHOCT yJIa3HO-U3JIa3HOT NIPECINKaBama, Tj.
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1-6 TIIOMEPAIBE Y BPEMEHY M HEITPOMEHJ/BMBOCT MOJIEJIA

o(zu) =z "¢(u)
3a cBakM yma3 U€() u CBaKO JIONMyCTUBO Kalllkbethe T €1 . VHBapMjaHTHOCT yiIa3HO-
M3JIa3HOT NpeciIMKaBamba Ha MOMepamke Y BpEMEHY je eKBUBaJIEHTHA TBphewy jacy @ u Z

KomyiuaiiueHu 3a cBa T.

IIpumep 1: OppenuTyu ycioBe BpeMEHCKe HEIPOMEHIJbUBOCTH CHCTEMA ONKMCAHOT peslaly-joM
yJ1a3-n3nas

y(t)+a(t) y(t)=a(t)u(t), teR (1)
[IpernocraBumo fa je (u, y) yJIa3HO-M3J1a3HU Hap KOju 3a[J0BOJbaBa peJlaliijy yias3-u3ias
(1). CucreM je BpeMEHCKH HENPOMEHIBHB aKO IOKaXXKeMO Jia je BPEMEHCKH MOMEepeH map
(u', y’), e je U'=2""U, Yy ' =2""y, takobe yia3HO-U3JIa3HU Tap, Tj. TaKohe 3a70BOJbaBa
mudpepeHIjaTHy jeHaunHy (pesaiyjy yiaa3-u3ia3) 3a CBaKo peajHo T.
Bpemencku nomepeHn nap (Z_Tu, Z_Ty) je peliewe nudpepeHIjaTHe jeqHaunHe aKko je
%y(t—r)+a(t)y(t —1)=a(t)u(t-1), teR

Bamemwyjyhu t — 1 ca 0, 3axTeBamo n1a je:

YO, a(c+0)y(0) =alc+0)u(e), .0 <R

Yak u kapja je (u, y) yJIa3HO-M3JIa3HU Map OBa jeJHaYMHa HHje 3aJOBOJbEHA aKO HUje
a(r + 9) = a(e) 3a cBa O €R u3a Heko T €R, ogakie npouctuye fa KoeduimjeHT a Tpeda

na Oyfme BpPEMEHCKHM HENpPOMEHJbUB, Tj. KOHCTaHTaH. [lakje, ako kKoeduiujeHT a HHje
KOHCTaHTaH, BpEMEHCKHU TIOMEPEH Map y ONIITEM CIllydajy HUje map yjiaa3-u3ja3 Te je CUCTeM
BPEMEHCKH IIPOMEH/bHB. O

INedunnnmja.3: CucreM ca y.aasHo-udaa3Hum ibpecauxasarbem u 0e3 mnamhemwa, onucaH
NpecianuKaBambeM yia3-u3ia3

y(t)=¥(t.u(t), teT
J€ 8DEMEHCKU HEUPOMEH.bUB AKO U CAMO aKo e lI’(tl, u) = ‘~P(t2 , u) 3a cBe Tpenytke t,t, €T

U CBa IONYCTHUBA yrpaBibama U € (. <o

Jlakye, cuctem 6e3 MeMOpHje je BpeMEHCKN-UHBAPpHUjaHTaH ako u camo ako yHkiuja ¥ nHe
3aBHCH O] CBOT IPBOT apryMeHTa KOj! OIIUCYje BpeMe.

Kao u xop cucrema yma3-u3jia3, BpeMEHCKa HENPOMEHIBMBOCT CUCTEMa yJia3-u3Jia3-
CTame Ce CBOAM Ha MHBAPUjaHTHOCT y OJIHOCY Ha MOMepame y BpeMmeHy penarumje A Koja
OINCYj€ MTOHAIIAkhEe CUCTEMA:

Nedunuimja 4: CucreM y.aaz-usaas-ciiarse onucan penanajom R cU xY x X oapeben na
CKYIly BpeMeHa | je 8peMeHCKU HelpomeHmus ako je K uHeapujanitina Ha BPEMEHCKO
noMepame, Tj. aKo je (u,y,x) €eR rapa je (z’*u,z*y,z"x) €’R 3a Gmio Koje AOMyCTUBO
BPEMEHCKO Kallllhewhe T €1 . <o

BpeMeHcka HEMPOMEHIJbUBOCT (MHBApPHMjaHTHOCT) CHCTEMa yja3-u3jia3-CTame Iofipa3yMeBa
la OWJIO KOja TpojKa yja3-u3jia3-CTalkbe NMOMEpPEeHa y BPEMeHY W jajbe Oyae Tpojka yias-

u3na3-cTalkbe. BpemMeHcka HENpOMEHIBMBOCT 3HAuyHM Jla Ce JUHaAMHYKe OCOOMHE Mopelna
CHCTEMa HE MEHajy TOKOM BPEMEHA.

Cucrem X ommcaH jeJHAYMHOM IIpelia3a cTama (¢ W M37a3a 1 je BPEMEHCKH Helpo-
MEHJbUB aKO HE MEHa CBOjYy CTPYKTYpPY TOKOM BpeMeHa, IpeMa ciefehoj necpununuju:
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CUCTEMU U IIOJAM CTABA

[eduanmuja 5: CucreM X je BpeMEHCKH HEIPOMEHJbUB (MHBApWjaHTaH) WM CTAallHOHAPaH

ako je 1T 3aTBOpeH y OfHOCY Ha cabupame, () je 3aTBOPEH y OHOCY Ha omepaTop Z = 3a
cBako T €1 m

1¢(t1,t0,>7,u)=¢(t1+r,t0+r,>7,z“u) 3a cBe TpeHyTke 1t , cBa

(TMO3WTHBHA WK HETaTUBHA) KAIllHEHha T, CBA

crama X W CBe jonycruBe (yHKIHje yna3a U. (2)
n(to,)?) = n(tl, )'() 3a cBe TpeHyTKe 1, u t, u cBa crama X (3)
<

Jennaunna (2) Kaxe jja 3a GWIO KOje KAIllEHhe T, aKO IIOYHEMO U3 CTamba X U JIefyje ucra
BPEIHOCT yila3a y ofrosapajyhum TpeHyluMa nocie NOYETHOI TPEeHyTKa, Tafga he oprosa-
pajyha crama OuTH ncta, 63 003upa Ja 1M je Hall IOYeTHU TpeHyTak t, nmm t, + 1. Ycinos

(3) HaM KaxKe J1a M3J1a3 CHCTEMa 3aBUCH CaMO Of] Cajlalllber CTamba X , a He Off TPEHyTKa Kajja
je ciucTeM y TOM CTamy.

IIpumep 2: 3a cucreM MNpeACTaBbEH aHAJOTHMM MOJAEJIOM Ha cinuum 1-21 opgpeputn
¢yHKIUMjy mpenasa crawma, (PYHKIM]y HM37a3a U IPOBEPUTU [la JIM j€ MOJEN CUCTEMA
BPEMEHCKH HETIPOMEHIbUB.

u(t) e x(t) J~ x(t) @ y(t)

©

Cnuka 1-24 JegHOocTaBaH CHCTEM jelHOT UHTETpaTOpa ca HOBPATHOM CIIPErOM

O3HauuBIIM W371a3 U3 UHTErpaTOpa ca X, Tajia je Ha yla3y UHTerpaTtopa y TPeHyTKy t
CUTHaJ X(t) KOJH je jemHak u3Jja3y u3 cabupauya, Koju cabupa —3 X(t) u u(t) . A3na3 y(t) je

HenocpeaHo 4 nyra X(t) . IIpema Tome, cucTeM je onucaH IUHAMAYKUM jeJHaYnHaMa

X(t) =—=3x(t)+u(t)
2
y(t)=4x(t)
JluneapHa udepeHnjanta jeflHaurHa IpBOr pefa
X(t)=-3x(t)+u(t)
JIaKO ce penraBa 1o X(t) y 3aBUCHOCTH O IIOYETHOT YCIIOBA x(to) uynasa U, ., Te je u3nas

U3 UHTErpaTopa X(t) npobGap u300p 3a IPOMEHIBHBY CTama. Peliewe jefHaunHe je

4
X(t,) = o(t,, to, X,u) =) g 4 I e *"Flu(g) dg

t0
aus y(t)=4-x(t) umamo n(t,X)=4X.
Hcnurajmo pa v je cucteM BpeMeHCKH HenmpoMmeHsbuB. Kako je

¢(t1 +1,t,+1,%, Z’Tu) =g Al o] gy Te‘S(tl”_g)(ZTU)(i)dﬁ

to+1
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1-7 IETEPMUHNUCTNYKUN 1 HEJETEPMWHUCTNYKN CUCTEMU

CMEHA MPOMEHIbUBE & —T =G y IOCIENHEM HHTETPATY [aje
tl
¢(tl +1,t,+1,X, z"u) —g ) g J- 6_3(t1_°)u(0) do
to

= (t,,t,, X, u)

Kako je u n(to,)?)= n(tl,)?)=4)?, 3aKJbYYyjEMO Jla j€é MOJEN OBOI CHCTEMa BPEMEHCKHU
HENPOMEHJLUB (MHBapUjaHTaH, CTAl[MOHAPAH ). O

ITonexap ce Kaxe jja KOJ BDEMEHCKU-HENIPOMEHI/bUBHUX CUCTEMA IIOYETHU TPEHYTAK i

HHje BaXKaH, T€ Cce YeCTO pajyl IMOTOJHOCTH MOYETHH TPEeHyTakK momepa y Hyxy. [la 6u To
NoKa3alli HeKa cy ¢ M 1) TpeciuKaBamba NPOMEHEe CTamka M IIpeciinKaBambe n3lasza

BPEMEHCKHU HENPOMEHIBHUBOT cuctema. M3 n3pasa
o(t,t,, X, u) = q)(t +1,t, +1,X, z’Tu)
3a CBaKy BPEJHOCT T, aKo je T = —1, moduja ce

d(t,ty, X,u) = §(t —t,,0,X,2"°u) 4)

LITO HaM yKa3yje Kako Jja IOMepUMO NoueTHU TpeHyTak u3 t, y 0 u oGpaTHo. JenHauuna (4)
BeOoMa jacHO OTKpHBa ia KOJI BPEMEHCKH HENPOMEHJbUBUX (MHBapUjaHTHUX, CTALMO-HAPHUX)
cuctema (PyHKIMja Tpesia3a Cramba () 3aBUCH CaMO OJf pa3jiuKe (t — to) usMeby TpeHyTKa

nocMaTrpama t u modeTHor TpeHyrtka i .

1-7 OETEPMUHUCTUYKU U HEOJETEPMWHUCTUYKUN
CUCTEMHA

Y pocapammuM pa3MaTpamiMa cMO NpehyTHO mpeTnocraB/baiy [1a y MOHALIaKky
cucremMa He mocroju caydajuoct. Kop Oeitiepmunucitiuukux cucitiema 3a TO3HATO CTame

X(to) u Oynyhe ynasHo gejcTBo U MOXEMO je[lHO3HAYHO Jja ofipeauMo Oyayha crama

[to. 1]
X(t) U u3mnase y(t) 3a ce t >t,. Huje Temko ma ce 3amuciau cucreM Koj Kora, 6e3 003upa
KOJIUKO TIOTIIYHO OAPEANMO CTame 1 6e3 063upa KOJIUKO TAYHO 3HAMO BPETHOCTH Oyayhux
yJla3HUX JIejcTaBa, HUje MOoryhe fia ce Ta4HO Ofipeln KakBa he OMTH MOTOMWA CTama U U3NIa3H,
Beh ce y Haj6oibeM cityuajy MOTY OipeIUTH BepOoBaTHOhe MOryhux BpETHOCTH CTama U
n3nasza. TakaB cucreM 3BaheMo croxacTmuké cucTeM. CTOXaCTHUKU CHCTEMHU CE YMECTO
jemHauMHEe yna3-u3ia3-CTamke OINCY]y jeJHAUYMHOM yJa3-u3lia3-pacrnojieyia cTama Koja

onpebyje mepy BepoBaTHOhe cnydajHe NpOMEHIbLUBE y(t) y mpocTopy msmasa Y . ¥y
3aBUCHOCTH Of] TOYETHOT CTamba X(to) U yIIa3HUX JiejcTaBa Uty 1] - dynkuuja npenasa crama
X(t) = d)(t,to, X(to),u) 3aMemyje ce (PYHKIUjoM Koja oipebyje ycrnoBHy pacrnojiesly BepoBa-

THOha X(t) 3a CBaKM TpeHyTak { u 3ajare X(to) u Uy

O:TxTxXxQ—> XP

rae je XP MHOImTBO pacnofena BepoBaTHOha Ha X. UecTo ce cTOXaCTHUYKM CHCTEM ONHCYje
noMohy eTepMUHUCTUYKOT MOJiesia ca CIy4YajHUM yJa3HuUM JejcTBUMa U mnopemehajuma.
[Ipoyuumo TO Ha MpUMEPY jeTHOCTAaBHOT MOJieJa 3ajuxa.
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CHUCTEMUA U IIOJAM CTABA

IMpumep 1: bp3una nmpoMeHna obuma 3anuxa X(t) y TpeHyTKy t 3aBucu ofi paznuke Op3uHE

NMpUMamka TOTOBUX MPOU3BOfA u(t) u Op3uHE MCIOpyKa MPOU3BOJA MOTPOIIaYNMa f(t) y

X(t)=u(t)- f(t)

ITpu Tome ce mpeTnocTaBsba ia cy X(t), u(t) u f (t) MO3UTUBHE U JIeO N0 Ie0 HeNPEKUIHE

jeIMHULI BpEMeHa

dyukimje. Kama ce U u f ciopo Memajy, i cy KOHCTaHTHE Ha MHTEPBAJY [kAt, (k +1)At]
ofiroBapajyhu IucKpeTu30BaHu MOJIEN je
X[(k +1)At] = x(kAt) + At [u(kat) - f (kat)]
OJTHOCHO
x(k +1) = x(k)+ u(k) - f (k)
aKo ce mepuoya ofadbupama (Kopak AucKpeTusanyje) Hopmupa Ha At =1. Taunoct anpok-
cuMalldje HajBullle 3aBHCH Off nepuopia ojadupama At, KOju ce mpemMa TEOpeMH O

omabupamy ofpebyje y 3aBucHOCTH Off 0cOOMHA (pyHKIHja U 1 f 1 TauHOCTH HUXOBOT Omuca.
Kapa 3HaMo cTame 3anuxa y HOYeTHOM TPEHYTKY X(O) , 3a ofipebuBame BLUXOBUX IPOMEHA

MOpamMO ja 3HamMoO oOume IPOU3BOJHE u(O),u(l),...,u(N —1) U HOTpaxmy
f(O), f(l),..., f(N —1) Ha cBakoMm wuHTepBany KAt,0<k <N -—1. Tlomro mnoTpaxipy
npefBubhaMo Ha OCHOBY CTAaTHCTHUKHMX IOfaTaka, y TauHHjeM MOJEJ]y 3aiuxa ce f(k)
nmocMaTpa Kao ciydajHa mpoMensbuBa. Kama ce ympaBiba 3anuxama Hajuenthe MOCTOjH
KalllleHhe Off TPEHYTKA JIOHOIIEHha OfJTyKe O IPOMEHN 00MMa ITPOM3BOAK-E B TPEHYTKA Kajia

ce TO CTBApHO jemaBa. Y TOM cjyd4ajy ce NPOMEH/bHBE Ca KalllbEHEM pa3MaTpajy Kao
cllydajHe IpOoMeHJbuBe. [IUCKpeTHN MOJIEeI TAKBOT CUCTEMA YIIpaBibamba 3ajluXxaMa je

x(k +1)= Ax(k)+ Bu(k,h)+C f (k)
e cy A, B u C maTtpune onrosapajyhux qumensuja. Bennunna u(k,h) je Tekyha BpeHOCT

yIpaBbayke MPOMEHJbMBE Yy K-TOM TpPEeHYTKY KOja 3aBUCH Off BEJIMYMHA YIPABIbAYKUX
nejcraBa y K-Tom u nperxopHuM TpeHyimMma. CBakO TakBO yINpaBjbake CTUXKE Ha yias
CHCTEMaA Ca CIIy4YajHUM KallllbEHEM:

u(k,h) = 3 & (k) u(k—m)

m=0
rge cy &m(k), m=0,1,...,h cayuajue Benmumue, Koje AoGHjajy BpegHoct 0 mmm 1 ca
No3HaTUM BepoBaTHOhama. ITopep Tora, npeTnocraBka je f1a y uspasy 3a u(k, h) O6mI10 Koje

yIIpaB/bauKo JI€jCTBO u() MO3Ke Ja Ce TI0jaBu caMo 3a jeiHy BpepHocT K. O

Y pa3MoTpeHOM IpHUMEpY, 1a Ou y3ein y 0063up HeoapeheHocTn yBein cMo ciay4dajHe
BEIIMYNHE Y JIMHEApHE jeHaYnHe Mofiesia. Moriam cMO 1a KOPUCTHMO U IpYradujy MPHUCTYII,
y3 MPETHOCTaBKy fla Cy Koe(UIMjeHTH Mofesa ciydyajHe mpomMeHbuBe. Kop cBHX THX
MPUCTYIA je OCHOBHA NMPETHNOCTaBKa fla Cy TayHO MO3HAaTEe pacrnojiesie BepoBaTHOha u fa ce
MOTY TIPOBEPHUTH Ha OCHOBY OIrOBapajyhux MpOILIUX pa3MaTpama M mojaTaka. 3axTeB ja
ce 3Hajy TayHe pacrnojejie BPEeJHOCTH CIy4YajHUX MPOMEHJBUBHUX je BEOMa CTPOro
OTpaHUYEH:-E M BEOMa PETKO Ce OCTBapyje Kop nocrojehux cucrema.

VY cnyuajy HenmoTnyHuX MH(MOpMaIHja 4eCcTo Ce AOMYyIITa Jja BPEAHOCTH NapameTrapa
Oyly MHTepBaiu OpOjHE Oce yMecTo caMmo jefHa BpegHOCT. CIOCOOHOCT pauyHama ca
WHTEpBaJuMa yMecTo ca OpojeBuMa u objallmkaBa TOHAIIAKkE JbYU Y YClIoBUMa Heopipebe-
HOCTH. Buiio Koju cTBapaH mpoliec He MOXKe ce Y MPUHIMITY TavYHO OMUCATH, T€ Ce KOPUCTH
METOJI €KCHEPTHHX MpOIlleHa MapaMeTapa Kao HajjeJHOCTaBHU]jW, HAJOMIITHjH, a CACBUM
3aoBosbaBajyhu mocrynak. [Ipm Tome ce ekcmepr pa3marpa Kao moceGHa JMYHOCT WIIH
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1-7 IETEPMUHNUCTNYKUN 1 HEJETEPMWHUCTNYKN CUCTEMU

rpyna JUYHOCTH, KOjH YCIIe[ CBOT 0Opa3oBama WM UCKYCTBAa MOCEAYjy 3HATHO 3HaHE U3
oxnroBapajyhe o6Omnactu. IlpoueHa mapameTrapa ce TakO OpraHusyje fla KBaJUTaTUBHE
npeJficTaBe eKcrnepaTa O pa3IMIuTHM MOTYhHOCTHMA MOTY fia ce u3pa3e Y KBAaHTUTATHBHOM
00uKYy.

IIpumep 2: [TocmaTpajMo Mofiesl cucTeMa MPOU3BOMIEbE U YIIpaBibamka 3ajinxama Kojl Kora je
IPOMEHA MHTEH3UTETa MPOU3BOAIE CPa3MEpHA CTBAPHOM HMHTEH3HUTETY NPOU3BOAHE X, U

KEJbCHOM HHTCH3UTETY MPOU3BOAHKEC U, a IIpOMEHa obmMa 3anmxa 3aBHUCH O] CTBapHOT
HUHTEH3UTETA NPOU3BOHE Xl " BEJIMYUHE TPpAXKE f

X,(t) = o (u(t) = x(t)

X, (t) = x,(t)- f(t)
I7e je o MO3WTUBHU MapaMeTap. Y3 pa3jnuuTe MPEeTHOCTaBKE, YBEK MMaMO HEKYy MH(pop-
Manujy o BpepHocu KoedunujeHta o. Ha nmpumep, 3aamo ja o Huje Behe o 1 u Huje Mame

on 0.4, anu npu TOMe HE 3HAMO HETOBY CTBapHY BPEJHOCT U3 MHTEpBala [0.4, 1]. Cse mro

3HaMO je Jla MOCTOoje pa3nyuTe MOTYhHOCTH ca OfiroBapajyhuM CTENneHOM JOMYCT/bUBOCTH.
Y ynpaBibamy NPOU3BOJHKHOM CBE CYLITACTBEHUjH NOCTajy HAUMHU MOJieNIoBama Heopipebe-
HOCTH, jep 10 cajja KopulitheHn MEeTOJIe aHAJI3€e CTPOro U MOTIYHO ofpeheHnx mporeca jajy
pe3yaTaTe Koju cy Off He3HaTHE TOMOhM.

Henornyno ogpebhenn nponecu Mory ce MopiesioBaT HoMohy Hepa3rOBETHHX CKYIIOBa
(Bagex JI.A.), KOju Cy yTeMeJbeHU Ha YONIIITEHOM MOjMY KapaKTepUCTUUYHE (PYHKIIH]je CKyTa:
ako je X HEeKH CKYII, ’erOB Hepa3roBeTaH MOACKYM A omucyje ¢pyHKyuja UpuilaoHociiiu

Pat X = [0, 1]
KOja CBakOM elieMeHTy X € X mpuapyxkyje 6poj 0< u(x) <1 xoju omucyje creneH npuna-
nHOCcTH eneMeHTa X nmoackymy A. To 3Haum fja eqeMeHTH ckyna X y pa3juuuTOM CTENeHY
NpUInajajy HepasroBeTHoM ckymy A. JacHo je ja KoeduIujeHT o M3 IOCHeiker npuMepa,
4Hjy BENUYMHY IpEAcTaBlba CKyl OpojeBa [0.4, 1] ca pa3IMYUTHM CTENeHMMa JOIMYCTUBO-
CTHU, MOXKE Jla ce OMMUIIIe HEPA3TOBETHUM CKYIIOM peallHuX OpojeBa

o:R—[0]]
Tama guHaMmKa cucTeMa MOXKE Jla ce OMUIIe Hepaszoseitinom peaayujom (3apex JLA. [2] )

f 1 X xQx X —>[0]]

KOja caMa MpeJicTaB/ba Hepa3roBeTaH mojpckyn u3 X x Qx X, rge je X mpocTop crama, a
Qc R™ ckyn pgonyctuBux ympabmbama. Caja ce BelMuMHA f(x,u, X') pasmaTpa Kao

HWHTEH3UTET IIpeJia3a, ujin Ta‘IHI/IjC KaO CTENCH MPUIIAJHOCTU €JIEMECHTA X' JIUKY Ilapa (X, U)

npu npecinukaBamy f.

YnoTtpeba Hepa3roBETHUX CKyNOBa omMoryhasa fia ce U30erHy JaXKHe acolyjanuje Ha
nojam BepuBaTHohe. BepoBaTHoha je Be3aHa 3a Cily4ajHOCT, JOK CYy HEPA3rOBETHU CKYIIOBH
BE3aHU 3a HEPA3TOBETHOCT, HeoipeheHOCT W yommTeHo peueHo 3a cybjekTtuBHOCT. Ilop
cyOjekTuBHOIIhy mofipasyMeBaMO JIMYHM NOrJe[ WA JIuyHe ocehaj 3a mpoydaBaHM
npo6aeM. Yak u cy6jeKTUBHOCT fiaje MoryhHocT f1a ce yBefe ypebenoct. OGjacHUMO TO Ha
nojMy upeanse tadyke. CBaka Tayka y IPOCTOPY CTama CHCTEMa MoOXe ja Oyfe Mamwe UK
BHIIE yla/beHa Off HEKOr HpeanHor cramwa. CTeleH Te yHalbeHOCTH U3paKaBaMoO IIPEKO
BpeHOCTH (pyHKuMje npunagHocTH. Kaga ce roBopu O CKynoBMMAa, MMajy C€ y BHAY
€JIEMEHTH Ca HEKUM 3ajeJHUUKNM CBOjcTBOM. Ko Hepa3roBeTHUX CKyINOBa UMajy Ce Y BUNY
€JIEMEHTH KOjH IeTMMIYHU NTOceyjy To cBojcTBO. Ha mpumep, y mpocTopy cTamba MOXKeMO
la OfpeauMO HEepa3roBeTHH MNOjcKyn Moryhux crawma. HasuBajyhu crame “moryhum®,
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jeTHOCTAaBHO HMMaMO Yy BHAY Ja Tako O meMy npocybyje Heku nojepmHan. CBako
npocybuBamwe ofipebyje noce6an Hepa3roBeTaH CKYII.

IMpennoct kopumrhewma MmojMa HEpPa3rOBETHOT CKyMa je jeMHOCTaBHOCT W OMIITOCT.
Hepa3sroseran cucrem HUje CIOXKEHUjU Of] IETEPMUHUCTHYKOT, a OMOTyhaBa peniaBame He
camo jemgHor npo6iema Beh mene rpyne npo6iema. FicToBpeMeHo ce MOfIeN yCIoXbaBa, jep
ce JIONyIITa /1a HEKM IapaMeTap MOXe Jia y3uMa OWII0 KOjy BPEIHOCT U3 HEKOT MHTEepBaJa.
Tako goOujeHn cucTeM MOKe fla ce IOCMaTpa BUIIE KAO CUCTEM 3a IOHOILIEHE OITTyKa, HETO
Kao TPOCT ONHUC Tpejia3a CHCTeMa M3 cTama y cTame. To hemo pmerasmbHHje MpoOydyuTH Y
HapegHNM MOTJIaBJbAMa.
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