Ekonometrijske metode Specijalni problemi linearnih regresionih modela

3. SPECIJALNI PROBLEMI LINEARNIH
REGRESIONIH MODELA

3.1. Uvod

U dosadasnjem razmatranju linearnih regresionih modela, ili ta¢nije u ocenjivanju
parametara linearnih regresionih modela metodom najmanjih kvadrata, istaknuta je
vaznost nekih osnovnih pretpostavki. Te takozvane pretpostavke najmanjih kvadrata
se sastoje od sledeceg skupa ogranicenja:

1) Clan g,j=1,2,...N koji opisuje gresku u linearnom regresionom modelu iz
dela 3. je sluc¢ajna promenljiva sa kona¢nim vrednostima srednje vrednosti,

varijanse i kovarijanse.

2) Ocekivana vrednost ¢; je jednaka nuli i svaka od nezavisnih promenljivih vrednost

Xi,1=1,2,...,k;j=1,2,...,Njenezavisna od g, ili

E(e)=0iEXe )=0

gde je X; vektor Xj; = { Xi1 ,Xi2, ..., Xin }.
3) Varijansa svakog & ,j =1, 2, .. ., N je ista bez obzira na j, a kovarijansa jednaka
nuli, tj.:

E(ssT) =0

Sto ¢ini takozvanu pretpostavku homoskedasti¢nosti.

4) Nezavisna promenljiva je data bez greSke i ima konac¢nu srednju vrednost i

varijansu.

5) Matrica X linearnog modela sa viSe nezavisnih promenjljivih ima rang k < N, §to
zna¢i da ne postoji linearna veza u skupu nezavisnih promenljivih kao i da broj
observacija prevazilazi broj parametara koji se ocenjuju.

Navedeni skup pretpostavki, obezbeduje vazne osobine ocena parametara i to
nepristrasnost, konzistentnost i asimptitsku efikasnost.

Medutim, u analizi prakticnih ekonometrijskih problema neke od navedenih
pretpostavki ne vaze. Na primer, u studijama traznje u zavisnosti od dohotka,
pretpostavka o konstantnosti varijanse, tj. homoskedasti¢nosti slucajne greske je
nerealna, jer se varijansa obi¢no povecava sa dohotkom.

U ovom delu ¢e se razmotriti neka karakteristiéna odstupanja od navedenog skupa
pretpostavki kao i nacin njihovog tretmana.
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3.2. Multikolinearnost

Ako posmatramo matricu podataka X reda n x k sa rangom k, jedna od osnovnih
pretpostavki linearnog regresionog modela je da ne postoji linearna zavisnost izmedu
nezavisnih  promenljivih. Ta pretpostavka se zasniva na cCinjenici da

~ -1 . .. . , .. .
ocenaf} = (X TX) XTY zahteva inverziju X "X $§to je nemoguée ostvariti ako je rang
matrice podataka X, a samim tim i X "X , manji od k. Za ovaj slucaj se kaze, da se
radi o ekstremnoj multikolinearnosti, kada su neke ili sve nezavisne promenljive
potpuno (perfektno) kolinearne. Potpuna kolinearnost nezavisnih promenljivih Xj; se
izrazava relacijom:

C Xy +C Xy +..4C X =0, j=1,2,...,n

koja vazi za neki skup vrednosti ¢; , koje sve nisu jednake nuli. Drugim re¢ima jedna
od nezavisnih promenljivih se moZze prikazati kao linearna kombinacija ostalih, t;.

rang matrice X se smanjuje za 1.

Primer: Posmatrajmo model

P, =By +BiL +B,D +BX;+B,X, +¢,

gde su: P - prihod od prodaje
L - broj prodatih levih cipela
D - broj prodatih desnih cipela

X3 1 X4- ostali proizvodi

Prihod dolazi od prodaje obe, desne i leve cipele, tako da svaka od njih ima pravo u
objasnjenju dogadaja pri ostvarenju prihoda, ali tada neki od parametara nemaju
interpretaciju sa punim znacenjem. Na pr. B; je parcijalni izvod od p po levoj cipeli,
smatrajuci sve ostale promenljive ukljucujuci i desnu cipelu konstantnim, Sto nema

smisla, jer se cipele uvek prodaju u paru.
Tako, iako vrednosti parametara ; 1 B, mogu biti dobijene, one ne mogu biti
interpretirane. Problem se moze reSiti predefinisanjem promenljivih, naime, treba

definisati novu promenljivu : "par cipela".

Ovaj primer sa cipelama je bio slucaj ekstremne multikolinearnosti, zato Sto ukljucuje

postojanje ta¢ne linearne relacije izmedu nezavisnih promenljivih.

Osnovne posledice multikolinearnosti su sledece:

43



Ekonometrijske metode Specijalni problemi linearnih regresionih modela

1) Tacnost statistickih ocena parametara drasticno opada, pa postaje neobicno

sloZeno razdvojiti veze uticaja razli¢itih nezavisnih promenljivih.

2) Ponekad se izbacuju promenljive iz analize, jer recimo njihovi koeficijenti nisu
dovoljno razli¢iti od nule, te se smatra da te promenljive nisu od uticaja, $to moze

da bude pogresan zakljucak.

3) Ocenjivanje koeficijenata postaje vrlo osetljivo i npr. kada se na izvestan skup
podataka pridodaju neki dodatni, moze do¢i do promene posmatranih koeficijenata.
Kada je promenljiva uvedena u jednalinu i kada je kolinearna sa ostalim
promenljivim u jednacini, postavlja se pitanje Sta se uobic¢ajeno deSava? Odgovor bi
bio, da

1) Standardna greSka koeficijenata raste i da

2) Koeficijent determinacije opada.
Pretpostavimo slede¢e modele:

Y, =BX, ey, i=1,2,...,N
Yy = B X+ BoX 5 +E i=1,2,...,N
Ocene ﬁ1i B}imaju varijanse:

V(i) -5

2

_ (&)
- xil-ri)

v(p:)

Kada postoji korelacija izmedu dve nezavisne promenljive, rX21X2 se razlikuje od nule

pa je tada:

V(B1) > V(B1)

U nekim slucajevima korelacija izmedu X; 1 X, moze biti tako bliska da varijansa
ocena postane ekstremno velika. U takvim slu€ajevima ocene nisu pouzdane i mogu

biti odbacene, mada se pri tom mora biti izuzetno oprezan.

Kako izbe¢i multikolinearnost? Svakako, korisno je upotrebiti neku od metoda koje

postoje za detekciju prisustva multikolinearnosti u datoj regresiji.
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Najjednostavnija metoda je izracunavanje koeficijenata korelacija rxz1 x, lzmedu parova

nezavisnih promenljivih. Ukoliko se pretpostavi da postoji visoki stepen korelacije X;

1 Xj tad postoji 1 odgovarajuci stepen kolinearnosti u datom modelu.

Takode, u slucaju da se sa visokim nivoom znacajnosti moze usvojiti hipoteza da dati
koefinijent b; nije jednak nuli, a istovremeno F test tvrdi da su svi parametri b, bs, . . .

, by jednaki nuli, moZe se sumnjati da je prisutna multikolinearnost.

Dalje, ukoliko se dobije da je znak parametra suprotan od onog Sto kaze teorija, opet

se moZe posumnjati da je prisutna multikolinearnost.

Formanlniji test detekcije prisustva multikolinearnosti je izracunavanje faktora
inflacije varijanse za svaki parametar b; . Naime, varijansa parametra b; se moze

izraziti sa:
S
V(b) =1 "Rz

gde je R?

-~ viSestruki koeficijent determinacije modela u kome se nezavisna

promenljiva Xj regresirana na preostale nezavisne promenljive.

Faktor:
1

1-R]

1

VIF =

se naziva faktorom inflacije varijanse i ukoliko je veci od 10 odnosno R? veée od 0,9

tad je promenljiva X; kolinearna sa ostalim i treba je izostaviti.

Faktor:

TOL=— =1- R}
VIF

se naziva faktorom tolerancije.

Primer multikolinearnosti:

Y - veli¢ina prodaje
X5 - cena artikla
X3 - veli¢ina ekonomske propagande

Y =B +BX, +BX5+¢

Cesto se X3 odreduje kao procenat prihoda od prodaje, a prihod (broj komada x cena)

1 veli¢ina ekonomske propagande su u zavisnosti:
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X, =KX,

Za slede¢e podatke imamo primer perfektno korelisanih nezavisnih promenljivih

il % | x| Y
| 2 6| 23
2 83
3 6 8| 63
4 10| 10| 103
X, =5+05X,
Medurezultati:
X, =65 X, =825 Y =68 D x% =35
D x2 =875 D X,y =350 D X,y =175 D XXy =175

350* 875-175* 175 30625-30625 0

27 35%875-(175°  306.25-30625 0
175" 35-350" 175 _6125-6125_0
7 0 0 0

samim tim je 1 b; neodredena veli¢ina.

3.3. LaZne (veStacke) promenljive

U dosada$njim razmatranjima glavne promenljive X, iz opSteg modela opisanog
linearnom jednacinom Y = X} + €, su pretpostavljale promenljive koje su imale svoje
ekonomsko znacenje, odnosno mogle su se kvantitativno iskazati. Linearni model se
moze proSiriti 1 sa takozvanim laznim (vesStackim) promenljivim, ¢ije koriS¢enje ima

svrhu da predstavi uticaj raznih kvalitativnih efekata kao $to su:

1) Vremenski efekat - promene veza ponasanja od jednog do drugog vremenskog
perioda

2) Prostorni efekat - promene u ekonomskim funkcijama u razli¢itim regionima

3) Kvalitativne promenljive- podaci o zanimanju, branom stanju, polu, igraju vaznu

ulogu u odredivanju ekonomskog ponaSanja

4) Grupisanje promenljivih - koje se narocito koristi za jednostavnije slu€ajeve, kada

mu je primena adekvatna.
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LaZne promenljive uzimaju dve vrednosti, nulu ili jedan (te se zato zovu i binarne
promenljive). Pretpostavimo da je moguce razdvojiti podatke u viSe kategorija.
Takode, moze se pretpostaviti da podaci unutar svake kategorije imaju istu vrednost
parametara, ali zapazanja u razliitim kategorijama mogu imati razli¢ite skupove
parametara. Tada istraziva¢ moze dopustiti te razlike, upotrebljavajuéi lazne

promenljive.

Razmotrimo model
Y. =By + B Xy + B X5 +¢

Dalje pretpostavimo da istraziva¢ ima dve kategorije podataka i veruje da ce
koeficijent X, biti razli¢it u te dve kategorije, a takode ocekuje da ¢e svi ostali
parametri ostati isti. Npr. neka promenljive, prisutne u modelu, predstavljaju: Y; -
prinos po hektaru; X;; - ulaganja po hektaru i Xj; - koli¢ina dubriva po hektaru, gde

postoje dve razlicite vrste: M 1 N.
Potrebno je oceniti sledecu regresiju:

Yi=Bo+B:X 45 +BX +B3(Dx2i)+8i

gde je:

{1, ako je M
~10,ako jeN

Kada lazna promenljiva ima vrednost nula, dubrivo koje se koristi je N i posmatra se

regresija:
Yi=Bo+ B Xy + B, X5 ¢

Ako pak, lazna promenljiva ima vrednost jedan, koristi se dubrivo M, pa je regresija

koja se posmatra:
Yi=Bo+BXy "'(Bz + B3)X2i TE

Lazna promenljiva D se moze koristiti 1 kao aditivna nezavisna promenljiva, pa tada

postoji promena konstantnog ¢lana u dve kategorije
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Yi=Bo+oD+B, Xy +BX 5+

gde je

{1, ako je M
~10,ako jeN

Ako se koristi dubrivo M konstantni ¢lan regresije je B, +a, dok pri kori§¢enju

dubriva N taj Clan je Bo.

Klasi¢an primer iz ove oblasti je i1 primer funkcije potroSnje u dva vremenska perioda:

za vreme rata 1 mira:

C=o,+BY +¢, - ratno vreme

C=a,+BY +¢, - mirnodopsko vreme

Pri tome je o, > a,. Ako B nije identi¢no tada se niSta ne dobija upotrebom laznih
promenljivih, tj. pristrasnost se moze izbe¢i regresujuci odvojeno, a da se ne izgubi
efikasnost. Sa druge strane, ako je B zajednicko, korisno je koristiti sve podatke, da bi
se dobila Sto efikasnija ocena tog parametra. To se obi¢no postize kombinovanjem
jednacina u jednu jedinu vezu:

C=a,+yD+BY +¢

gde je

{1, ako je mirnodopsko vreme
~ |0, ako je ratno vreme

Za razlicite vrednosti lazne promenljive, ponovo se dobijaju dve prvobitne jednacine:

C=o,+BY +¢, - ratno vreme

C=a,+y+BY +¢, - mirnodopsko vreme
gdejeo, +y=a,

Kod jedinstvene regresije, C je zavisna promenljiva a matrica podataka izgleda
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01 Y,
0 1Y,
10,
10,
10 Y,
0 1 Y,
0 1Y,

gde se pretpostavlja da se prva dva perioda odnose na mir, sledeca tri na rat, Sto sledi

mirnodopski period do kraja.

Razmotrimo jedan drugi primer sa slede¢im modelom:
Yi=Bo+Bi Xy +BXy +g

Naime, ovaj model treba da objasni ponaSanje recimo, ljudi, zena 1 dece, ali ako samo
B varira za tri promenljive to nije dovoljno. Potrebne su dve lazne promenljive, ili

uopste za m kategorija, neophodno je uvesti (m-1) laznih promenljivih.
Y =Bo +B:Xy +(x1(D1X1i)+(x2(D2X Zi) +PX 5+,

gde je:

{1, ako je ~ovek
"~ |0, ostali

{1, ako je “ena
2710, ostali

Lazne promenljive se mogu koristiti i u analizi vremenskih seroka za tretman
sezonske komponente. Recimo, ukoliko su podaci vremenske serije dati kvartalno 1

ukoliko se pretpostavi linearni trend uz prisustvo sezonske komponente tad je
Y =Bo +Bit+B,Q, +B,Q; +B,Q,

gde je:
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2

_ |Ludrugomk var talu
B 0,inacn

Lutrecre kvatalu
0, =

0.,inacn

{l,uéetvrtomk vartalu
4 =

0,inacn

Prvi kvartal je uzet kao bazni. Koeficijenti uz lazne promenljive Q; , Q3 1 Q4 odreduju
srednji prirast (pozitivan ili negativan) u odgovaraju¢em kvartalu selektivno u odnosu

na bazni kvartal.

3.4. Heteroskedasti¢nost i uopStena metoda najmanjih kvadrata

U praksi ekonometrijskih studija, pretpostavka o konstantnoj varijansi za ¢lanove

poremecaja ponekad ne odgovara stvarnosti.

Pretpostavka homoskedasti¢nosti (od grékog: ravnomerno rasprostranjeni), varijansu

V(¢ ) predpostavlja konstantnom duz cele linije regresije (S1.3.1.).

PIY/X]

Kako je to nerealna pretpostavka, za stvarne poremecaje se moze pretpostaviti da su

heteroskedasticni $to je ilustrovano na S1.3.2.
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PIY/X]

S1.3.2.
Pretpostavimo da je u linearnom modelu:
Y=a+pX+¢

varijansa oblika

K
V = L —
(e)=kx" =X

gde m uzima vrednost 0 < m< 2,1 K = const.

Kada je m = 0 tada je V = K = 6 §to je bio slu¢aj koji je do sada razmatran. Neka je

1 definiSimo novi ¢lan poremecaja:

8: :\/Wigi

Ako je oc¢ekivana vrednosti E(gi) =0 tada je i E(si*) =0

Odnosno

V(e =K

K
):WiWi
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Na predpostavljeni linearni model i poremecaj 8; treba primeniti metodu najmanjih

kvadrata:

minQ=ie; =Z:Wl.el.2 =ZVK(K —a—b)(l.)2 odnosno
i=1

DWY, =a) W, +bY WY,
AR ZZWi<Yi —a-bX i)(_x i) =0
DWX,Y, =aX WX, +b) W, X?

Opésti slucaj primenjene transformacije:

Vie)=xf(x)1iY=a+pBX +¢

1 treba transformacijom da se dobije:

* & . Y
= ) —

— Jer
f(x) \/f(x \/f(x)
Iz (3.1)i (3.2) sledi:

WY, -bY WX,

T Yw,

WY WXY, =D WY WX,

ZWZWXZZWXZWX

odnosno:

WY
ZVVzXzYz - ZZ::V;/I ZVVzXz
b= "

WX,
ZW;XI‘Z _ZZ:;VIZI/V;XI

(3.1)
(3.2)

A P X4+—2

o o Jrw
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Ekvivalentno reSenje u slucaju viSestruke regresije se moze dobiti sledeCom

transformacijom. Najpre se definiSe matrica D:

[1/5, 0 0 |
0 /s, 0 |
D=| , I
Lo 0 - 1/o,]

Zatim se sistem:
y, =x,f+g i=1,2,...,N
odnosno Y = XB+¢

mnozi sa D kada se dobija:

DY =(DX)B+Ds

Tada je:
|r1 0 - 01|
o1 -0
E[Da(Da)T]:I: . :i
0 0 - 1]
g /o,
De = 82/,0-2
Eyloy
_Y1/G1—|
DY — Y2:/02|
_YN/GNJ
/0, X, /o,
DX = : :
1oy X,y/oy

pri Cemu je o, =V (g;)

X, /o,

Xw/loy -

(3.3)
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Na ove transformisane podatke direktno se moze primeniti metoda obi¢nih najmanjih

kvadrata kada se dobija ocena

b={px) px}" (DX) (DY) (3.4)
_i €16y | _E(glz) E(g,6y) |
ol 00y o} 0,0y
E|pe(De) |= ] ... =|.. =1,
Ené i E(sye)  E(sy)
L OO 0-12\7 Iy L 9N 0-12\’ d v
g\ NPT .. . &,&; e . & .
dakle E(—)° =1- jedini¢na varijansa, i E(———) =0 - nema korelacije izmedju —1
o, 0,0; o,
‘i
O .

J

Ovo reSenje je isto kao 1 uopStene metode najmanjih kvadrata, ali je dobijeno na

jednostavniji na¢in. Ukratko, postupak za njegovo reSavanje se svodi na:

1) Transformisanje shodno jednacini (3.3)

2) Primenu metode obi¢nih najmanjih kvadrata.

3.5 Uopstena metoda najmanjih kvadrata

Jedna od osnovnih pretpostavki u reSavanju osnovne jednacine standardnog linearnog

modela:
Y =XB+e
metodom najmanjih kvadrata je bila:

V(e) = E(ee™) = o2

e

Medutim, ova pretpostavka se moze zameniti sledecom koja je opstija i time manje

ogranicena:

V(e)=Elee" )= oW (33"
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gde je o° nepoznati faktor. a W poznata, pozitivno definitna matrica reda N.
Ovakvom pretpostavkom se obuhvata heteroskedasti¢nost, tj. slu¢aj kad varijansa nije

konstantna, kao i moguénost korelacije gresaka.

Pozitivna definitnost matrice W implicira da ne postoji savrSena korelacija izmedu

bilo kog para gresaka (si , € j), a takode da ne postoji savrSena korelacija u celom

skupu €.

Problemu ocene parametara 3 uz uslov (3.3')se moze pri¢i na viSe nac¢ina. Kako je W
simetri¢na 1 pozitivna definitna matrica, tada mora da postoji nesingularna matrica P
reda N takva da je:

W' = PP’

Ako osnovnu jednaCinu linearnog modela pomnozimo matricom P sa leve strane
dobijamo:

PY = PXp+ Pz

ili:

Y, =X,B+e, 3.5)
gde su:

Y,=PY; X,=PX; i g =Pe

Na osnovu ovih definicija sledi da su greske e homoskedasti¢ne 1 sa nultom

kovarijansom, tj.:
E(e,2! )= E(Pe(Pe)" )= PE(ee™ )PT = P(c*W)P" =5 P(PP" )" P =571

te se prema tome na transformisanu jednacinu (3.5) moZze primeniti direktno metod

najmanjih kvadrata i dobiti ocena:

b=(XTX)"XTY,
ili izrazeno preko originalnih promenljivih:
b=(XTW )XWy (3.6)
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Ocena (3.6) za vektor parametara 3 se ¢esto naziva Aitken-ova ocena.

Lako se pokazuje da je varijansa ocena (3.6):
V(b) = (X TW'X)"™ (3.7)

Isto tako, ocena varijanse slucajne greske je:

, eW'e

Na osnovu izraza (3.6), (3.7) i (3.8) moze se zakljuciti da se na odgovarajuce veli¢ine
u uopstenoj metodi najmanjih kvadrata, mogu formalno izvesti, kad se u
odgovaraju¢im izrazima dobijenim standardnom metodom najmanjih kvadrata,
matrica X zameni matricom WX, vektor Y sa vektorom WY i vektor e sa vektorom
We.

3.6. Autokorelacija

U prethodnim razmatranjima, kod proucavanja linearnih modela, jedna od
pretpostavki je bila da nulta - kovarijansa za ¢lanove greske implicira: E( s,sT) =c’lu

¢emu cClanovi sporedne dijagonale daju

E(8t8t+s) =0zasvetisves=0

Pretpostavimo slucaj kada jedan linearni model opisuje zavisnost Y u odnosu na X u

bilo kom vremenskom periodu t prilikom analize podataka jedne vremenske serije:

Y =a+pX, +¢,
gde su a 1 B parametri koji se ocenjuju a & greska koja je Cesto serijski korelisana ili
autokorelisana. To u stvari znaci da je ta greska & u bilo kom vremenskom trenutku t,

u korelaciji sa jednom ili vie ranijih (prethodnih) vrednosti, &.; , €., , itd.

Kada su clanovi slucajne greske e autokorelisani, obi¢ni najmanji kvadrati ne

obezbeduju najbolje nepristrasno linearno ocenjivanje, parametara o i 3.

Za model:
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Y, =pX, +¢ ,=1,2,...,N (3.9)

pretpostavimo da greSke & nisu viSe nekorelisane, odnosno da se generiSu

Markovljevim lancem ili najjednostavnijim tipom autoregresione Seme:
g, =pe+V, , t=23..N , [g<1 (3.10)

gde su

2
ol

E(v)=0,icov(v) =0

Kvadriranjem izraza (3.10) i trazenjem ocekivane vrednosti tog izraza, dobija se:

ol =p’c’+o’ odnosno (3.11)

c. = > Sto je homoskedasti¢no

Iz (3.9) sledi:

A_ZXth _th(ﬂXt +gt)_
e T e

Zth
X

odnosno:

2\ DX 1 D E(XsE)
E(ﬂ)—ﬂﬂ“E[W _ﬂ+ﬁE(zXlgt)_ﬂ+W_ﬂ

gde je sumacija izvrSena u granicama t =1 do t = N.
Kako je E( & ) jednako nuli i kako je predpostavljeno da je promenljiva X
deterministicka, [3 je striktno nepristrasno, tj. serijska korelacija u clanu greske ne

uvodi bilo kakvu pristrasnost u regresionom ocenjivanju.

Nadalje predpostavimo varijansu od [3 :
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> X,
Sx: )]
1

( )
ﬂWJ [X 267 + X 262 +.. 4+ X 362 + 2X X 4848, + 2X ,X 48,585...
t

:
V(p)=E[(p-p)°] = E&

2

Kako su promenljive X fiksirane, dobice se:

W[ 1 YV
V(B)=|~—=—5| =X + X2’ +..4X & + 2X X ,pc° +
() LZXEJ [ 1 2 N 17\ 2
+2X ,X 3p0? ++... 42X X 5p%c? + 2X ,X ,p’c?+...| =

:( 1)(5} Gf{zxt2+2h§p5hixtxt+s}

Kada su ¢lanovi greske serijski nezavisni (p= 0), tada V(B) zavisi samo od ZX Zic?

, ali kada je greska u serijskoj korelaciji, varijansa od [A3 zavisi 1 od ¢lanova ZX X

t+s
Ako istraziva€¢ zna vrednost parametara p, tada se odgovaraju¢om linearnom
transformacijom promenljivih, moze reducirati jednacina na formu u kojoj
ocenjivanje obi¢nim najmanjim kvadratima obezbeduje minimalnu varijansu

ocenjivanja.

Primer: Kada je p poznato, transformacija,

8: =& — PEi4

vazii g, je serijski nekorelisano. Koriste¢i jedna¢inu (3.10) dobija se:

£ = PELy TV —PE =V,

1 v¢ je serijsko nezavisno i1 homoskedasticno. Na taj nain v; zadovoljava sve
pretpostavke za ocenjivanje obi¢nim najmanjim kvadratima u cilju dobijanja najbolje

nepristrasne ocene.

Pretpostavimo osnovni model koji odgovara vremenskim periodima t i t-1:

Y =pX, +¢ (3.12)
t t t
Y =pX_ +¢&, (3.13)
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Jednacinu (3.13) treba pomnoZiti sa p, tj.:

PY . =pPX, .\ + pe.,

1 oduzeti od jednacine (3.12) kada se dobija:

(Y, = pY,)= BX, = pX )+ (e, - pe,)) (3.14)

Definisu¢i promenljive y* i x" kao (yt — pyH) 1 (X ¢ F PX ), respektivno, konacno se

dobija
Y =B8X +e (3.15)

U jednacini (3.15) ¢lan greske je serijski nekorelisan i homoskedasti¢an.
Od ranije se zna da je:

pa odogovarajuom transformacijom &, , moze se dobiti g,koje ¢e imati iste

statisticke osobine kao i ostali ¢ .

Kako je (1-p) “konstantno moze se pisati:
g = \/(1 - 92)81

odnosno

v

V(s}) =(1-p?)o? = 62

pa se analogno tome dobija:

Sada je problem sveden na T zapazanja i ocenjivanja obi¢nim najmanjim kvadratima
vredi za nepristrasnu minimalnu varijansu ocenjivanje . Napomena: To je tacno

metod uopstenih najmanjih kvadrata. Pretpostavimo najopstiji slucaj:
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Yo =Bo+BXq +BoX gt AP X +8,
gde je Clan greske generisan sa Markovljevim lancem prvog reda sa parametrom p.

Sada se Zeli dobiti uopStena najmanja ocena primenjujuci obicne najmanje kvadrate

na:

Yo =B + B X + B X+ 4B X+,

gde su

Y=Y, —pYyy
X=Xy =pYi
Y, = (1_92)Y
Xy = (1_92))(.1

Problem se sastoji u tome, $to se ne zna prava vrednost za p. Kada istraziva¢ sumnja
da su ¢lanovi greske u serijskoj korelaciji i veruje da su vrednosti, reciom p, tada se

problem ocenjuje i tretira kao da su u pitanju pravi (istiniti) parametri p.

Ako je p# p , ocenjeni parametri B nisu vise ocenjene minimalne varijanse. Ponekad,
kada su clanovi greSke generisani Markovljevim lancem prvog reda, upotreba p
razli¢itog od p, moze biti vrlo efikasna (tada se moze primeniti metoda obi¢nih

najmanjih kvadrata iz netransformisanih podataka).

Efikasnost metode uopstenih kvadrata za razlicite vrednosti se definiSe kao odnos:

V(B )p

V(ﬁ* )p*
gde su:

p* - ocena vrednosti i

p - tacna vrednost.
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Analogno izrazu (3.10) moze se pisati:
X =X +W,

kada je u pitanju regresiona Sema sa trendom ka zajedniStvu u konkretnim

ekonomskim promenljivim tj. kada se vr$i proces generisanja nezavisne promenljive.

Primer:
Neka jep=A=0

U tom slucaju B je nepristrasna ocena od b pa se tada dobija:

c, p’
V(') = 1 .
(B ) Zx2 +(1_p*2)

t

A

Najmanja varijansa se dobija kada je skup vrednosti p jednak nuli. Postavlja se
pitanje, kako dobiti p ? Uobidajeno je da se odgovor trazi od ostataka obi¢nih

najmanjih kvadrata:

* — Zet t-1
P Zetz—1

Ocenjeno p nije taéna vrednost za p , a i ima statisticku raspodelu. Ono nije
konzistentno, ali pristrasno u malim uzorcima. Pristrasnost je negativnairedajep /T,

kada T predstavlja veli¢inu uzorka.

Kada su nezavisne promenljive takode u serijskoj korelaciji, tada pristrasnost zavisi

takode od parametara koji generiSu njihovu serijsku korelaciju gde je:
X=X+ W,
a pristrasnost je jednaka:

M=~[(p+1)/T]

Varijansa od p_ je reda 1/T.
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3.6.1. Durbin-Watson-ov test prisustva autokorelacije

Uvodi se statistika
N
Z(ei - ei—1)2
d — i=2

N
2
€
=1

ei - ocenjena vrednost ¢lana slucajne greske.

Razvijanje gornjeg izraza sledi
N

N N
2ef el Dele,
+

d _ i;2 I:'\Zl _ 2 i:2N
PICIEDIC D
i=1 i=1 i=1
\J
~ 1 ~1
1° Ako ne postoji autokorelacija:

N
ZeieHzO = d=2
-2

2° Ako postoji pozitivna autokorelacija
N
Qe
e ~e, = d=2-22— = d=0
Qe
i=1
3° Ako postoji negativna autokorelacija:
N
Qe
e ~-e, = d=2+27"— = d=~4

Qe
i=1

1° d~2 nema autokorelacije
2° 0<d<?2 pozitivna autokorelacija
3° 2<d<4 negativna autokorelacija
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