
MATEMATIKA 2

Drugi kolokvijum (5.6.2010) - Grupa 2

1. a) Izraqunati

∫

arctan x
2

(x− 2)2
dx.

b) Izraqunati

∫ 0

−∞

arctan x
2

(x− 2)2
dx ili ustanoviti �egovu divergenciju.

Rexe�e: a) Dati integral se lako rexava parcijalnom integracijom. Ako je

u = arctan
x

2
, dv =

dx

(x− 2)2
,

tada je

du =
2dx

x2 + 4
, v = − 1

x− 2
,

pa je

I =

∫

arctan x
2

(x− 2)2
dx = −

arctan x
2

x− 2
+ 2J, J =

∫

dx

(x− 2)(x2 + 4)
.

Kako je
1

(x− 2)(x2 + 4)
=

1

8
· 1

x− 2
− 1

8
· x

x2 + 4
− 1

4
· 1

x2 + 4
,

to je

I = −
arctan x

2

x− 2
+

1

4
ln
|x− 2|√
x2 + 4

− 1

4
arctan

x

2
+ C = F (x) + C.
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Figure 1: Grafik integranda

b) Iz

lim
x→−∞

(ln |x− 2| − ln
√

x2 + 4 = lim
x→−∞

ln
|x− 2|√
x2 + 4

= ln 1 = 0

imamo

F (−∞) = lim
x→−∞

F (x) = 0 +
1

4
· 0− 1

4
· −π

2
=
π

8
.

Prema tome, dati integral postoji (konvergira),

∫ 0

−∞

arctan x
2

(x− 2)2
dx = F (0)− F (−∞) = 0− π

8
= −π

8
.

Apsolutna vrednost ovog integrala predstav	a povrxinu izme�u grafika integranda i
x-ose na intervalu (−∞, 0] (Slika 1).



2. Izraqunati zapreminu tela nastalog rotacijom oko x-ose figure ograniqene lini-

jama: y = 0, x = 1, x = 2, y =

√

arcsin
1

x
.

Rexe�e: Figura ograniqena datim linijama je krivolinijski trapez (Slika 2).
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Figure 2: Figura koja rotira oko x-ose
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Figure 3: Oblast integracije

Na osnovu formule za zapreminu rotacionog tela imamo V = π

∫ 2

1
arcsin

1

x
dx = π · I.

Integral I nalazimo parcijalnom integracijom: u = arcsin
1

x
, dx = dv, pri qemu je

du =
1

√

1− 1/x2
· −dx
x2

= − dx

x
√
x2 − 1

, v = x.

I = x · arcsin 1

x







2

1
+

∫ 2

1

dx√
x2 − 1

= 2 arcsin
1

2
− arcsin 1 + ln(x+

√

x2 − 1)






2

1

= 2 · π
6
− π

2
+ ln(2 +

√
3)− ln 1

=
π

6
+ ln(2 +

√
3).

Prema tome, V = −π
2

6
+ π · ln(2 +

√
3).

3. Izraqunati

∫∫

D

(x2 − 2xy + y2)ex+3ydxdy, gde je D paralelogram ograniqen pravama

y = x+ 1, y = x+ 2, y = −3x i y = −3x+ 2.

Rexe�e: Transformacijom u = y − x, v = y + 3x oblast integracije D (Slika 3, crveni
paralelogram) preslikava se u pravougaonik G : [1, 2]× [0, 2], pri qemu je Jakobijan jednak
−1/4. Prema tome,

∫∫

D

(x2 − 2xy + y2)ex+3ydxdy =
1

4

∫∫

G

u2evdudv

=
1

4

∫ 2

1
u2du ·

∫ 2

0
evdv

=
1

4
· u

3

3







2

1
· ev






2

0

=
7

12
(e2 − 1).

Komentar. 1. U prvom zadatku je bilo problema sa nala�e�em izvoda za arctan
x

2
i sa



nala�e�em graniqne vrednosti tipa '∞−∞'

lim
x→−∞

(ln |x− 2| − ln
√

x2 + 4).

Osim toga, u nekim radovima su uvo�ene razne 'sitne' i nepotrebne smene tipa
x

2
= t ili

x− 2 = t (ili qak obe), xto je pravilo ve�i xtetu nego korist.

2. U drugom zadatku najve�i problem je bio nala�e�e izvoda za arcsin
1

x
. Dakle, i

u prvom i u drugom zadatku doxlo je do izra�aja zna�e iz matematike 1 (zasluga za to
pripada i kandidatima i nastavnicima).

3. Kao i uvek, i ovog puta je bilo nekoliko kandidata koji su pokuxali (ali nisu
uspeli) da dati integral rexe preko Dekartovih koordinata i oblasti D (dele�i je na
tri dela).

Dragan �ori�


