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1. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije

f : (x, y) 7→ x ln(9x2 + y2)− 2x

za koje je x 6= 0.

Rexe�e: Diferencira�em funkcije f po x i y dobijamo

f ′x = ln(9x2 + y2) +
18x2

9x2 + y2
, f ′y =

2xy

9x2 + y2
.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0, uz uslov x 6= 0, nalazimo da funkcija f ima dve stacionarne
taqke: A(1/3, 0) i B(−1/3, 0). Treba proveriti da li je u tim taqkama zaista lokalni
ekstremum.

Kako je

f ′′x2 =
54x

9x2 + y2
− 324x3

(9x2 + y2)2
= 54x

3x2 + y2

(9x62 + y2)2
,

f ′′xy =
2y

9x2 + y2
− 36x2y

(9x2 + y2)2
= −2y 9x2 − y2

(9x2 + y2)2
,

f ′′y2 =
2x

9x2 + y2
− 4xy2

(9x2 + y2)2
= 2x

9x2 − y2

(9x2 + y2)2
,

to je

f ′′x2(x, 0) =
2

x
, f ′′xy(x, 0) = 0, f ′′y2(x, 0) =

2

9x
.

Za x = 1/3 dobijamo da je f ′′x2(A) = 6 i f ′′y2(A) = 2/3, a za x = −1/3 je f ′′x2(A) = −6 i

f ′′y2(A) = −2/3. Prema tome, d2f(A) > 0 i d2f(B) < 0 za dx2 + dy2 > 0, pa funkcija f u taqki

A ima loklani minimum (jednak −2/3), a u taqki B lokalni maksimum (jednak 2/3.
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Slika 1: Grafik funkcije f



2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ x − 2y (za y > 0) pri uslovu
x2 + 3y2 − 21 = 0.

Rexe�e: Neka je

F (x, y, λ) = x− 2y + λ(x2 + 3y2 − 21), ϕ(x, y) = x2 + 3y2 − 21.

Iz jednakosti F ′x = 0, F ′y = 0, ϕ = 0 (uz uslov y > 0) dobijamo samo jednu stacionarnu
taqku A∗(−3, 2, 1/6) funkcije F . Kako je F ′′x2 = 2λ, F ′′xy = 0 i F ′′y2 = 6λ, to je d2F (A∗) > 0

za |dx|+ |dy| 6= 0. Prema tome, funkcija f u taqki A(−3, 2) ima uslovni lokalni minimum
(jednak −7).

3. Neka je kriva s grafik funkcije f : x 7→ x2

4
(2 lnx−1)− 1

4
ln(lnx). Izraqunati du�inu

luka krive s za x ∈ [e, e2].

Rexe�e: Poxto je

f ′(x) = x lnx− 1

4
· 1

x lnx
, 1 + f ′2 =

(

x lnx+
1

4
· 1

x lnx

)2

,

to je

l =

∫ e2

e

√

1 + f ′2 dx =

∫ e2

e

x lnxdx+
1

4

∫ e2

e

dx

x lnx
.

Iz jednakosti
∫

x lnxdx =
x2

2
lnx− x2

4
+ C,

∫

dx

x lnx
= ln | lnx|+D

nalazimo da je l =
1

4
(3e4 − e2 + ln 2).

4. Izraqunati

I =

∫∫

D

dxdy
(
√

x2 + y2 − 1
)

(x2 + y2 − 1)
,

ako je D =

{

(x, y) | x2 + y2 ≤ 1

4

}

.

Rexe�e: Smenom x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, (ρ, ϕ) ∈ G = [0, 1/2]× [−π/2, π/2] imamo

I =

∫∫

G

ρdρdϕ

(ρ− 1)(ρ2 − 1)
=

∫ π/2

−π/2
dϕ

∫ 1/2

0

ρdρ

(ρ− 1)2(ρ+ 1)
︸ ︷︷ ︸

K

= πK.

Kako je
∫

xdx

(x− 1)2(x+ 1)
=

1

4
ln |x− 1| − 1

4
ln |x+ 1| − 1

2
· 1

x− 1
+ C,

lako dobijamo da je J =
1

2
− 1

4
ln 3, odnosno I =

π

2

(

1− 1

2
ln 3

)

.
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