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1. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije

f : (x, y) 7→ (y2 − 3x2)ex+y.

Rexe�e: Neka je g(x, y) = ex+y i neka je a = f ′′x2 , b = f ′′xy i c = f ′′y2 . Diferencira�em
funkcije f po x i y dobijamo

f ′x = (y2 − 3x2 − 6x)g, f ′y = (y2 − 3x2 + 2y)g.

Iz sistema f ′x = 0, f ′y = 0 nalazimo da funkcija f ima dve stacionarne taqke: A(0, 0) i
B(1,−3). Treba proveriti da li je u tim taqkama zaista lokalni ekstremum.

Kako je

f ′′x2 = (−6x− 6)g + (y2 − 3x2 − 6x)g = (y2 − 3x2 − 12x− 6)g,

f ′′xy = 2yg + (y2 − 3x2 − 6x)g = (y2 − 3x2 − 6x+ 2y)g,

f ′′y2 = (2y + 2)g + (y2 − 3x2 + 2y)g = (y2 − 3x2 + 4y + 2)g,

to je
f ′′x2(A) = −6, f ′′xy(A) = 0, f ′′y2(A) = 2

i
f ′′x2(B) = −12e−2, f ′′xy(B) = −6e−2, f ′′y2(B) = −4e−2.

U taqki A je ac−b2 = −12, pa u toj taqki funkcija f nema lokalni ekstremum (Slika
1, levo).

U taqki B je ac−b2 = 12e−4 i a < 0, pa u toj taqki funkcija f ima lokalni maksimum
koji je jednak 6e−2 (Slika 1, desno).
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Slika 1: Grafik funkcije f u okolini taqke A (levo) i okolini taqke B (desno)

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ 5x2 + y2 + z2 pri uslovu
x− 2y + z + 4 = 0.

Rexe�e: Ako je

F (x, y, z, λ) = 5x2 + y2 + z2 + λ(x− 2y + z + 4), ϕ(x, y, z) = x− 2y + z + 4.

tada je
F ′x = 10x+ λ, F ′y = 4y − 2λ, F ′z = 2z + λ, F ′λ = ϕ.



Iz jednakosti F ′x = 0, F ′y = 0, F ′z = 0, ϕ = 0 dobijamo samo jednu stacionarnu taqku
A∗(−1/4, 5/4,−5/4, 5/2) funkcije F . Kako je

F ′′x2 = 10, F ′′y2 = 4, F ′′z2 = 2, F ′′xy = F ′′xz = F ′′yz = 0,

to je d2F (A∗) = 10dx2 + 4dy2 + 2dz2 > 0 za |dx|+ |dy|+ |dz| 6= 0. Prema tome, funkcija f u
taqki A(−1/4, 5/4,−5/4) ima uslovni lokalni minimum koji je jednak 5.

3. Izraqunati

∫

ln2(lnx) · lnx · 1
x
dx.

Rexe�e: Ako dati integral oznaqima sa I, tada smenom lnx = t dobijamo da je

I =

∫

t ln2 tdt. Primenom parcijalne integracije u kojoj biramo u = ln2 t i dv = tdt

imamo da je

du = 2 ln t · dy
t
, v =

t2

2
, I =

t2

2
ln2 t− I1,

gde je

I1 =

∫

t ln tdt =
t2

2
ln t− t2

4
+ C1.

Prema tome,

I =
t2

4

(

2 ln2 t− 2 ln t+ 1
)

+ C =
ln2 x

4

(

2 ln2(lnx)− 2 ln(lnx) + 1
)

+ C.

4. Izraqunati
∫∫

D

cos(x+ 2y)(3(3y − x)2 + 5(3y − x))
(3y − x+ 3)(3y − x+ 1)2

dxdy

ako je D =
{

(x, y) | 0 ≤ 3y − x ≤ 1, 0 ≤ x+ 2y ≤ π

3

}

.

Rexe�e: Smenom 3y − x = u, x+ 2y = v dobijamo

I =

∫∫

D

cos(x+ 2y)(3(3y − x)2 + 5(3y − x))
(3y − x+ 3)(3y − x+ 1)2

dxdy =

∫∫

G

cos v(3u2 + 5u)

(u+ 3)(u+ 1)2
|J |dudv,

gde je G = [0, 1]× [0, π/3] i J = −1/5. Dakle,

I =
1

5

∫ π/3

0
cos vdv ·

∫ 1

0

3u2 + 5u

(u+ 3)(u+ 1)2
du =

√
3

10
K.

Kako je
3u2 + 5u

(u+ 3)(u+ 1)2
=

A

u+ 3
+

B

u+ 1
+

C

(u+ 1)2
=

3

u+ 3
− 1

(u+ 1)2
,

to je

K = 3 ln |u+ 3|






1

0
+

1
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1

0
= 3 ln

4

3
− 1

2
.

Prema tome, I =

√
3

10

(

3 ln
4

3
− 1

2

)

.

Dragan �ori�


