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1. Izraqunati

∫

x2 · arcsin 1

x
dx.

Rexe�e: Ako u parcijalnoj integraciji datog integrala I izaberemo u = arcsin
1

x
i

dv = x2dx, tada imamo da je du = − dx

x
√
x2 − 1

i v = x3/3, pa je

I =
x3

3
· arcsin 1

x
+

1

3

∫
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=
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3
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x
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3

∫
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+
1

3

∫

√

x2 − 1 dx

=
x3

3
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x
+

1

3
ln(x+

√

x2 − 1) +
1

3
J

gde je (verovatno je ra�en na ve�bama)

J =

∫

√

x2 − 1 dx =
1

2
x
√

x2 − 1− 1

2
ln(x+

√

x2 − 1).

Prema tome,

I =
x3

3
· arcsin 1

x
+

1

6
x
√

x2 − 1 +
1

6
ln(x+

√

x2 − 1) + C, C ∈ R. (1)

Napomena. Moglo je i da se izbegne raquna�e integrala J . Iz prvog koraka u rexe�u
imamo

I =
x3

3
· arcsin 1

x
+

1

3
K, (2)

gde je

K =

∫

x2dx√
x2 − 1

= ln(x+
√

x2 − 1) + J.

Ako za integral J primenimo parcijalnu integraciju sa u =
√
x2 − 1 i dv = dx, dobi-

jamo J = x
√

x2 − 1−K, xto znaqi da je

2K = x
√

x2 − 1 + ln(x+
√

x2 − 1).

Zamenom K u jednakosti (2) dobijamo (1).

2. Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom krive

y =
1

12
(4e3x + e−3x), −1 ≤ x ≤ 1

oko Ox ose.

Rexe�e: Poxto je P = 2π

∫ 1

−1
y
√

1 + y′2 dx, treba najpre 'srediti' izraz pod korenom.

Nala�e�em izvoda

y′ =
1

4

(

4e3x − e−3x
)

dobijamo

1 + y′2 =
1

16

(

16e6x + 8 + e−6x
)

=
1

16

(

4e3x + e−3x
)2
.



Prema tome,

P =
π

24

∫ 1

−1

(

4e3x + e−3x
)2
dx

=
π
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[∫ 1

−1
16e6xdx+

∫ 1

−1
8dx+

∫ 1

−1
e−6xdx

]

=
π

24

[

16

6
e6x






1

−1
+ 8 · 2− 1

6
e−6x







1

−1

]

=
17

144
π
(

e6 − e−6
)

+
2

3
π.

3. Izraqunati

∫∫

D

cos
√

x2 + y2dxdy ako je D =

{

(x, y) | x2 + y2 ≤ π2

4
, x ≤ y ≤

√
3x

}

.

Rexe�e: Uvo�e�em polarnih koordinata, x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, imamo da je

I =

∫∫

D

cos
√

x2 + y2dxdy =

∫∫

G

ρ cos ρdϕdρ,

gde je G = [π/4, π/3]× [0, π/2].

Kako je
∫ π/2

0
ρ cos ρdρ = ρ sin ρ







π/2

0
−
∫ π/2

0
sin ρdρ =

π

2
− 1,

to je

I =

∫ π/3

π/4
dϕ

∫ π/2

0
ρ cos ρdρ =

π

12

(π

2
− 1
)

=
π

24
(π − 2).

Dragan �ori�

Evo i nekoliko 'bisera' iz radova ove grupe zadataka.

√
a+ b =

√
a+
√
b,
√
a− b =

√
a−
√
b

π

3
− π

4
=
π

2
, ρ · cos ρ = ρ2 · cos
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1. Odrediti sve lokalne ekstremume funkcije f : (x, y) 7→ z zadate sa

8− z3

3
+ xyz + xy2 + x2y = 0, xy 6= 0.

Rexe�e: Diferencira�em po x date jednakosti imamo

−z2 · z′x + yz + xyz′x + y2 + 2xy = 0, (1)

odakle dobijamo

z′x =
yz + y2 + 2xy

z2 − xy
.

Sliqno, diferencira�em date jednakosti po y imamo

−z2 · z′y + xz + xyz′y + 2xy + x2 = 0, (2)

odakle dobijamo

z′y =
xz + 2xy + x2

z2 − xy
.

Stacionarne taqke nalazimo rexava�em sistema

F (x, y, z) = 0, z′x = 0, z′y = 0,

gde je

F (x, y, z) = 8− z3

3
+ xyz + xy2 + x2y.

Iz z′x = 0 i z′y = 0 sledi da je y = x i z = −3x. Zamenom y sa x i z sa −3x u F (x, y, z) = 0
dobijamo da je x3 = −1, odnosno x = −1. Prema tome, jedina stacionarna taqka funkcije
f je taqka A(−1,−1), pri qemu je z(A) = 3.

Sada treba proveriti da li je u taqki A lokalni ekstremum funkcije f .
Diferencira�em jednakosti (1) po x, odnosno po y dobijamo

−2zz′xz′x − z2z′′x2 + yz′x + yz′x + xyz′′x2 + 2y = 0,

−2zz′yz′x − z2z′′xy + z + yz′y + xz′x + xyz′′xy + 2y + 2x = 0,

a diferencira�em jednakosti (2) po y dobijamo

−2zz′yz′y − z2z′′y2 + xz′y + xz′y + xyz′′y2 + 2x = 0.

Iz ovih jednakosti nalazimo da je

a = z′′x2(A) = −
1

4
, b = z′′xy(A) = −

1

8
, c = z′′y2(A) = −

1

4
.

Kako je ac− b2 =
3

64
> 0 i a < 0, u taqki A je lokalni maksimum, fmax = f(A) = 3.

2. Odrediti najma�u i najve�u vrednost funkcije f : (x, y) 7→ 2y2 − x2 + 2x + 1 na
oblasti D = {(x, y) : y2 − 2 ≤ x ≤ 3}.

Rexe�e: Iz f ′x = 0 i f ′y = 0 dobijamo taqku A(1, 0) koja pripada datoj oblasti D.

Granicu oblasti D qine deo prave x = 3 i deo krive x = y2 − 2.



1. Za x = 3 je f(3, y) = 2y2 − 2, xto znaqi da treba uzeti u razmatra�e taqku B(3, 0),
kao i graniqne taqke (sa krivom x = y2 − 2) C(3,

√
5) i D(3,−

√
5).

2. Za x = y2 − 2 je

g(y) = f(y2 − 2, y) = −y4 + 8y2 − 7, g′(y) = 4y(4− y2),

pa u razmatra�e treba uzeti i taqke E(−2, 0), F (2, 2) i G(2,−2).

Upore�iva�em vrednosti funkcije f u taqkama A, B, C, D, E, F i G vidimo da je

max
D

f = f(F ) = f(G) = 9, min
D

f = f(E) = −7.

3. Izraqunati povrxinu povrxi nastale rotacijom krive
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(4e3x + e−3x), −1 ≤ x ≤ 1

oko Ox ose.

Rexe�e: Poxto je P = 2π
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4. Izraqunati
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