XIII u XTIV mBouac BesxkOu — Buamumup Banruh
14. VicunTtnBame QyHKIUja

Osoe je dam kpamax npezaed XIII uw XIV dsouaca eexmcou. [lompebro je da obnosume odzosapajyhy meopujcky
Mamepujy Koja je obpabena na npedasamuma u Y yub enuKy.

Kaxo ce najsehum deaom na eemcoama pade zadayu uz sdbupke, HakoH 6POJa 3a60aMKA NAGBOM OOJOM je 03HAUEH
6poj sadamxa y 3bupyu "MATEMATHURKA 17 npogecopa P. Jlasoeuha, . Bopuha u B. Joeawosa y dopmu
p.z, 20e je p b6poj nozrasma, a z 6poj zadamka y mom noziaeny. 08u 3a0aul ca NPEOCNAAUMG U3 30UPKE
(us noenaswa "14. Henumusamwe gynkyuja”, kao u onum us nozaasna “15. Apyeu xoaoksujym” xoju cy sesamu
30 08y Mamepujy) wune yeaury 0080HoHY 34 NPUNPEMY 08€ 00AACTNU.

Teopujckm yBoOI

VicnutuBame ¢yHKIMja je MEHTPAJHA U CBAKAKO HAjOUTHU]M Ieo CBakKOr Kypca mMareMaruke. OH naje MareMaTUUKy
OCHOBY 3a CKUIUpaibe IparKa Ha OCHOBY MareMarTuyke ¢opmyiie onpeheHux mojaBa Koje ce jaBipajy Y €KOHOMU)U,
IPUPONHUM HayKaMa, TEXHUIW, (U3UIN...

To je u yBek 4. 3amaTak Ha IUCMEHOM IeJy ucoura!l

Ila me Ou mMasm mpobiieMa ca UCIUTUBAEEM TOKA (YHKIMje TOTPeOHO je na moOpo CBIAIATE PElIaBale jeIHAUN-
Ha U HejemHaumHa (TO je CPemmOMIKOJCKA MaTeMaTuka), onpebuBame rpanuunux Bpeanoctu (JMMeca) U padyHAmE
U3BOJA (PYHKIHjE.

Mu hemo ucnmrtuBame (yHKIUja PA3IOKATA HA CedaM IEI0Ba:
1. O6anact nedunucanoctu ¢pynruuje (Mam goMeH (yHKOU]jE)
2. Hyne, 3HaK (QyHKIUje U IPECEK Ca Y-OCOM
3. IlapHOCT U mEPpMOAUYHOCT (QYHKIjE
4. I'pannyHe BpenHoCTU (YHKIUje HA KpajeBHMa JOMEHA M aCUMITOTE (YHKIMje
5. IIpBu m3BOA, MOHOTOHOCT U JIOKAJIHU €KCTPEMU (DyHKIUje
6. Ilpyru m3BOJ, KOHBEKCHOCT U NIPEBOjHE TauKe (YHKIN]je
7. lprame rpadura ¢pyHKOMIjE.
Cana hemo ce meraspHMje OCBPHYTH HA CBAKHU O]l OBUX IEJIOBA.

Ha ocmoBy cBux mperxomuo onpebermx Tauaka mpTamo rpadui QYHKIMje. Y KOJIMKO Ce HEKe 2 TaukKe He CIAKY
MehycoBGHO He HACTABLAMO Ca PANOM, HETO Ce OCBPHEMO M aKO MOMKEMO YTBDAWMO TIe je rpemka (jep Oum HacTaBak
paza Morao na IpOy3pOKyje jOII IPermaka).

Ha rpa¢ury osmauasamo (ako nocroje) caenelie rauke: Hyse, mpecek ca y-ocom — 1o je tauka (0, f(0)), MuHIMYyMe
U MaKCUMyMe, TPEBOjHE TAJuKe, 3aTUM IPTAMO aCUMITOTE U O3HAUaBaMo (MPTUIaMa) TPAHUYHE BPETHOCTU U HA KPajy
cBe TO cnojumo Bomelim padyHa O 3HaKy, MOHOTOHOCTM M KOHBEKCHOCTH. AKO Ce HEMTO He CJaske, TO je MOKa3aTesb
a CMO HAUMHWJIA HEKY TDEmKy y padyHy Heke o mperxonuux ctapku! Takobhe Ha mosuTmBHOM cmepy x-oce Tpeba
CTABUTU CTPEJIMIly U X, & HA TO3UTUBHOM CMEpPY y-oce Tpeba craBuTtu crpesumy u f(x).

Hapenmuu rpaduuu BaMm majy mpencraBy Kako usriena ¢yakuuja (oHu cy mobujeHu kopumliiemeM IpOrpaMCKOr
nakera Mejmn), aau Ha BUMa MopaTe Ia O3HauuTe CBe rope HaBeneHo. Takobe ox Bac ce He Ouekyjy npuponse
OPOMOPIje HEro caMo Ja CKunupate rpaduk (3Haum, 1a BOAWTE PAUyHA O 3HAKY, MOHOTOHOCTU U KOHBEKCHOCTH, KAO
7 kakaB je Mmehycobuu omHoC oaroBapajynnx Tavaka u MpaBUX — IITa je Ope, WTa je Tope...). lpubamkne BpeHOCTH
KOOPIUHATA CIIY:Ke 34 Te MPOIEHEe, aji Ce OJ BaC HE OUeKyje Aa TO PamuTe Ha UCTUTY!

3anamu

Vcnuratu Tok u ckunupary rpadur cienehux ¢yHKIMTja:

3
z° —3x
1. 14.42. = —
fla) =S

Pewewe. 1° ®ymrmmja f(z) je mepumrucana xama cy medumrucane dpyurmaje g(r) = 3 — 3z u h(z) = 22 — 1 (mTo je

YBEK jep Cy moJmHOMHU meduHUCAHU 3a cBako T € R) u xama je h(z) = 22 — 1 # 0, 1j. 22 # 1, ommocHO T # +1.
Crora je momer ¢yurnuje f jemaax D = (—oo,—1)U (—1,1) U (1, +00).
03-3-0

2° f(0)= o1 - 0, ma je mpecek ca y-ocom tauka Y (0,0).



x(x? - 3)
2-1
Onasne onpebyjeMo Hyse u 3HAK Ha OCHOBY TabJuuile y KOjOj MMAMO 3HAK CBAKOD YIaHA IIOHAOCOD:

Hary ¢yHEIM]y MOKeMO mpenctaButu y obauky f(z) =

(—0077\/3) 7\/§ (7\/§a71) -1 (7170) 0 (071) 1 (]-a\/g) \/g (\/gv +OO)
x - - - — [ - Jo + [+ + [+ -
2?2 -3 + 0 - - - - - - — 0 +
z® —1 + + + X - -1 - |x + + +
f(z) - 0 + X - 0 + X - 0 +
Ilo6ujamo ma je pymsnuja f(z) uva myse z = —/3, x =0 u = /3, Kao u xa je

f(xr) <03ax € (—00,—V3)U(=1,0)U(1,V3), a f(x) >0 3a x € (—V/3,—-1) U (0,1) U (V3, +0).

—z((—x)? - 3) —z(2? - 3)
(—z)2—1  22-1
I'paduk oBe (PyHKIMje je MEHTPAIHO CUMETPUYAH y OnHocy Ha koopmuHaTH:n novyetak O(0,0).

3° Kako je f(—z) = = —f(z) 3a Vx € D nobujamo ma je ¢pyuruuja f(x) menapua.

dyuruuja f(x) HUje HU mepPUOAUUHA.

JloKa3: MpeTmoCTABMMO CYNPOTHO, Tj. ma je mepuomuuna ca nepuoxoMm 1. Tama je f(x+T) = f(x) 3a Vo € D, amm
ako 6u ysemu x = —1 — T mobujamo rourpamurnnjy f(—1) = f(—1 —T) — To je memoryhe jep 3a —1 ¢pynrnmja Huje
nepunucana, a 3a —1 — T jecre).

4° Kako je momen D = (—oo,—1) U (—1,1) U (1,+00) norpebHo je onpemutn cienehux mecrt aumeca:

Jm f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z).

3 3 1 3
-3 —3 & -3
23— 3z (-1)2 =3-(-1) 4 4
Jim S = lm ey —i2—1 _1r-1_or] °
IToTyHO aHAJOTHO ce mobujajy lim+ f(x) = —c0, lim f(z)=+4ocom lim+ f(z) = —oo0.
r——1 rz—1— r—1

11111 f(x) mosxemo uzpauynaru kao u lim f(z), anu hiemo oBme ypamuru Ha apyru mauus, nomohy Jlonurasosor
T—+00 Tr— —00

3 2
. . . . % — 3T nn . 3% =3 nn . 6x
mpaBumia jep je To aumec obsmra =:  lim z)= lim —— = lim = lim — = 4o0.
P 1eP ) ® z—+4o0 /(@) z—too 12 —1 = z—4o00 2z 2 z—+o0 2
Acumnrore: Kako cmo mobmimm ma je lim f(x) = +o0o (a u lim+f(x) = —o0) mpaBa * = —1 je BepTUKAJHA
r——1- z——1
ACHMITOTA.
Kaxro je lim f(z) =400 (au lim+ f(z) = —00) u mpaBa z = 1 je BepTUKAJHA ACUMIITOTA.

r—1" . = :
Kako cy” lim f(z) u 111’4I_1 ffx) OecroHAYHM (YHKIMja HEMa XOPU3OHTATHUX ACUMITOTA, aJii MOYKE UMATU KOCHUX.

Kako ce cBu smMecu mMOTIYHO aHAJIOTHO PAYyHAjy W 3a & — —OQ U 3a & — —+00, CByAa heMo nucartu r — +00.

x® — 3z
. [l . 22— 1 . x* =3z . 2t -3z & ) 1-3
k= lim —= lim ———— = lim ——— = lim ——— % = lim =1
r—+oco I T—Fo0 €T z—too 3 — 1 z—too 3 — -5 rz—+oo ] — =
Osaj numec je koHauaH u # 0, ma TPAKUMO KOCPULIUJEHT 1.
) ozt =3z oot =3 -2+ ) -2 am o, —2 -2
n= lim f(z)—k-z= lim —1.-z= lim = lim ——= lim —=|—]|=0.
r— 400 r— 400 x2 —1 r— 400 ;Ez —1 r—+o0o xz —1 = r—+oo 21 o0

U oBaj numec je konauvan. Crora je mpaBa y =12+ 0, Tj. y = x obocTpana Koca aCUMITOTA.

4 +3

5°  fl(z) = m CBU WIAHOBU y OBOM M3pPa3y Cy HO3UTUBHU a n00ujamo:
(—o0,—1) | =1 | (-1,1) | 1 | (1,400)
at+3 + + + + +
(z—1)? + + + X +
(z+1)? + X + |+ +
/() + x |+ [x[ +
f(z) / X S x /!

dyurmuja je pacryha ma mareppamuma: (—oo,—1), (—=1,1) u (1,+00). Hema excrpemuux Tadaka.



—4x(z?+3

60 f//(x) — x([]" + )
(x —1)3(x+1)3

(jep cy y muramy memapuu cremenn). Kako je ysek 22+ 3 > 0 jep je 22 > 0, umamo Tabiumy:

. Brak (z —1)® je uctu xao u 3Hak on  — 1 u camuno (z + 1)® uma ucTy 3HAK Kao U T + 1

(—00,—1) | =1 | (=1,0) | 0 | (0,1) | 1 | (1,+c0)
—dz + + + o[ - |- —
z® +3 + + + + + |+ +
(x —1)° — — - -1 - |x +
(z+1)° - X + |+ + |+ +
' (x) + X — 0 + X -
f(zx) U X N P U X N

dyurmuja uma jenny upesojuy tauxy P(0,0).

| |
2z
2. 14.57. = i .
f(z) = arcsin T2
. . . 2z . .
Pewene. 1°  ®ymrumja f(z) je medunucana rana cy nedpuuucana Gpyarnuja g(z) = T2 (wTo je yBek jep cy
T

mosmHOMY JeduHICAHE 32 cBako ¥ € Ru 1+ 22> 1+0 > 0, ma je 1 + 22 # 0) n kama je —1 < h(z) <1. Oso je

IBOCTPYKa Hejequaumna koja ce csomu Ha —1 < h(z) u h(z) <1 (yrynHo pememne ce mobuja kao npecek oarosapajyhux
x

pemema). IIpBy om oBux mejemmaumna —1 < h(z), 1j. —1 < 172 pemaBaMO TAKO INTO CBe mpebaruMo Ha AeCHY
x

2 +171+21:+x27(1+x)2
1+22 1422 1422
HejenHaunue (—o00,4+00), Tj. meo R. Iormyno amasoruo nobujamo na je R pememe u apyre HejeqHAYUHE.

Tume cmo mobunu na je marta ¢pyHruuja medpuHucana 3a cBako x € R, tj. D = (—00,400).

crpary: 0 < . Karo cy kBanpaTty yBek mo3uTWBHEM HOOMjaMO [a je pemieme OBe

1402

3a ¢ysrnujy arcsing(z) (kan je medpuHMcaHa, MTO HAM Y OBOM 3aJATKy HE IMPEACTAaB/LA MPOGJIEM jep je yBek meduH-
VCaHA) Ba)KU N& MMa UCTU 3HAK Kao u pynemuja g(z). Crora mysne m 3mak onpebhyjeMo Ha OCHOBY Tabiwme:

2°  f(0) = arcsin =0, na je mpecek ca y-ocoM tauka Y (0,0).

(=00,0) | 0 | (0,400)
2z — 0 +
14 a? + + +
2z
1+x2 - 0 +
f(x) - 0 +
Hobujamo ma je ¢pymrmuja f(x) mma myny @ =0, kao u xa je f(x) <0 3a z € (—00,0), a f(z) >0 3a z € (0,+00).
2. (— -2 2
3° Kaxko je f(—x) = arcsin 1‘*‘?‘32 = arcsin T ; = —arcsin 1 _,_xxz =—f(z)3aVr €D = f(x) je nenapHa.



I'padur oBe GpyHKOUje je NEHTPAIHO CHMETPUYAH y OmHOCy Ha koopauHaTHu mouerak O(0,0).

dyurmuja f(x) HAje HU TEPUOAUUHA.

Jloka3: mpeTmocTaBUMO CYOPOTHO, Tj. Aa je nepuoauuna ca nepuonom T, tj. f(zx +T) = f(z) 3a Vo € D. Tana ce u
HyJle IePUOIUYHO IIOHABBA]Y , Ia ako ou yszenu x = —1 mobujamo kourpamukunujy f(0) = f(—7) — wro je memoryhe

jep f(0) =0, a f(=T) <0).

4° Kako je nomen D = (—o00,+00) norpebHo je ompemutu asa aumeca: lim f(z) m lim f(z). Hbux ucroBpemeno

T——00 T—+00
1 1
tpasknmo:  lim  f(z) = lim arcsin = lim arcsin|{ —— ) = lim arcsin = arcsin(0 = 0.
r—+o00 r—+o00 1+ ;[,'2 r—+oo 1+ ;I;Q = r— =400 =
x x

Kako nomen mema npexuna (tj. f(x) je mepunucana ma nenom ckyny R) to f(r) Hema BepTHUKAIHUX ACUMITOTA.

. . . . 2z .
Kako je lim f(z) = lim arcsin —— =0) npasa y = 0 je o6ocTpana XOPU30HTAIHA ACUMIITOTA.
r—+oo r—+oo 1+ {,C2

Kako ¢pyHKIMja MMa XOPU30HTAJNHY acuMnToTy (ca obe cTpaHe) TO OHA HEMa KOCUX ACUMIITOTA.

—2

s < -1
2 — 2 2(1 — a2 e !
5°  fl(x) = x = 1= 2) T mobujamo na je  f'(x) = H—%’ —l<z<1 .
(22 +1)2 (z* —1)? (x2+1)2- = =1 1;%» z>1

(22 1 1) 2 +1
Opnasne nobujamo 3HAK IPBOT U3BOIA:
(_007_1) -1 (_131) 1 (17+OO)
Pl - x| =+ | x| -
fx) \ min Ve max \

dyuriuja je pacryha ma (—1,1), a omanajyha ma (—oo, —1), u ma (1,400).

MunaumywM je tauka Mi(—1, —g), a MarcuMyM je Ms(1, g)

Hanomena. Harnacumo na y taukama My u My pysrnuja f(2) numa mnun (y TrM TaukaMa GyHKOUja jecTe HeNPEeKUIHA,
anu Huje mupepenmmjabuana). Koepumujent npasna TanrenTe Ha KpuBy ca jese cTpame tauke Mp je ky = f/(—1) =
—1, a ca necme crpame je ky = f} (—1) = 1 (cTora ce oBe 2 kpuse y Tausu M) cexy moa yriaom o 90° — mpsa ca -0CoM
3akmana yrao ox 45° jep je k1 = tgy1 = —1 = 1 = —45° u camuno 3a APpyTry uMamo ma je ko = tgpo = 1 = o = 45°).

(OBa amasm3a mmuieBa ce He OYEKyje O CTyIeHaTa Ha ucuuty!)

4z

32 T < —1
6°  f(x) = ﬁ, -1 <z <1 wuonasme mmamo Tabnuimy:
(1;1#)2, r>1
(—00,—1) | =1 | (=1,0) | 0 | (0,1) | 1 | (1,+00)
1 (x) - X + 0 - X +
f(l‘) n P U Py n Ps U

dyurnuja uMma npesojHe Tauke: Py = M;(—1, —g), P, =Y(0,0) u P3 = M>(1, g)

]

b
2

My
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1
Pewewe.  1° Pymrnuja f(x) je mepunucana kana je nedpuaucana Gpynxmuja g(x) = (1 — ) (mTo je 3a x #0) n
x
kaga je g(z) > 0, a kako je g(z) Tauan KBaApaT TO je EKBUBAJEHTHO ca 1 — — # 0 omakne mobujamo u x # 1.
x
Tume cmo mobuam ma je mata ¢pyHKIMja mepunucana kaxa je © #0un x # 1, tj. D = (—00,0) U (0,1) U (1, +00).

2° IIpecek ca y-ocom memamo jep 0 € D.

1\° 1\° -
f(z) >0 kan je In (1 — ) > 0=In1, ogaocuo kax je <1 — > > 1, Tj. 5 z > 0, ma nobujamo na ¢yurmmja f(x)
x x x

vMa Hyly T = 5, kao u ga je f(z) > 03a z € (—00,0)U(0,3), a f(z) <03a z € (3,1)U(1,+00).
3° ®ysruuja f(x) HAje HM DApHA HU HeNapHA HU NEPUOIUYHA (TO 3aKILy4yjeMo Ha OCHOBY D).
4° Kako je momen D = (—00,0) U (0,1) U (1,400) moTpebuo je ompenutu caenehux mect aumeca:

li li li li li li :
A S g J@, g S0, By sl S@), B, 7@

2
lim f(z)= lim ln(l—i) =Inl=0.

r—to0 r—to0

1\ [ 1)’
lim f(z) = lim In <1 — > = |In <1 — 0_> = In(4+00)? = In(+00) | = +o0.

x—0~ x—0~ Xz

Iloryso amaJsioruo ce mobuja u lim+ f(z) = +o0.
z—0

lim f(z)= lim In <1 - 1>2 = -ln <1 - 11_>2 —In(1-17)° =1n(07)% = 1n(o+)] = —c0.

r—1— rx—1— X

IMornyno ananorso ce mobuja u lim f(z) = —oo.
z—1t

Kako je lim f(x)=+oc0 (a u lim+ f(z) = +o00) mpaBa xz = 0 je BepruranHa acuMnrora (1 TO ca o0e CTpaHe).
r—0~ z—0
Karo je lim f(x)=—-o0 (am lim+ f(z) = —00) u mpaBa z = 1 je BepTurasna acuMnrora (ca obe cTpane).
r—1- z—1

Kako je lirin f(z) =0 mpasa y = 0 je oBocTpaHa XOPU30HTAIHA ACAMITOTA.
T— OO

Kako ¢yuKnuja mma xopusoHTaJHy acuMuToTy (ca obe cTpaHe) TO OHA HEMa KOCUX ACUMIITOTA.

5° fl(z) = ﬁ, na uMamo tabey:
(=00,0) | 0 | (0,1) | 1 | (1,400)
z - X + + +
z—1 - - - X +
F@ [+ x| = x| +
f(x) /! x|\ [ x /

dyurumja je pacryha ma (—00,0) n ma (1,+00), a onamajyha ma (0,1). Jlokamaux ekcTpeMa HEMA.

2—4
6° f'(x) = wa U OfaBIE UMaMO TAOIUIY:

(_0070) 0 (07 %) % (% 1) 1 (17+OO)
2 -4z + + + 0 — — —
z? + X + + + + +
(x —1)? + +] + |+ + |x +
1 (x) + X + 0 - X -
f(z) U X U r N X N

dyurumja nma npesojuy tauky: P(0,0).



4. 4. - mermr oxrobap 2007.  f(x) = (3x — 1)e?/* .

Pewewe.  1° Obmact nedurncanoctu je D = (—o00,0) U (0, +00).

2° Hyna je v = 5. 3a x € (—00,0) U (0,3) je f(z) <0, a3ax € (5,+00) je f(z) > 0. OBO MOKEMO IpeACTABATH
TabINYIHO:
0| |3
fl—1x|—10|+
3° PyurmMja HUje HU TMapHA, HA HEMAPHA, HU MEPUOANYUHA.
4° lim f(z) = —oo, lim f(z)=0, lim f(z)=—o0, lim f(z)=+oo.
T——00 z—0~ z—0t T——+00

IIpaBa = = 0 je BepTukanna acumnrTora (ca mecHe cTpaHe). XOPU3OHTAJHUX acuMmnrora Hema. [Ipasa y = 3z + 5 je
obocTpaHa KOCa aCUMIITOTA.

Hamomena. Kocy acumnrory moskemo mobutu m kopuctehu MakiopeHOB pa3Boj: Kama & — 00 mMaMO aa % — 0 na
je
2 2
(32— 1)e¥/* = (32 — 1) - (1+—+o(%)) =32—146— = +o(1)=3z+5+o(1).
x x
~—~

—0
Crora je mpasa y = 3z + 5 obocTpaHa Koca aCUMOTOTA.

_ 33;2_(231'4—262/%

. Crora umamo cuenehy rabnuny 3a 3uax oxn f'(x) u Monoronocr f(x):
x

5° IIpsu m3Box je f'(z)

1 1
0 1- & 1+ L
1+ x|+ 0 — 0 +
A1 x /] My [N My | [
Jlokanuu MakcuMyM je Tauka M (1 — %, (2 — V3)e3TV3) ~ (0.42,30.42).

Jlokamau MunumyMm je taura Mo(1l + %, (2 4+ v/3)e3V3) &~ (1.58,13.26).

Kako je lim f’(z) = 0 To he rpajuk ¢pynrmumje ynasutu xopusontansuo (k=0 kom y = k-x +n) y myay. Oso je
r—0~
03HAUEHO CTPEJNUIOM Ha nomeM rpadury (jep 3a z = 0 ¢yuruuja f(z) Huje meduHUCAHA).

(ITop kojuMm yrisoMm rpaduk ysiasu y HyJIy ce HE OUeKyje On CTydeHaTa na pane Ha ucoury!)

8xr —4
6° Ilpyrum usson je f"(z) = —— e?/*. Crora mmamo ciaenehy TaGmumy 3a 3rak ox f”(r) u komBekcHOCT f():
x
0| [3
1= x| =10+
fln[x[n|[P|uU

Ilpesojua Tauka je P(3,3e*) ~ (0.5,27.3).



=

204

3

5. f(z)=1—2z— —03

3 3
Pewemwe. 1° Pymrmmja f(z) je nedmmmcanma kana je mepunucana ¢ymrumja g(r) = \/%, Tj. Kam je i?)
T x
3

nepuarcaHo (3a x # —3) 1 Kaua je > 0. Ilocmenmy HejemHauMHy peraBamo nmomohy Tabiute:

+3
(—00,-3) | =3 | (=3,0) | 0 | (0,+0c0)
x3 — - - 0 +
r+3 — X 0 + +
;f?) + S - 0 +

Tume cmo mobunu na cy Kopel, a camuMm tuMm u ¢pyurnuja f(x), nepunucanu kana je © < —3 wiu kan je x > 0, 1j.
D = (—00,—3) U [0, +00).

2° TIpecek ca y-ocom je Y (0,1).
3

Habumo ranma je f(z) = 0. Tax pemasamo mpamuoHaJgHy jeqHaunay 1 — z — = 0. Kana mpebamumo rKopeH Ha

z+3
3
T+3
Tj. KAKO je KOPEH yBeK HeHeraTuBaH, Tpeba u ma je 1 —x >0, Tj. <1 (TO je yCJIOB NOX KOJUM CMEMO & KBAAPUPAMO;

nopeJ TOT ycJIoBa CBE BpeMe BoauMo u padyHa o D jep je tama ¢pyuruuja nedpuaucana). Kana ksampupamo nobujamo
3
jemmaummy 1 — 22 + 22 = 713 OIHOCHO Kana MOMHO¥KUMO ca = + 3 (mTo cmemo jep —3 ¢ D) mobujaMo KBaapaTHy
x

5—+13

jenmaunny 22 —5x +3 = 0. Hbena pemema cy x; = s (oBO pememe 3a0BOmaBa U yCI0B & < 1 u npunaga D) u

_54+V13
=2

Opyry cTpany mobujamo 1—x = . Ila bucmo cMenu ga KBaApUPaMo HOTPEOHO je ma cy obe cTpaHe UCTOr 3HAKA,

(oBO pememe oTnama jep He 3am0BObaBa ycios r < 1). Tume cmo mobunu ma oBa (QyHKIU]Y UMa CAMO
5—13
5,0).

)

jemry mymy N(
3

Ompennvo kana je f(xz) > 0. To je eKBUBAJIEHTHO Ca MPAIMOHAIHOM HejemHAUMHOM 1 — x > 3 Ila 6u cmo
T
cMeJu Ia KBaJgpupamo norpebHo je ma obe crpane Oyny HeHeraTuUBHE (KOPEH je TO YBEK, aju 34 JIEBY CTDPAHy OIET
nonasumo 1o yeaosa 1 — x>0, Tj. < 1). Iomasmmo no mejemmaumme 1 — 2x + 12 > T3 Cana HHje 3romHO 1A
T
MHOKUMO ca z+3 (jep oBaj u3pa3 Moke OUTU U HETATUBAH ), HErO [leMO na cBe IpebaluMo Ha JEBY CTPAHY U CBEAEMO
3 2
. T . x°—5c+3 .
Ha 3ajenEuukd uMenmiam: 1 — 2z + z2 — >0, tj. ————— > 0. 3a oBaj m3pa3 nmamo TabIUILY:
z+3 z+3
5—/13 5—1/13 5-v/13 5413 5+1/13 54+/13
(_007_3) -3 (_3v P ) P ( 5 +2 ) +2 ( +2 ,+OO)
2> —br+3 + + + 0 — 0 +
Tz +3 — X + + + + +
3
P — X + 0 — 0 —+




2.5 3
%>0jeﬂHaﬁOl‘E( 3, 5= f) (5+f +00).

6utu r <1 u x € D nobujamo na je f(x) >0 3a x € [0, 2=
¢yurnmja nedunucana (1 HUje Hysa), Tj. 3a T € (%, )

IIa je pellemne HejeTHAYNHE Kana jom y6ammmo ycioB ma Mmopa

13) " f(x) < 0 HA CBUM OCTAJMM MHTEPBAJIMMA HA KOjUMA je
00). OBO CBE MOKEMO TPEACTABUTH TABINYIHO KAO

| (oo =3) [ =3[ (=3.0) | 0 | (0,248) | 248 | (4B 4o0)
f(@) | - x| x |+ + 0 -

3° ®yuruuja f(x) HMje HM DApHA HU HeNapHA HU NEPUOIUYHA (TO 3aKIbydyjeMo Ha OCHOBY D).

4°  Kako je nomen D = (—o0, —3) U0, +00) morpebHO je oapenutn cienehia Tpu auMeca u jeaHy BpeAHOCT (yHKIU]je:

.'L'S 1'3
134y —— 127422 —
z? . z? Virs o, AT

1—2+ 1—2+
z+3 z+4+3
, z? — 5z +3 z? — 51+ 3 & , 1-543 1
lim - = lim 5 = L = lim L = ——
t——o0 (x+3)(1—x) — /23 (x +3) 2—=-0° —x2—-20+3 -V Y3z Lo/ L rreo-248 0 148 2
(oBme cmo kopuctmiu xa je x + 3 = —|z + 3| = —/(z + 3)2 kama cmo ra ybanusasu oI KOPEH; pasior je jep 360r

x — —oo Baku T + 3 < 0).

SCS
i = lim 1-2— - ,/ Y e L R
Jm flz) = lm 1—2—y /= “3- +3 0—

f(0) =1 cmo Beh m3pauynanm (oBOE He TPAKUMO MPDAHUYHY BPEAHOCT, HErO BpenHocT ¢pyuruuje jep 0 € D).

lim f(z)= lim 1—2z—

2
. | x
o Lm 213 xETool_x_ 1+% = [1—(-1—00)—\/—5-00] = —00.

Kako je lim f(x) = —oco npaBa x = —3 je BepTuraigna acuMmnrora (ca jeBe cTpaHe).
Tz——3~

Kako je f(0) = 1 xomauan Gpoj, TO OBIE MAKO jé NPEKUI HEMAMO BEPTUKAIHY ACUMIITOTY.

. . .t _ 1
Kaxko je mgriloof(x) =~ mpaBa y 5 je JmeBa XOPU3OHTAJHA ACUMITOTA.
Kaxo je lirf f(x) = —00 TO ca mecue cTpase GpyHKIMja HEMA XOPU3OHTAIHY ACUMITOTY, &JIA OBIE MOYKE UMATU KOCY
T— 100
ACUMIITOTY.
3 3 €T
x x 1
/(@) Ve l-r—\ 03 i=y& sl
k=1 lim T+ = lim T+o . T = lim
r—+oo I r—+00 x T—+00 xT > r—+00 1

. 1 1

lim ——1-— T =
r—+4oo I 1 + 2

Osaj numec je komauan u —2 # 0, ma rpaxkuMo koedpunujert n (oBme £ — +o0o, ma je x+3 > 0, Tj. £ +3 = +/(z + 3)2):

T
1+z+
. ? . z® z+3
n_acgr—i{loof() k-x—xll)lfool—x— x+3_(_2).w_a:ll>r—;{loo 1+z— r+3 .1 173 -
. +x + 213
2
Rt Ao S 522 + T + 3 522 + T + 3 5
lim = lim = lim
@—-+oo [ a? e—too (z 4+ 3)(1+ )+ /ad(x +3) z—too 22+ 4z +3+ 2t +3z 1 _
1+x+ ) :c4
3—1—3
5+ + 2
lim N oBaj smmec je konauvan. Crora je mpaBa y = —2x + % JeCHa KOCa aCUMIITOTA.

TR+ 1+

z
50 fl(z) = —1f(x+g)~ /m, [a OIleT PEIIABAMO UPALUOHAIHE jequavuute u Hejennaunte. Pemasahiemo f/'(z) > 0

(mormyno anasorHo 6w umua 1 oArosapajyha jemHaumHa) jep ce yBEK TPYIAUMO KO UPALMOHAJIHAX HejenHAUurHA Aa
HAM KOpeH Oyzxe Ha Majoj cTrpanu (Tako mMaMo caMmo 1 cayuaj, Mok kan je koped Ha Behoj cTrpanum mmamo 2 onsojena



cayuaja): —1 — (z + %) . ﬁ > 0, omrocHo —(z + %) . /ﬁ > 1. Ila 6u cMenau Aa KBAIpUPaMO HOTPeOHO

je ma cy m3pa3u U Ha JEBOj M Ha AECHO] CTPAHM MO3UTUBHU, Tj. Tpeba Ia BAKU YCIOB & < f% (mopen Tor ycaosa u
2
—H(x+4)

kKopeH Tpeba na je medpunucan, tj. x € D). Kana kBagpupamo u cpemumo oBaj uspas nobujamo [ = @13
x

> 0,

a mera pemasaMo moMohny Tabsuie

(700, 74) —4 (747 *3) —3 <*37 +OO)
27
- _ _ _ _ _
z+4 0 + + +
(r+3)3 - — - X +
I 0 + X -

Hakne, pemene uejennaunne [ > 0 je o € (—4, —3), anu Opecek Tora pemiemha Ca yCIOBOM T < 7% je mpa3aH CKyT, Tj.
mukana wuje f'(x) > 0. 3maum, ysek je f'(z) > 0, Tj. umamo Tabwmy:

(—OO, _3) -3 (_370) 0 (O,—FOO)
f(z) - X X X —
f(z) N\ X x N\
dyurmuja je onanmajyha ma (—oo,—3) u ma (0,4+00). Jorkamaux makcumyM je Tauxa M(0,1).
—2
6°  f(x) = 77 Kaxko je kopen yBek mo3uTuBaH Kajua je neGuHUCAH UMaMO TaOIUIy:
4\/z(x + 3)°
(—00,=3) | =3 | (=3,0) | 0 | (0,+00)
Ol - x| =x -
f(z) N X X N

PyHENUja HEMA TPEBOJHUX TAaUaKA.

e
\ 2
%
L3
I -
2(56 — 1)2 _1
6. =27 i
flo)=——7¢
. . . 2(z —1)2 a1
Pewewe. 1° dymruumja f(z) je mepunucana rana cy nedpunucane pyurnuje g(x) = o1 © h(x) =e=1.
Tz _
2(x —1)?
Oymrmmja g(z) = % je nepunmucana xama cy nepumrucame pyurnuje 2(x —1)% u 2z —1 (7o je 3a cako x € R)
T —

u kag je 2x — 1 # 0, Tj.3ax7é%.

1 .
——7, a TO je 3a x # 1.

Crora je pyurmmja f(z) nepuaucana kana je x # % u x # 1, ogHOCHO mMOMeH uian 06JacT Ne(pUHUCAHOCTU (yHKIU]je
fie D = (=00, 1)U (L, 1) U (L, +).

Oymrumja h(z) = e7—1 je nedpunucana kana je mepuHucaHa (GpyHKIUja



—2
2° f(0) = mej =, ma je mpecek ca y-ocoMm Tauka Y (0, ?) ~ (0,—0.736).

YBek je e T > 0,a2(x—1)2=03a2=1, na 6u v = 1 6una jequua wyna ma 1 npunana momeny D (oBako dyHKIMja

%,a2$—1<03ax<%

200 -1)2 -2

f mema nyna). Kako je yBek e T > 0, 20r—1)?>03aceako r € Du2x—1>03az >

nobujamo na je ¢pyurmmja f(z) <0 3a x € (—oo, %), a f(x)>03ax¢€ (%, 1)U (1, +00).

,%) U (%, 1) U (1,400) auje cumerpuvan y omuocy uHa 0 ¢pynruuja f(zr) Huje HM mapHa HU
wenapua (II mauun je: f(—2) = *1?867% + :i:%e = £f(2), na Huje HM mapHA HU HENAPHA, jep CMO HAILIA BPEIHOCT
x =2 € D 3a KOjy HUje UCIYHEHO HU CBOjCTBO MAPHOCTU HU HENAPHOCTU — IO mepumHuUnuUju oba CBOjCTBA MODAajy Oa
Baske Vo € D).

Oyurumja f(x) Huje HU mepmoanyHa. (IOKa3: MPETHOCTABUMO CYIPOTHO, Tj. Aa je mepuoauuna ca mepuonom 1. Tana
je f(x+T) = f(z) Vz € D, anu ako 6u yzemu z = 3 — T nobujamo rorrpamuknmjy f(3) = f(3 —T) — To je memoryhe

jep 3a % ¢yHENUja HUje neduUHUCAHA, a 3a % — T jecre).

3° Kako momen D = (—o0

1
2
lim f(z), lm f(z), lim f(z), lim f(z), lim f(z), lm f(z).

T——00 1 1+
:l)*?2 fL")2

4°  Kaxo je momen D = (—oo, 3) U (5,1) U (1,+00) morpebHo je oapemutn crenehnx mect mmeca:

2 2 2
. _ . 1 1 o _ 2(x—1)° 22°—4x+2 2r—-4+2
mll}IEloof(I')—*OO‘]epKaﬂl’ﬂfOOOHﬂaﬁHO,Haeﬂﬂ1~>€—1,& or 1 = CY— = 2_%"’0 — 00
Kanxﬂfoojepéﬂo.
i J(s) = oo jep ks —+ § onsa w0 ta 2Ly — 2 ma ¢ - e 50,26~ )F 23~ 1 = } > 0
L

20-1—2-3 —1=0".

IToTnyHO amaJIOTHO ce mobuja lim+ f(z) = 4o0.
1

T—3
1\2 1\2
20 -1 20-1
2 — 1 2.1-1

3a uspauyHaBame 1im+ f(z) morpebno je kopumhieme Jlomuranosor npasuia jep je To auMec obauka 0-co (mpso hiemo
x—1

. . _ 1
hnllif(x):OJep Kan r — 17 omma ﬁ—»—oo, mae=—1 — 0, an
xr—

CBECTU Ha JuMecC ObJmKa =, ma OHJA MOKEMO na MPUMEHUMO JIomMTaIoBO IpaBuUiio; ca % 6u ce nobuo Tesxu aumec!):
1

oo ?
1
exz—1 exz—1
2(%— 1)2 ll — 1 6ﬁ JLIL li _(a:— 1)2 — eﬁ i i _(Z‘— 1)2 _ eﬁ B

et 2 —1 ¢ T T2 1 e T T T e Racet 1 LN T T oo

2z —1)2 (x—1) (x—1) (x—1)2
lirf f(x) = 400 (mOTIYyHO AHAJIOTHO KAO Kam & — —00).
T—T00
Kako cmo mobunm na je lim f(x) = —oo0 (am lim+ f(z) = 4+00) mpaBa z = 1 je BepTurama acumnrora.

z—3" r—3

Kako je lim f(z) = +o00 u npaBa =1 je BepTUKaJIHA ACUMITOTA.
z—1+

Kako cy lim f(x) u lim f(x) Geckonaunu QyHKIMja HEMa XOPU3OHTAJHUX ACHUMITOTA, AJM MOKE UMATHA KOCUX.
Tr— —00 r— 400

Kako ce cBu suMecy MOTIIYHO aHAJOTHO pAaYyHAjy W 3a & — —OQ U 3a & — —+00, CByAa heMo nucartu r — +00.

2x —1)2 2—4 42 2
k= xll»rfoo @ = a:ll»rfoo (2(251))x =1 = inoo ﬁeﬁ =3 e = 1. Koedpumujent n nobmjaMo HAKOH MaJO Cpe-

_ ) 2w —1)2emT — (222 — ) .
busama: n = lim flx)—k-x = xll}iloof(x)_x = lim 2w — 1 = 2-1 a
2.1:1-3+40 )

2

1 .
——. Crora je nmpasa y = x — % obocTpaHa KOCa aCUMIITOTA.
2

emT(222 — 4z + 1)
(22 —1)2
Ol KBaIpaTHOT TpuHOMa 2x2 — 4z + 1, umje cy mymre 1+ @:

1
. Kako je ysex e==1 >0 u (20 —1)2 >0 (z = + ¢ D), 3mak nmpBor W3Boaa 3aBUCH CAMO

5° f/(x) =2 2

10



1 (—oo, 1 =) [ 12| -2 L] L] 1]0,1+2) [ 1+2]| (142 +x)
e + + + + x + + +
227 —dx +1 + 0 — — — — — 0 +
(2z —1)2 + + + x| + [+ + + +
1 (x) + 0 + X + X + 0 +
fx) / max . X . X \ min Ve
V2
IToTpebuO je jomr oapeanT BPEAHOCTH y JOKAJIHOM MAKCUMYMY W JIOKAJHOM MUHAMYMY: fmax = f(1 — g) =1 7
eV? e V2
7 foim = f(1+ %) = Crora umamo na je jgorajHu MakcuMmyM Tauka M (1 — ? ) ~ (0.293,—0.587), a

C1+V2 142

oV2
JOKaJIHA MUHUMYM Tauka Ma(1 + @, ) &~ (1.707,1.704).

14+2

He OMCMO OIT UBAJU I )78 jeBuM ju nMajy OOCTa MECT HaunheMm =1-Xub= Xz,
Ila e bucmo onrepehusa aduk ca bpoje a KOju 3ay3UMa, ocTa MecTa o3Hauuhemo ca a = 1 ‘f b 1—&—‘/25

eﬁ(2x2 —2zx+1)

6° f”(x):2(2 0 e KaﬁojeyBeKeﬁ>0,2x2—2x+1>0(jepjea:2>0,aD:—4<O)M
x— x—
(r—1)2>0 (xr =1¢ D), 35aK npBOT U3BOAA 3aBUCH caMo on umana (2r — 1)
(_007 %) % (%71) 1 (17+OO)
T

ex—1 + + + X +

227 — 22+ 1 + +] + |+ +

@z —1)° - x| + |+ T

(z—1) + +] + [x +

[ (@) - X + X +

f(x) N X u X U

dyurnumja HeMa TPEBOJHUX TadaKa.

44 - -
x
7. = .
f(@) 1+Inzx
Pewemne. 1° Kako je l+Inz #03a 2 #e ! = é u jgorapuraMm lnz je mepumuucan 3a z > 0 mmaMo na je DOMeH

¢pymrmmje: D = (0,2) U (1, +00).

’e

2° Ha ckymy D Ha koMe je neduHucana, oBa (yHKIMja HeMa HyJa. 3HaK (yHKnuje y obiactu D 3aBuCcU camMo O
3HaKa MUMEHUOIa, I1a UMaMO 1a je

(=00,0) [0 [ (0,1) | 1] (£,+00)
x X X -+ X +
1+Inx X X — X +
flx) X X - X +
OBo Moskemo 3ammcaty u kao: f(x) <0 3a z € (0, %), f(z) >03ax € (é,—&-oo)

11



3° O&ymruumja HUje HU TApHA, HU HEMAPHA, HU HEePUOANYHA.

4° T'pannuHe BpPEIHOCTU HA KpajeBUMa IOMEHA CY: lim+ f(z) = 07 (jep lim+x =0T n lim+1 +lnz = —o0),
z—0 z—0 r—0
lim f(z)=—oco0 (jep lim 1+Inz=07), lim f(z)=+occ (jep lim 1+Inz=07), lim f(x)= +oo.
r—1 r—1- 14»%+ IH%+ z——+00
Kon mocnenmer numeca cMo nprMeHnan JIonnTasoBo IpaBuio (MOMKEMO jep M MMEHWIAL U OPOjuialn Texe Ka +00):
€ LI . 1

im = lim +— = lim z = +oo.
z—+4o0 1 +1lnxr 2 z—+o - z—+00

Ha OCHOBY HpPETXOJHOT MMaMO Ja je ImpaBa & = e | BepTUKaJHA aCUMOTOTa. Kako mpu ompebuBamy ma nu mMa

T 1
KOCY aCHUMITOTY qobujamo k= lim M = lim = 0 caeau ma pyHEKOUja HEMa Kocy acumnroTy (36or k=0
z—+oo T z—+oo 1 +1Inx

nobunu 6u n = lirf fl@)—k-x= liIJIrl f(x) = 400).

Inz (—O0,0) 0 (07%) % (%71) 1 (17+OO)
5° IIpsu ussox je f/'(z) = T o) ' (z) X — X — 0 + Munammvywm je M(1,1).
(1+In2) f(x) X X AV X AV min J
1—Inz (_OO»O) 0 (Oa%) é (%76) € (ea +OO) e
6° f'(x)= AT f"(x) X X — X + 0 - IIpesojua Taura je P(e, 5)
z(1+Inz) flx) X X N X U I.T. N
Ha ocuOBy cBera oBora mpramMo rpaux.
X
1+lnx
4 |
7
e 1
R .
1 :
; :
-1 0 = 1 2 e 3 4 5 %
-1 |
|
- 1+ Injz|

Pewewe. 1°  Ilomen ¢pyurnuje je D = (—oo, —e) U (—e,0) U (0,¢e) U (e, +00).

1
2° Hyune ¢ynrunumje cy x = +—. Pynrumja Mema 3HAK U y Tadykama Npekuaa, na umamo ma je f(x) < 0 3a x €
e

(—e,—e 1)U (0,e ) U (e, +00), f(x) >0 3a 2 € (—o0,—e) U (—e 1,0) U (e L e).

3° ®yuruuja je Henapua (CUMeTPUYHA y OAHOCY HA KOODIMHATHU IMOUYETAK).

4° T'paHuYHe BpPEOHOCTH HA KpajeBuUMa noMmeHa D cy: IEIPoof(x) =0t T_l}r_rii f(xz) = +oo, Tiu_np+ f(z) = —oo,
lim () = +o0, lim_ f(x) = —o0, lim f(x) = +o0, lim_f(x) = —o0, lm_f(r)=0".
IIpaBe x = —e, x = 0 u & = e Cy BepTURAJIHe acuMITOTE, a npasa y = 0 je 060CTpaHA XOPU3OHTAIHA ACUMITOTA.
1+ 1n*(—2) 1+Inz

5° 3a z < 0 npeu u3sox je f'(x) = a 3a x > 0 npsu usson je f'(z) = na je pyHKIUja

22(1 —In(—2))2’ 22(1 —Inxz)2’

f(z) pacryha ma cBakoM ox MHTepBaJia rae je AeOUHUCAHA.

12



2In(—2z)(In?(—z) — In(—2z) + 2)

(1 —Tn(—2))? , a3a x > 0 npyrm msson je f"(z) =

6° 3a z < 0 mpyrm mssonm je f"(z) =

2Inz(ln*z —Inz +2)

23(1 —Inx)3
YBEK MO3UTUBAH, jep je MMCKPUMUHAHTA KBaApaTHOT TpuHOMa u? —u+2 (3a x > 0 yBomumo cmeny u = Inx, a 3a z < 0
u = 1In(—2)) meratusna. Pymrmmja je U (f”(z) > 0) ma maTepBamuma (—oo, —e), (—1,0) u (1,e), a N ma (—e,—1), (0,1)
u (e, 400).

Jenuue mpeBojue Tauke cy r = —1,y = -1l uwx = 1,y = 1. Ipyru ¢axrop y Opojuony je

1+1n x|
5(1-1n [x])

|
9. f(z) =23 — 322 +2.
Pesyamamu.  1° Howmen je D = R.
2° dymrmmjy Momemo samucaty kao f(r) = (r — 1) (22 — 2z — ) ITpecexk ca y-ocom je Y (0,2).
Hyuxe cy Ni(1—+/3,0), No(1,0) u N3(1+/3,0). 3nax: + 1] - +.
3° Huje Hu mapHa HU HENAPHA HU MEPUOAUYIHA.
4° lim f(z) = —oo, liril f(z) = 4o0.
Hewma acumnrora.
5° f' = 322 — 62. MonoTOHOCT: /‘@\ /. Jlok. makc. je M71(0,2) =Y (0,2), a nok. Mmun. je Ma(2,—2).
6° f"” = 6x — 6. KomBekcuoct: N U. IIpesojua tauka je P(1,0) = No(1,0).
)
4
M1
\NE /
2 TN, o \ 2 /N33 ”
24 \\—0//
M2
44
|

13



10. f(z) = 2* — 622 + 8.

Pesyamamu.  1° Homen je D = R.

2° Hyne cy 120 =32 1 234 = +v2. 3max: +|—-2| — |=V2| + |V2| — +. IIpecex ca y-ocom je Y (0,8).

3° Huje mepuomuuna. Jecte mapHa.
4° lim f(z) = lim f(z) = 4o0.
T——00 r— 400

Hema acumnrora.

5° f' = 4x(2? — 3). Momortonoct: \ Ve @ ANV /. Jlok. mun cy M;(—+/3,—1) u M3(\/3,—1), a n0k. Makc.
je M>(0,8).

6° f"” =12(2% — 1). Komsercuoct: U N U. IIpesojue tauke cy Pi(—1,3) u P(1,3).

11

x? —
11. f(z) = ﬁ

Pesyamamu.  1° Homen je D = (—00,2) U (2,+00).

-1
2° Hyne cy 1 = —1 u 2 = 1. Bnak: + - + (2) +. Hpecek ca y-ocom je Y (0, T)
3° Huje vu mapHa, HU HeNapHA, HU MEPUOANYHA.
4° lim f(z) =1, lir+n flz)=1, lim f(x)=+o0, lim+ f(z) = +o0.
T— —00 r——+00 r—2" r—2
Bep.ac x = 2, obocTpana xop.ac y = 1.
2(1—-2 1 1
50 f = ((37_2)? MonroToHOCT: \, /" (2) \\. Jlok. mun. je M (2,—3>.
2(4 1 1 5
6° f = w. Kousekcuoct: N U (2) U. IIpesojua taura je P (—4, —27>.
G_
5_
4_
¥3]
2_
4 2 W7 2 4 . 6 8 10 -

14



2?24+ 8x+ 7
12. =
Pesyamamu.  1° Howmen je D =R\ {1}, 1j. D = (—00,1) U (1, +00).

2° TIpecek ca y-ocom je Y (0,—7). Hyme cy N1(—7,0) u Ny(—1,0). Buar: — + - 1 4.
3° Huje HM mapHA HV HemapHA HU IEPUOINYHA.

4° lim_f(z) = —oo, lirf f(z) = +oo.

IIpaBa x = 1 je BeprmragHa acuMHOTOTa, a IpaBa y = T + 9 je obocTpaHa KOca aCUMIITOTA.

2_2x—-15
5o f = % Mowuoronoct: / \ 1\ /‘. Jlok. makc. je M1(—3,2), a gok. mun. je Ms(5,18).

32 .
;- Romeercnocr: N U. IIpeBojuux Tauaka HEMA.

(—1)

(3¢) \
204 M
18

60 f// —

13. f(x)=(z—3)V9—x.

Pesyamamu.  1° Homen je D = (—o0,9].
2° Hyne cy x1 =3 u ©2 = 9. 3Hak: — + @ x. IIpecek ca y-ocom je Y (0,—9).
3° Huje vr mapua, HU HenmapHa, HU MEPUOIUIHA.

40 lim_f(z) = —o0, /(9) =0.

Hema acumnrora.

3(7 —x) :
5° f/ = ——=. MOHOTOHOCT: 7 9) x. JIok. makc. je M(7,4V2).
= 302 Monoronocr: [T\, (0) jo M(7,4/)
6° f" = M Konsercroct: N (9) x. Hema npesojuux tauaxa.
4(9 — z)3/2
5_
2 2 10
1]
54
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14. f(z)=+v1—e"%.

Pesyamamu.  1° O6aact mepunucanoctu je D = [0, 400).
2° Hyna je x = 0 u npecek ca y-ocoM je tauka Y (0,0). 3a cBe ocrane Bpensoctu, Tj. 3a x € (0, +00) je f(x) > 0.
3° Hu napHa, HE HemapHa, HU IEPUOANYHA.
4° Beh cmo mammm ma je f(0) = 0. liI_P fz)=1.
r——+00
IMpaBa y = 1 je mecna xopu3oHTaJHA acuMOTOTa. OCTAIUX ACHMITOTA HEMA.

e x
5° Ilpsu u3Boxn je f'(z) = =. f(x) je crporo pacrylia u Hema excrpema.
— 67

2v1

e . (e7® —2)

A= dymrmmja je N jep je f” < 0 3a cBe Bpemnoctu u3 (0, +00). Ipesojuanx

6° Ipyru msson je f"(x) =

TadvakKa HEMa.

0.8

0.67

0.4

0.29

-0.24

-0.44

15. f(x) = v/3z —23.

Pesyamamu.  1° O6nact mepunucanoctu je D =R = (—o0, +00).
2° Hyne cy © = 0 u = ++/3 u npecek ca y-ocom je Tauka Y (0,0). 3a x € (—oo, —v/3) U (0,4/3) je f(z) > 0, a 3a
U (_\/57 O) U (\/§7+OO) je f(ﬂ?) <0.

3° ®yHkmUja je HemapHA.

4° lim f(z)=+ocom lilf f(z) = —o0.
IIpaBa y = —x je obocTpaHa KOCA aCUMIITOTA.
Ocranux acuMOoToTa HEMA. )
1_
5° Ilpsu ussox je f'(z) = ﬁ f(x) je crporo pacryha ma wmarepsaay (—1,1), a omama Ha MHTEpBAJUMA
x—x
(=00, —1) u (1,+00). Mma 2 excrpema: sgokamuu MurmMmyM M (—1, —+/2) u sokamsu maxcumym My (1, v/2).
—2(z2 +1
6° Ipyru ussoxn je f"(x) = (3(39:)5/)3 Oymrnuja je N 3a 2 € (—00,—V3) mw z € (0,V/3), a U 3a z € (—/3,0) u
x—x
x € (v/3,+00). Mpesojue Tauke cy mysne pymsmuje: Pi(—v/3,0), P»(0,0) u P3(v/3,0).
Y= -X i)
4
7

I:I'p',l'
|
i

16



(z —2)

16. f(x) = n@—2)"

Pesyamamu.  1° O6aacr mepurucanoctu je D = (2,3) U (3, +00).
2° Hyana mema. 3a = € (2,3) je f(x) <0, a 3a z € (3,4+00) je f(z) > 0.
3° Hu napHa, HU HemapHa, HU OEPUOAUMYHA.
4° lim+ flz) =0, lim f(z)=—o0, lim+ f(z) = +o0, lirf f(x) = 4o0.
T—2 r—3~ r—3 T—+00
IlpaBa x = 3 je oboCTpaHa BEPTUKANHA acUMNTOTa. PYHKIMja HEMa HU NECHY XOPU3OHTAJHY HU HECHY KOCY ACHAMII-
TOTY.
2ln(z—2)—1)- (z —2)
In?(z — 2)
pacre Ha unrepBany (v/e+ 2,400). Jlokanuu munumyM je taura M (v/e + 2,2¢e) ~ (3.65,5.44).
2In(z — 2)% — 3In(x — 2) + 2
In®(z — 2)

5° IIpsu ussox je f'(x) = . f(z) omama ma waTepBany (2,3) m Ha maTepBady (—2,\/€ +2), a

6° Hpyru usson je f"(x) = dyurmuja je N ma wmaTepsaday (2,3), a U HA UHTEPBAILY

(3,40). IIpeBojuux Tauaka HEMA.

in

1 10 .
T+
17. f(z) = —5V——.
(@) In?(z + 1)
. z+1
Pesyamamu.  1° Oymrumja f(z) = m je nepmamcana ma D = (—1,0) U (0, 4+00).
n“(x

2° dyHKuUMja HeMa HyJa U 3a cBe BpexHoctu u3 momena je f(x) > 0. Hema uu npecek ca y-ocom jep 0 & D.

3° ®yHKnUMja HUje HU NAapHA, HU HEIAPHA, HU IEePUOIUYIHA.

4° I'pannune BpemHoCTH Ha KpajeBuma D cy lim+ f(z)=0, lim f(z)=4o0, lim+ fl@)=4occon hIJP f(z) = +o0.
r——1 z—0~ z—0 r—400

dyHEnMja UMa BEPTUKAJHY acuMnToTy x = 0, a HeMa NEeCHy XOPU3OHTAJHy acuMrToTy (jep je hr—s{l f(z) = +o0) n
T—T00

HeMa mecHy Kocy acuMmnrtoTy (jep ce mobuja k= lim M =0).
r—+o0 X
/ ln(aj + 1) -2 : 2 2
5° f'(x) = m dynrnmja onana Ha maTepBaty (0,6 — 1), a pacre Ha (—1,0) n Ha (e — 1,4+00). Crora uma
n’(x
MuHEMYM 328 T = €2 — 1 ~ 6.389 1 fiuin = f(e? — 1) = ieQ ~ 1.847, Tj. nma gokaman muaEMyM M (e? — 1, %62).

1 1) -3
(x+1)In*(x + 1)
f7(x) <0wm f(z) je ran N. Ilpepojra Tauka je 3a x = ¢® — 1 ~ 19.086 (f(e® — 1) = §e® ~ 2.232) u 10 je P(e® — 1, 3¢).

. f(x) > 0 ma marepsany (—1,0) u ma (0,3 — 1) u f(x) je ranm U, a ma (e* — 1, +00) je

)

17



18. f(x) = In(z? — 10z + 26).

Pesyamamu.  1° Homen je D =R.

2° Hyna je x = 5. 3nak: + +. IIpecek ca y-ocom je Y (0,1n26).
3° Huje uu mapua, HUM HemapHa, HU TEPUOIAYHA.

4° lim f(z) = lirf f(x) = 4o0.

Hewma acumnrora,
50 f! = W MoumoTounoct: \/. Jlok. mun. je M(5,0).
6 [ — 2 4 — 10z + 24
(22 — 10z + 26)2

. Konsercuocr: N U @ N. IIpesojue Ttaure cy Pi(4,In2) u Py(6,1n2).

19. f(z) =Inz —4lnz + 3.

Pesyamamu.  1° Homen je D = (0,400).

2° Hyne cy x =en = ¢e3. Bnax: 0 +[e] — +.

3° Huje Hu mapHa, HU HENApHA, HU HEePUOIUMIHA.
4° lim f(z) =+o0, lim f(z) = +4oc.
z—0t T—+00

Bep. ac z =0, mema mecHy xop.ac, HI OECHY KOCY ac.

5° f’:2lnz72. Monoronoct: 0 \ /. Jlok. mum. je M(e?,—1).
6° = _21113;2—3. Komsercroct: 0 U N . IIpesojua Tauka je P(e3,0).
B
5]
4]
3]
5]
1]
/
0 5 10 15 20 2
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20. f(z)=3mn%z — 8In(Inx).

Pesyamamu.  1° Ilomen je D = (1, +00).
3° Huje Hu mapHa, HU HemapHA, HU IEPUOAAYHA.
4° lim f(z) =+o0, lim f(z)=+4oc.
r—1+ xr——+00
Nwma Bep.ac x = 1, HEMa AeCHY HU XOp.ac, HU OECHY KOCY ac.
3In’z —4
5° /= 221 7% Monoromocr: 1 AN /. Jlok. mun. je M(e*/V3 4 —81n(2/V3)).

r-Inx
2° Hema mymna. 3Hak: cByza +.

—_9). 2
6° f//:_2(lnx 2) (31n x+31nx+2)

12 . Komeercrocr: 1 U N . Ipesojua Tauka je P(e?,12 — 81In2).
z?2-In"x

15+

y 10

21. f(z) = (2 — 4z + 5)e”.

Pesyamamu.  1° Ilomen je D = R.
2° Hema mymna. 3Hak: cByna +. Ilpecek ca y-ocom je Y(0,5).
3° Huje HM mapHa, HU HEmapHA, HA IEPUOIAYHA.
4° lim f(z) =0, lim f(x)=+o0.
T——00 xT—+00
Hewma Bep.ac, mema xocux ac, gesa xop.ac. y = 0.
5° f' = (22 — 2z + 1)e®. Monoronoct: cByma /. Hema JOKaJHUX eKcTpeMa.

10
6° £ = (22— 1)e*. K - u[=1] n [1] U. TIpesoj Pi(—1,—) u Py(1,2€).
f (z Je OHBEKCHOCT peBojue tauke cy P - ) u Pa(1,2€)

19



22. f(z) = (622 — 2z — 1)e?®.

Pesyamamu.  1° Homen je D = R.

1+V7 1—7 1+V7

6 SHak: + 5 — 5 +. IIpecek ca y-ocom je Y (0,—1).

3° Huje Hu mapHa, HU HEmapHA, HU IEPUOIAYHA.
4° lim f(z) =0, lim f(z)= +oc.

Tr— —00 r——+00
Hewma Bep.ac, mema rocux ac, aeBa xop.ac. y = 0.

1 .
5° f' = 4(322 4 2z — 1)e**. Monoronoct: / . /. Jlok. muH. je M1(3,562/3). Jlok. maxkc. je My(—1,7e2).
6° f" = 8x(3z +5)e**. Kousekcroct: U N [0] U. Mpesojue Taure cy Pl(—§,19e_10/3) u P(0,-1).

2° Hyne cy z12 =

1,2

23. f(x) =xe 2.

Pesyamamu.  1° Homern je D = R.
2° Hyna je x = 0. 3uak: — @ +. Ilpecek ca y-ocom je myna Y (0,0).
3° Huje nepumonuuna. Jecre Henmapsua.
4° lim f(z)= lim f(z)=0.
T— —00 T ——+00
Hewma Bep.ac, O6OCT;)aHa xop.ac. y = 0.

5° ff=(1- x2)e’%"” . Mouoronocr: \/ .. JTok. mun. je My(—1,—e~/?). Jlok. makc. je My(1,e=1/?).

6° f” = x(2% — 3)e~ 2" . KompekcrocT: N u @ N U. TIpesojue Taure cy Pi(—v/3,—v3e73/2), P»(0,0) u
P3(v/3,V/3e7%/2).

20



24. f(z) = (22 +2)e .

Pesyamamu.  1° Homen je D = R.
2° Hema mysa. 3mak: csyna +. IIpecek ca y-ocom je Y (0,2).
3° Huje mepuonuuna. Jecte mapHa.
4° lim f(z)= lim f(z)=0.
T— —00 r——+00
Hewma Bep.ac, obocTpana xop.ac. y = 0.
5° f/ = —2x(22 + 1)e~*". MoHOTOHOCT: /@\. Jlok. makc. je M(0,2).

3 3
6° f" =222 —1)(222+ 1)e ™. K U [-1] n [1] u. Tpesoj Pi(—1,2) u Py(1,2).
f (z )(22% + 1)e OHBEKCHOCT peBojue Tauke cy P ’e) n Py ,6)

257

25. f(z) = x2%.

Pesyamamu.  1° Homen je D = (—o0,0) U (0, +00).

2° Hema myna. 3nax: + (0) +.

3° Huje Hr mapHa, HU HemapHA, HU IEPUOINYHA.

4° lim f(z) =400, lim f(x)=+o0, lim f(z) =0, lim f(z)=+oo.
T——00 T—+00 z—0~ z—0t

Bep.ac © = 0, HeMa X0p.ac, HeMa KOCHUX ac.

1 2
5° f = e (22 — 1). MoroToHOCT: \, (0) \u /. Jlok. mun. je M ( ¢ )

2" 4
ex (222 — 2z +1)

60 f// — 5

. Komeercrocr: U (0) U. Hema npesojuux Tadaxa.
x

3 2 1 b 1 2
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26. f(z)=er —x.

Pesyamamu.  1° Ilomen je D = (—o00,0) U (0, +00).
3° Huje vu mapHa, HU HemapHa, HA HePUOAAYHA.

4° lim f(z) = 4o0, liI_’I_l f(z) = —o0, lim f(z)=0, lim+ f(z) = +o0.
T— —00 r—+00 z—0— x—0
Bep.ac z = 0, mema xop.ac, obocTpana koca ac. y = —x + 1.
1
5° f/ = — e—; +1|. Monmororoct: N\, (0)\,. Hema moramHnx ekcrpema.
x

2° Kako je f(1)=e—1>0u f(2) =ye—2<0 = nmva nyny z =« € (1,2). 3uax: + (0) + [a] —.

1
= (2 1 1 1 1
6o [ — &44_), Kousercuoct: N U (0) U. IIpesojua Tauka je P ( 5 + 2).

T

Hymepuuku ce mobuja na je a ~ 1.763222834.

4
¥
2_
a2 10
24
44
27. f(z) =2x — /322 + 6z
Pesyamamu.  1° Ilomen je D = (—o0 ] U [0, +00).
2° Hyne cy 1 =0 n 29 = 6. 3uak: — @ @—i—

3° Huje uu mapua, HUM HemapHa, HU Hepmomxmﬁa
4° lim f(.’l?) = —0Q, lim f($> = +OO7 f(_2) = _47 f(o) =0
r——00 x—+00

Hema Bep.ac, HeMa Xop.ac, jeBa koca ac. y = (2 + v/3)z + /3, mecna xoca ac. y = (2 — V3)z — /3.
3z +3
5° f/ =2 - ———=. MomnoTonocT: -2)x (0 1] . Jlok. mun. je M(1,—1).
/ e /(=2 x 0\ [1]/ je M(1,-1)

6° f" = B2 1 62) % Koneercunoct: U (—2) x (0) U. Hema npeBojHux Tadaka.
7.
42 SRR S :
%
2]
¥4
-
5!
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28. f(r) = —2x — V322 +62—9.

Pesyamamu.  1° Howmen je D = (—o0, —3] U [1, +00).
2° Hema myna. 3mak: + (—3) x (1) —.
3° Huje uu mapua, HU HemapHa, HU TEPUOIAYHA.

1 lim_f(r)=too. lim_f(r) = oo, f(-3) = 6. f(1) = -2
Hema Bep.ac, Hema Xop.ac, JeBa koca ac. y = (—2 + v/3)z + /3, mecna xoca ac. y = (—2 — v/3)x — /3.

1
5° fl=-2— 3x——|— MororonoCT: \ /" (=3) x (1) \\. Jlok. muH. je M(—5,4).
\/33%2 +6x—9
6° f"’ = Konsercroct: U (—3) x (1) U. Hema npeBojuux Tauaxa.

(322 + 62 — 9)3/2°

29. f(r)=x+2—-vVa2+z+1.

Pesyamamu.  1° Howmen je D = R.
2° Hyna je x = —1. 3uak: — +. Ipecek ca y-ocom je Y (0,1).
3° Huje vy mapHa, HU HEmapHA, HU IEPUOINYHA.
4° lim f(z) = —o0, lim f(x)=3/2.
TrT——0Q r——+0o0

Hema Bep.ac, nesa koca ac. y = 2¢ + 5/2, mecua xop.ac. y = 3/2.

2z 41
5° f' =1— ————. MonoTorOCT: cByaa /. Hema JIOKQJIHUX eKCTpeMa.
2vVx2 +x+1
6° f" = — Komekcnoct: cByma N. Hema npesojHux Tadaka.

4(x? + x4+ 1)3/2

5
05
4 3 2 "L 1 2 3 Fl
X
0.5
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30. f(r)=x+1—+Vaz?2+3x+2.

Pesyamamu.  1° Homen je D = (—o0, —2| U [—1, 4+00).
2° Hyana je x = —1. 3nar: — (—2) x —. Mpecek ca y-ocom je Y (0,1 —+/2).
3° Huje HM mapHa, HU HEmAapHA, HU IEPUOIAYHA.

£ lim (@) =—co, lm_f(z) =—1/2, f(=2) = —1, f(-1) =0,

Hema Bep.ac, neBa roca ac. y = 2 + 5/2, mecua xop.ac. y = —1/2.
2z +3
5° fl=1- L Monororoct: /" (—2) x (—1) \,. Hema mnoranHux excrpema.
2v/ x21—|— 3z +2
6° f = 2 3 Konsercuoct: U (—2) x (—=1) U. Hema mpeBojHUX Tadaka.
4 2 /‘ 2% 4
N
1
]
¥
-3
_‘_
_‘j_

31. f(z) = arctg(lnz) .

Pesyamamu.  1° Homen je D = (0,400).
2° Hyna je x = 1. 3uak: — +. Ilpecek ca y-ocom mema jep 0 & D.
3° Huje Hu mapHa, HU HemapHa jep OOMeH Huje cuMeTpudyaH y onuHocy Ha 0. Huje Hy mepuonnuna.

o 71 __T _
4° lim f(z) = -5, lm f(z)=

Hewma Bep.ac, mecna xop.ac. y =

N SN0y

, HEMa KOCHUX aCHUMIITOTA.

1
5° f' = ————5—. Momoronoct: x (0) . Jlokamau mummmywm je tauxa M (0, —E).
z- (14 In"z) 2
1 1)?
6° f = —%. Konsercuoct: x (0) N. Hema npesojunx Tadvaxa.
22 (14 1n" )2
=
¥ 11
(a] 1 5 4 1] =
"
=

24



