
IV dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

4. Sistemi linearnih jednaqina

Ovde je dat kratak pregled IV dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku mater-
iju koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”4. Sistemi linearnih jednaqina”, kao i onim iz poglavǉa ”7. Prvi kolokvijum” koji su
vezani za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ove oblasti.

1. 4.3 (2). Ispitati saglasnost i rexiti sistem linearnih jednaqina
x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1

3x + 3y + z = 2.

Rexeǌe 1. Determinanta sistema ∆ i ostale determinante koje se javǉaju u Kramerovim formulama
(∆x, ∆y, ∆z) su jednake:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 3
1 2 −1
3 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0, ∆x =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 3
1 2 −1
2 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 5, ∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 1 3
1 1 −1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣
= −4, ∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 −1 1
1 2 1
3 3 2

∣∣∣∣∣∣
= 3.

Kako je ∆ = 0 i ∆x = 5 6= 0 sistem nema rexeǌa.

Napomena. Ovde nismo ni morali da odre�ujemo ∆y i ∆z jer smo ve� na osnovu ∆ i ∆x dobili da sistem
nema rexeǌa.

Rexeǌe 2. Rexava�emo sistem Gausovim sistemom eliminacije:

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II− I

3x + 3y + z = 2 III− 3 · I

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0
6y − 8z = −1 III− 2 · II

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

0 = −1

Kako je III jednaqina 0 = −1 6= 0, ta jednaqina nema rexeǌa, pa i ceo sistem nema rexeǌa.

2. 4.3 (3). Ispitati saglasnost i rexiti sistem linearnih jednaqina
x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1

3x + 3y + z = 3.

Rexeǌe. Kako su sve determinante ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 sistem MORAMO rexavati Gausovim sistemom
eliminacije.

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II− I

3x + 3y + z = 3 III− 3 · I

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0
6y − 8z = 0 III− 2 · II

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

0 = 0
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x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

Dobili smo sistem u stepenastom obliku, u kome su promenǉive x i y vezane (one su na poqetku jednaqina),
dok je preostala promenǉiva, z slobodna i ǌoj dodeǉujemo vrednost parametra:

z = α, α ∈ R.

Stoga ovaj sistem ima vixestruko rexeǌe koje zavisi od 1 parametra. Daǉe, y dobijamo iz II jednaqine:

y = −4
3

α. Konaqno kada z i y uvrstimo u I jednaqinu dobijamo x = 1− 5
3

α.

Sistem ima vixestruko rexeǌe koje zavisi od 1 parametra: (x, y, z) =
(

1− 5
3

α,
4
3

α, α

)
, α ∈ R.

Napomena. Kako je parametar α proizvoǉan realan broj, mi smo mogli da uzmemo da je α = 3t i dobili bi
”lepxe” rexeǌe (x, y, z) = (1− 5t, 4t, 3t), t ∈ R.

3. Ispitati saglasnost i rexiti sistem linearnih jednaqina
x + y + z = 1
x + y + z = 2
x + y + z = 3.

Rexeǌe. Kada u Gausovom sistemu eliminacije I jednaqinu oduzmemo i od II i od III dobijamo ekvivalentan

sistem
x + y + z = 1

0 = 1
0 = 2

. Bilo zbog II bilo zbog III jednaqine ovaj sistem nema rexeǌa.

Napomena. Iako su sve determinante ∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 sistem nema rexeǌa.

4. 7.pr7.2 (str. 54). U zavisnosti od realnog parametra a odrediti fundamentalni sistem rexeǌa i
opxte rexeǌe sistema

3x − 2y + 5z + au = 0
6x − ay + 4z + 3u = 0
9x − 6y + 3z + 2u = 0.

Rexeǌe. Ovaj sistem ima 3 jednaqine i 4 nepoznate (x, y, z, u) te se ne mo�e rexavati preko determinanti,
nego mora Gausovim sistemom eliminacije (ili pomo�u Kejli-Hamiltonove teoreme, xto je drugaqiji zapis
Gausovog sistema eliminacije)!

3x − 2y + 5z + au = 0
6x − ay + 4z + 3u = 0 II− 2 · I
9x − 6y + 3z + 2u = 0 III− 3 · I

3x − 2y + 5z + au = 0
(4− a)y − 6z + (3− 2a)u = 0

− 12z + (2− 3a)u = 0

Sada imamo 2 sluqaja u zavisnosti od toga da li je qlan 4 − a jednak ili razliqit od 0 (ako je jednak onda
nam se kvare ”stepnice”).

1◦ Za a 6= 4 prethodni sistem je u stepenastom obliku i promenǉive x, y i z su vezane, dok je u slobodna
i ǌoj dodeǉujemo vrednost parametra u = t, t ∈ R. Vra�aǌem unazad dobijamo vrednosti ostalih
promenǉivih: z = 2−3a

12 t, y = 1
2 t i 3a−22

36 t. Dakle imamo da je rexeǌe

(x, y, z, u) =
(

3a− 22
36

t,
1
2

t,
2− 3a

12
t, t

)
= t ·

(
3a− 22

36
,
1
2
,
2− 3a

12
, 1

)
, t ∈ R.

Vektor X1 =
(

3a−22
36 , 1

2 , 2−3a
12 , 1

)
se naziva fundamentalno rexeǌe sistema.

2◦ Kada je a = 4 prethodni sistem se svodi na:

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0
− 12z − 10u = 0 III− 2 · II
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3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

0 = 0

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

Ovo je sistem u stepenastom obliku, u kome su promenǉive x i z vezane, a ostale, y i u su slobodne.
Slobodnim promenǉivima dodelimo vrednosti parametara:

y = t, u = p, t, p ∈ R.

Daǉe, z dobijamo iz II jednaqine: z = −5
6

p. Kada z, y i u uvrstimo u I dobijamo x =
2
3

t +
1
6

p.

(x, y, z, u) =
(

2
3

t +
1
6

p, t,−5
6

p, p

)
= t ·

(
2
3
, 1, 0, 0

)
+ p ·

(
1
6
, 0,−5

6
, 1

)
, t, p ∈ R.

Vektori X1 =
(

2
3 , 1, 0, 0

)
i X2 =

(
1
6 , 0,− 5

6 , 1
)
su fundamentalna rexeǌa sistema.

Objedinimo rexeǌa koja su dobijena u svakom od sluqajeva u jedan konaqan zakǉuqak:

1◦ Za a 6= 4 ima 1 fundamentalno rexeǌe X1 =
(

3a−22
36 , 1

2 , 2−3a
12 , 1

)
koje odre�uje opxte rexeǌe (x, y, z, u) = t·X1,

t ∈ R.
2◦ Za a = 4 ima dva fundamentalna rexeǌa X1 =

(
2
3 , 1, 0, 0

)
i X2 =

(
1
6 , 0,− 5

6 , 1
)
koja odre�uju opxte rexeǌe

(x, y, z, u) = t ·X1 + p ·X2, t, p ∈ R.

Napomena. Kada su svi slobodni qlanovi jednaki 0, sistem se naziva homogen. Homogen sistem UVEK ima
rexeǌa (znaqi, ili jedinsteveno rexeǌe ili vixestruko rexeǌe) jer je (x, y, z, u) = (0, 0, 0, 0) rexeǌe homogenog
sistema. Ovo rexeǌe se naziva trivijalno rexeǌe.

Rexeǌa homogenog sistema qine vektorski prostor koji je razapet fudamentalnim rexeǌima.

5. 7.sr-pr20.2 (str. 71). U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti sistem linearnih jednaqina

2x − y + 3z = 2
x + 2y + z = −1

4x + 3y + az = 0
x − 3y + bz = a− 2.

Rexeǌe. Ovaj sistem ima 4 jednaqine i 3 nepoznate pa se ne mo�e rexavati preko determinanti, nego mora
Gausovim sistemom eliminacije!

2x − y + 3z = 2
x + 2y + z = −1

4x + 3y + az = 0
x − 3y + bz = a− 2

<

<⊃

x + 2y + z = −1
2x − y + 3z = 2 II− 2 · I
4x + 3y + az = 0 III− 4 · I
x − 3y + bz = a− 2 IV − I

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4
− 5y + (a− 4)z = 4 III− II
− 5y + (b− 1)z = a− 1 IV − II

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a− 5)z = 0
(b− 2)z = a− 5
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Ovaj sistem nalikuje na sistem u stepenastom obliku (nalikuje jer bi u posledǌoj jednaqini morali da
eliminixemo z), ali ne mo�emo da nastavimo proces Gausovog sistema eliminacije jer ne znamo da li je neki
od koeficijenata a− 5 ili b− 2 jednak 0. Stoga �emo imati slede�a 3 sluqaja da razmatramo:

1◦ a 6= 5 2◦ a = 5, b 6= 2 3◦ a = 5, b = 2

(taqnije, kada rexavamo zadatak mi �emo do�i prvo do sluqaja a 6= 5 i a = 5, ali se ovaj drugi onda deli na
2 podsluqaja). Razmotrimo sada svaki od ovih sluqajeva ponaosob.

1◦ Kada je a 6= 5 mo�emo da nastavimo proces eliminacije promenǉivih:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a− 5)z = 0

(b− 2)z = a− 5 IV − b− 2
a− 5

· III

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a− 5)z = 0
0 = a− 5.

Kako smo dobili jednaqinu 0 = a− 5 6= 0 to sistem u ovom sluqaju nema rexeǌa.

2◦ Kada je a = 5 imamo da III jednaqina postaje 0 = 0 i ǌu mo�emo potpuno obrisati:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
(b− 2)z = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b− 2)z = 0.

Kako je b 6= 2, dobili smo sistem u stepenastom obliku, u kome su sve promenǉive zavisne, pa ovaj sistem

ima jedinstveno rexeǌe. Iz III jednaqine dobijamo da je z =
0

b− 2
= 0. Kada ovo uvrstimo u II dobijamo

y = −4
5
. Konaqno kada z i y uvrstimo u I dobijamo x =

3
5
.

3◦ Kada je a = 5 i b = 2 imamo da i III i IV jednaqina postaju 0 = 0 i ih mo�emo izbrisati:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
0 = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

Dobili smo sistem u stepenastom obliku, u kome su promenǉive x i y vezane, dok je z slobodna i ǌoj

dodeǉujemo vrednost parametra z = t, t ∈ R. Daǉe, y dobijamo iz II jednaqine: y = −4
5

+
1
5

t. Konaqno

kada z i y uvrstimo u I dobijamo x =
3
5
− 7

5
t.

Lepo je objediniti rexeǌa koja su dobijena u svakom od sluqajeva u jedan konaqan zakǉuqak:

1◦ Za a 6= 5 sistem nema rexeǌa.

2◦ Za a = 5 i b 6= 2, sistem ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) =
(

3
5
,−4

5
, 0

)
.

3◦ Za a = 5 i b = 2 sistem ima vixestruko rexeǌe koje zavisi od jednog parametra

(x, y, z) =
(

3
5
− 7

5
t,−4

5
+

1
5

t, t

)
, t ∈ R.
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