
V dvoqas veжbi — Vladimir Balti�

5. Vektori

Ovde je dat kratak pregled V dvoqasa veжbi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku materiju
koja je obra�ena na predavaƬima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na veжbama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavƩa, a z broj zadatka u tom poglavƩu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavƩa ”5. Vektori”, kao i onim iz poglavƩa ”7. Prvi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju)
qine celinu dovoƩnu za pripremu ove oblasti.

1. 5.5 (1),(4),(5). Neka je R
3 = {(a1, a2, a3) | a1, a2, a3 ∈ R} i neka su + i · operacije u R

3 definisane
jednakostima (a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) i λ · (a1, a2, a3) = (λ · a1, λ · a2, λ · a3), gde je λ ∈ R.

a) Dokazati da je (R3,+, ·) vektorski prostor nad poƩem R.

b) Dokazati da vektori ~e1 = (2, 1,−3), ~e2 = (3, 2,−5), ~e3 = (1,−1, 1) qine bazu u R
3 i izraziti vektor ~x = (6, 2,−7)

pomo�u vektora te baze.

RexeƬe. a) Da bi (R3, R,+, ·) bio vektorski prostor potrebno je da (V,+) bude Abelova grupa i da vaжi:

k · (~v + ~w) = k · ~v + k · ~w, (k + m) · ~v = k · ~v + m · ~v, k · (m · ~v) = (k · m) · ~v, 1 · ~v = ~v.

Oznaqimo vektore ~v = (a, b, c) i ~w = (m,n, p).

U R
3 operacija + sabiraƬa vektora je zatvorena jer je ~v + ~w = (a, b, c) + (m,n, p) = (a + m, b + n, c + p) ∈ R

3.

Asocijativnost sabiraƬa vektora je direktna posledica asocijativnosti operacije sabiraƬa u R.

Neutralni element je nula-vektor ~0 = (0, 0, 0) ∈ R
3.

Inverzan element vektora ~v = (a, b, c) je suprotan vektor −~v = (−a,−b,−c) ∈ R
3.

Komutativnost sabiraƬa vektora je direktna posledica komutativnosti operacije sabiraƬa u R.

Na osnovu ovoga sledi da je (R3,+) Abelova grupa.

Na osnovu distributivnosti operacija · i + u R dobijamo da je

k · (~v + ~w) = k ·
(

(a, b, c) + (m,n, p)
)

= k · (a + m, b + n, c + p) =
(

k(a + m), k(b + n), k(c + p)
)

= (ka + km, kb + kn, kc + kp) = (ka, kb, kc) + (km, kn, kp) = k · ~v + k · ~w.

Na osnovu distributivnosti operacija · i + u R dobijamo da je

(k + m) · ~v = (k + m) · (a, b, c) =
(

(k + m)a, (k + m)b, (k + m)c
)

= (ka + ma, kb + mb, kc + mc)

= (ka, kb, kc) + (ma,mb,mc) = k · ~v + m · ~v.

Iz asocijativnosti operacije · u R dobijamo

k · (m · ~v) = k ·
(

m · (a, b, c)
)

= k · (ma,mb,mc) = (kma, kmb, kmc) = (k · m) · ~v.

I konaqno imamo
1 · ~v = 1 · (a, b, c) = (1 · a, 1 · b, 1 · c) = (a, b, c) = ~v.

Na osnovu svega izloжenog sledi da je (R3, R,+, ·) vektorski prostor.

b) Da bi vektori ~e1, ~e2 i ~e3 qinili bazu u R
3 treba da su linearno nezavisni i da generixu prostor R

3.

Vektori ~e1, ~e2 i ~e3 su linearno nezavisni ako i samo ako jednaqina

α · ~e1 + β · ~e2 + γ · ~e3 = ~0

ima samo trivijalno rexeƬe α = β = γ = 0. Ta jednaqina je jednaka

α·(2, 1,−3)+β ·(3, 2,−5)+γ ·(1,−1, 1) = (2α, α,−3α)+(3β, 2β,−5β)+(γ,−γ, γ) = (2α+3β+γ, α+2β−γ,−3α−5β+γ) = ~0,
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odnosno dobijamo (2α+3β+γ, α+2β−γ,−3α−5β+γ) = (0, 0, 0), xto se svodi na sistem
2α + 3β + γ = 0
α + 2β − γ = 0

−3α − 5β + γ = 0.
Ovo je homogeni sistem i kako mu je determinanta
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on ima jedinstveno rexeƬe, a to je trivijalno rexeƬe α = β = γ = 0, pa su vektori ~e1, ~e2 i ~e3 linearno
nezavisni.

Vektori ~e1, ~e2 i ~e3 generixu ceo prostor R
3, ako se proizvoƩan vektor ~v = (a, b, c) ∈ R

3 moжe predstaviti
kao linearna kombinacija vektora ~e1, ~e2 i ~e3.

Sada rexavamo jednaqinu α · ~e1 + β · ~e2 + γ · ~e3 = ~v, odnosno

(2α + 3β + γ, α + 2β − γ,−3α − 5β + γ) = (a, b, c).

Kako i ovaj sistem ima istu determinantu sistema ∆ = 1 6= 0 dobijamo da i on ima jedinstveno rexeƬe
(odrediti rexeƬe ovog sistema!).

Time smo pokazali da je B = {~e1, ~e2, ~e3} baza vektorskog prostora R
3.

Ostaje jox da izrazimo vektor ~x = (6, 2,−7) preko vektora iz baze B. Sada rexavamo vektorsku jednaqinu

(2α + 3β + γ, α + 2β − γ,−3α − 5β + γ) = (6, 2,−7) koja je ekvivalentna sa sistemom
2α + 3β + γ = 6
α + 2β − γ = 2

−3α − 5β + γ = −7.

Ovaj sistem ima determinantu ∆ =
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= 1 6= 0, xto sa ostalim determinantama iz Kramerovih

formula
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daje α =
∆α

∆
= 1, β =

∆β

∆
= 1 i γ =

∆γ

∆
= 1. Dakle traжeno predstavƩaƬe je

~x = 1 · ~e1 + 1 · ~e2 + 1 · ~e3,

odnosno (6, 2,−7) = 1 · (2, 1,−3) + 1 · (3, 2,−5) + 1 · (1,−1, 1).

2. Ako je ~a = (1, 2, 3), ~b = (4, 1, 1) i ~c = (−9, 3, 6) dokazati da su vektori ~a, ~b i ~c komplanarni, a zatim izraziti
tre�i vektor preko prva dva.

Uputstva. Da su ova 3 vektora komplanarna (tj. u istoj ravni u R
3) pokaza�emo tako xto pokaжemo da su

oni linearno zavisni. U tu svrhu �emo izraqunati determinantu qije su vrste (ili kolone) dati vektori:
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pa su oni linearno zavisni. RexavaƬem jednaqine (−9, 3, 6) = α(1, 2, 3)+β(4, 1, 1) dobijamo da je α = 3 i β = −3,
tj. (−9, 3, 6) = 3 · (1, 2, 3) − 3 · (4, 1, 1).

3. Dati su vektori ~u = (6, 1, 1), ~v = (0, 3,−1) i ~w = (−2, 3, 5). Odrediti t tako da vektori ~u + t~v i ~w budu
ortogonalni.

Uputstva. Oznaqimo ~x = ~u + t · ~v = (6, 1 + 3t, 1 − t).

~x ⊥ ~w ⇔ ~x · ~w = 0.

Ortogonalni su za t = 1.
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4. 5.14 (1). Izraqunati meru ϕ ugla koji grade vektori ~a = 7~i + 2~j − ~k i ~b =~i + 2~j − 3~k.

RexeƬe. Iz formule ~a ·~b = |~a| · |~b| · cos ∢(~a,~b) dobijamo da je cos ∢(~a,~b) =
~a ·~b
|~a| · |~b|

.

~a ·~b = (7, 2,−1) · (1, 2,−3) = 7 · 1 + 2 · 2 + (−1) · (−3) = 14.

|~a|2 = ~a · ~a = (7, 2,−1) · (7, 2,−1) = 54 ⇒ |~a| =
√

54.

|~b|2 = ~b ·~b = (1, 2,−3) · (1, 2,−3) = 14 ⇒ |~b| =
√

14.

cos ∢(~a,~b) =
14√

54 ·
√

14
=

√

7

27
pa je traжeni ugao ∢(~a,~b) = arccos

√

7

27
.

5. 5.21 (1). Izraqunati povrxinu P paralelograma konstruisanog nad vektorima ~a = 5~i − 4~j + 7~k i
~b =~i +~j − 2~k.

Uputstva. Vektorski proizvod ~a × ~b je jednak

~a × ~b =
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= 1~i + 17~j + 9~k = (1, 17, 9), pa je

P = |~a ×~b| =
√

12 + 172 + 92 =
√

371.

~a

~b P

Slika uz zadatak 5.

6. Na�i povrxinu i duжinu visine BD trougla ABC ako je A(−3,−2, 0), B(3,−3, 1) i C(5, 0, 2).

RexeƬe 1. Odredimo prvo vektore koji odre�uju trougao △ABC:

~a =
−→
CA = (xA − xC , yA − yC , zA − zC) = (−8,−2,−2) i ~b =

−−→
CB = (−2,−3,−1).

ƫihov vektorski proizvod je ~a ×~b =

∣
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∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

−8 −2 −2
−2 −3 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−4,−4, 20). Traжena povrxina je

P△ABC =
1

2
|~a ×~b| =

1

2

√

(−4)2 + (−4)2 + 202 =
1

2

√
432 = 6

√
3.

Kako je sa druge strane ova povrxina P△ABC = 1

2
CA · BD i kako je |−→CA| =

√

(−8)2 + (−2)2 + (−2)2 =
√

72 = 6
√

2

dobijamo da je duжina visine BD =
2P

CA
=

12
√

3

6
√

2
=

√
6.

RexeƬe 2. Povrxinu trougla △ABC u prostoru moжemo izraqunati i preko formule P = 1
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2,
gde su P1, P2 i P3 slede�e determinante:
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DaƩe smo BD mogli da raqunamo kao i u prethodnom rexeƬu, ali �emo i to uraditi drugaqije.

Na�imo koordinate taqke D koja je podnoжje visine iz temena B na stranicu CA. Oznaqimo sa b pravu koja
sadrжi stranicu CA. ProizvoƩna taqka T sa prave b data je sa

(xT , yT , zT ) = (xC , yC , zC) + t · −→CA = (5 − 8t,−2t, 2 − 2t)

(razlog je jer su vektori
−→
CA i

−→
CT kolinearni, tj. vaжi

−→
CT = t · −→CA).

Kako i taqka D pripada pravoj b to �e biti D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neku vrednost parametra t.

To t odre�ujemo iz uslova da su stranica CA i visina BD ortogonalne, tj. CA ⊥ BD, pa vaжi
−→
CA · −−→BD = 0.−−→

BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t), pa je

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t) = 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t = 24 − 72t = 0,

odakle nalazimo t = 1

3
, pa je podnoжje visine iz B taqka D( 7

3
,− 2

3
, 4

3
).

Vektor
−−→
BD = (− 2

3
, 7

3
, 1

3
), pa je traжena visina |−−→BD| =

√

4

9
+ 49

9
+ 1

9
=

√
6.
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Slika uz zadatak 6. Slika uz zadatak 7.

7. 5.26 (3),(4). Date su taqke A(1,−1, 1), B(1, 3, 1), C(3, 1, 1), i D(1, 1, 3).

a) Izraqunati zapreminu V piramide ABCD.

b) Izraqunati duжinu visine hD iz temena D piramide ABCD.

RexeƬe. a) Odredimo prvo slede�e vektore:
−−→
AB = (0, 4, 0),

−→
AC = (2, 2, 0) i

−−→
AD = (0, 2, 2).

Zapremina piramide ABCD data je sa

VABCD =
1

6
|[−−→AB,

−→
AC,

−−→
AD]| =

1

6
|−−→AB · (−→AC ×−−→

AD)| =
1

6
|

∣
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

| =
| − 16|

6
=

8

3
.

b) Povrxina trougla ABC je P△ABC = 1

2
|−−→AB × −→

AC|. Kako je
−−→
AB × −→

AC =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

0 4 0
2 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (0, 0,−8) dobijamo da je

P△ABC = 1

2
|(0, 0,−8)| = 1

2
· 8 = 4. Kako je zapremina piramide ABCD jednaka VABCD = 1

3
P△ABC · hD, odatle

dobijamo da je hD = 2.

Napomena. Ukoliko bi kao u prethodnom rexeƬu hteli da odredimo podnoжje E visine iz temena D na stranu
ABC (tj. projekciju taqke D na ravan ABC), uzeli bi da je proizvoƩna taqka T ravni ABC data sa

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC = (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),

tj.
−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2) pa bismo rexavali sistem (po t i p)

−−→
DE · −−→AB = 0,

−−→
DE · −→AC = 0.

ƫegovo rexeƬe je t = 1

2
, p = 0, pa je podnoжje E(1, 1, 1).

Konaqno, hD = |−−→DE| = 2.

PitaƬe. Xta je jednaqina ravni ABC? (Ovo pitaƬe malo ulazi u slede�u oblast)
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