
VIII dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

8. Nizovi

Ovde je dat kratak pregled VIII dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku ma-
teriju koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”8. Nizovi”, kao i onim iz poglavǉa ”15. Drugi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju)
qine celinu dovoǉnu za pripremu ove oblasti.

1. 8.1. Koriste�i definiciju graniqne vrednost niza, dokazati da je lim
n→∞

n + 2
2n + 1

=
1
2
.

Rexeǌe 1. Oznaqimo sa an = n+2
2n+1 .

Potrebno je da na�emo n0(ε) u definiciji graniqne vrednosti niza:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) |an − a| < ε.

Odredimo koliko je an − a = n+2
2n+1 − 1

2 = (2n+4)−(2n+1)
4n+2 = 3

4n+2 . Iz uslova |an − a| < ε dobijamo 3
4n+2 < ε, odakle

nalazimo da je 3
ε < 4n + 2, tj. 3

ε − 2 < 4n i konaqno 3
4ε − 1

2 < n. Kako je n > n0 mo�emo uzeti da je n0 =
⌈

3
4ε − 1

2

⌉
.

Time smo pokazali da za svaki pozitivan broj ε postoji prirodan broj n0 =
⌈

3
4ε − 1

2

⌉
(koji zavisi od ε)

takav da za svako n > n0 va�i |an − 1
2 | < ε, pa smo po definiciji pokazali da je lim

n→∞
an = 1

2 .

Rexeǌe 2. U ovom naqinu �emo ilustrovati kako �emo uglavnom raqunati graniqne vrednosti nizova.

lim
n→∞

n + 2
2n + 1

= lim
n→∞

n + 2
2n + 1

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

n
n + 2

n
2n
n + 1

n

= lim
n→∞

1 + 2
n

2 + 1
n

=
1
2
.

2. 8.9. Izraqunati graniqnu vrednost niza (an) datog formulom opxteg qlana an =
(

2n + 1
3n− 5

)3

.

Rexeǌe. lim
n→∞

(
2n + 1
3n− 5

)3

= lim
n→∞

(
2n + 1
3n− 5

)3

·
( 1

n
1
n

)3

= lim
n→∞

(
2 + 1

n

3− 5
n

)3

=
(

2
3

)3

=
8
27

.

3. 8.11. Izraqunati graniqnu vrednost niza (an) datog formulom opxteg qlana an =
(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
.

Rexeǌe. U ovom zadatku �emo koristiti slede�i limes:

lim
n→∞

qn =





0 −1 < q < 1
1 q = 1
+∞ q > 1
ne postoji q 6−1

lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
= lim

n→∞
(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
·

1
3 · 1

3n

1
3n+1

= lim
n→∞

1
3

(−2
3

)n + 1
3 · 1n

(−2
3

)n+1 + 1n+1
=

1
3 · 0 + 1

3 · 1
0 + 1

=
1
3
.

4. 8.15. Izraqunati graniqnu vrednost niza (an) datog formulom opxteg qlana an =
√

n2 + n− n.

Rexeǌe. L = lim
n→∞

√
n2 + n− n = lim

n→∞

√
n2 + n− n ·

√
n2 + n + n√
n2 + n + n

= lim
n→∞

n2 + n− n2

√
n2 + n + n

= lim
n→∞

n√
n2 + n + n

.

Sada �emo i gorǌu i doǌu stranu razlomka pomno�iti sa 1
n , pri qemu �emo kad mno�imo sa korenom uzimati

da je 1
n =

√
1

n2 (ovo va�i jer n →∞, tj. jer je n > 0, pa je tada
√

n2 = |n| = n):
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L = lim
n→∞

n√
n2 + n + n

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n + 1
=

1√
1 + 1

=
1
2
.

5. 8.17. Izraqunati graniqnu vrednost niza (an) datog sa an =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n · (n + 1)
.

Rexeǌe. L = lim
n→∞

2− 1
1 · 2 +

3− 2
2 · 3 +

4− 3
3 · 4 + . . . +

(n + 1)− n

n · (n + 1)
= lim

n→∞
1 − 1

2
+

1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ . . . +

1
n
− 1

n + 1
=

lim
n→∞

1− 1
n + 1

= 1.

6. 8.19. Izraqunati graniqnu vrednost niza (an) datog formulom opxteg qlana an =
1 + 2 + . . . + n

n2
.

Rexeǌe. Suma aritmetiqke progresije je data formulom

1 + 2 + . . . + n =
n · (n + 1)

2
.

Ubacimo u datu graniqnu vrednost i dobijamo L = lim
n→∞

n·(n+1)
2

n2
= lim

n→∞
n + 1
2n

= lim
n→∞

n + 1
2n

·
1
n
1
n

= lim
n→∞

1 + 1
n

2
=

1
2
.

7. Koriste�i teoremu o konvergenciji monotonog i ograniqenog niza dokazati konvergenciju niza (an) ako je

an =
n2 + 1

3n
.

Rexeǌe. Odredimo prvih nekoliko qlanova niza: a1 = 2
3 , a2 = 5

9 , a3 = 10
29 , a4 = 17

81 , ...

Prime�ujemo da je ovaj niz rastu�i, ali to moramo i strogo matematiqki da poka�emo.

Monotonost:

an+1 =
(n + 1)2 + 1

3n+1
=

n2 + 2n + 2
3 · 3n

za n>2

6
1
3 (n2 + n2 + n2)

3n
=

n2

3n
<

n2 + 1
3n

= an.

Ovim smo pokazali da je niz opadaju�i.

Ograniqenost: Kako je niz opadaju�i to va�i da je 2
3 = a1 > a2 > . . . > an.

Sa druge strane imamo n2 > 0 ⇒ n2 + 1 > 0, xto sa 3n > 0 daje an = n2+1
3n > 0.

Znaqi, ukupno imamo da je 0 6 an 6 2
3 , te je niz ograniqen.

Na osnovu teoreme o konvergenciji monotonog i ograniqenog niza dobijamo da niz je niz an koji je monoton
(monotono opadaju�i) i ograniqen i konvergentan.

8. 15.pr2.1. Ispitati konvergenciju niza (an) ako je an =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
3n

.

Uputstva. Pokazati da je niz monotono opadaju�i posmatraǌem izraza an+1 − an.

Kako su svi sabirci pozitivni to je i an > 0. Za ograniqeǌe sa druge strane koristi se 1
n+k < 1

n , pa je
an = 1

n+1 + 1
n+2 + . . . + 1

3n < 1
n + 1

n + . . . + 1
n︸ ︷︷ ︸

2n

= 2n · 1
n = 2.

Kako je niz monoton i ograniqen dobijamo da je on i konvergentan.

9. 8.11. Koriste�i teoremu o konvergenciji monotonog i ograniqenog niza dokazati konvergenciju niza

(an) ako je an =
1

4 · 7 +
1

7 · 10
+ . . . +

1
(3n + 1) · (3n + 4)

.

Uputstva. Niz je monotono rastu�i. Za ograniqenost iskoristiti da je

1
(3k + 1) · (3k + 4)

=
1
3 · 3

(3k + 1) · (3k + 4)
<

1
3

3k + 1
−

1
3

3k + 4
.

Monoton i ograniqen niz konvergira.
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10. 8.28 (2). Dokazati konvergenciju niza (an) i izraqunati lim
n→∞

an ako je 5an+1 = an
2 + 6 i a1 ∈ (2, 3).

Rexeǌe. Poka�imo prvo da je dati niz ograniqen, tj. da va�i 2 < an < 3. To �emo uraditi Principom
matematiqke indukcije.

Baza indukcije: Za n = 1 tvr�eǌe va�i na osnovu uslova zadatka da je a1 ∈ (2, 3).
Indukcijska pretpostavka: Pretpostavimo da za n = k tvr�eǌe va�i, tj. 2 < ak < 3.
Indukcijski korak: Posmatrajmo xta se dexava za n = k + 1:

2 < ak < 3 ⇒ 4 < ak
2 < 9 ⇒ 10 < ak

2 + 6 < 15 ⇒ 2 =
10
5

<
ak

2 + 6
5

<
15
5

= 3 ⇒ 2 < ak+1 < 3.

Na osnovu Principa matematiqke indukcije sledi da 2 < an < 3 va�i za sve prirodne brojeve.

Sada �emo ispitati monotonost: an+1 − an =
an

2 + 6
5

− an =
an

2 − 5an + 6
5

< 0 jer je kvadratni trinom

t2 − 5t + 6 < 0 za 2 < t < 3. Time smo pokazali da je ovaj niz i opadaju�i, tj. monoton je.

Na osnovu toga xto je monoton i ograniqen dobijamo da ovaj niz i konvergira. Oznaqimo sa A = lim
n→∞

an.

Tada je i lim
n→∞

an+1 = A, pa kad u jednakosti 5an+1 = an
2 + 6 pustimo da n →∞ dobijamo

5A = A2 + 6.

Kada reximo ovu kvadratnu jednaqinu dobijamo da je A = 2 ili A = 3. Kako je niz opadaju�i i kako je
a1 < 3 (iz postavke zadatka) dobijamo da ovaj niz ne mo�e da te�i ka 3 nego mora ka 2, tj. pokazali samo da je
lim

n→∞
an = 2.
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