
XI dvoqas veжbi — Vladimir Balti²

11. Neprekidnost funkcija

12. Izvod i diferencijal

Ovde je dat kratak pregled XI dvoqasa veжbi. Potrebno je da obnovite odgovaraju²u teorijsku mater-
iju koja je obra±ena na predavaƬima i u u­beniku.

Kako se najve²im delom na veжbama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi²a, D. §ori²a i §. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavƩa, a z broj zadatka u tom poglavƩu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavƩa ”11. Neprekidnost funkcija” i delom ”12. Izvod i diferencijal”, kao i onim iz poglavƩa
”15. Drugi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoƩnu za pripremu ove oblasti.

11. Neprekidnost funkcija

1. Odrediti vrednost parametra A tako da slede²e funkcije budu neprekidne u taqki x = 0:

a) y(x) =

{

ex, x < 0
A + x, x > 0

; b) y(x) =

{

1 − cos x

2x2
, x 6= 0

A, x = 0
; v) y(x) =







ex2 − 1

1 − cos x
, x 6= 0

A, x = 0
.

RexeƬe. a) Funkcija y(x) neprekidna u x = 0 ako vaжi:

lim
x→0−

y(x) = y(0) = lim
x→0+

y(x).

Kada izraqunamo ove graniqne vrednosti i vrednost dobijamo

lim
x→0−

y(x) = lim
x→0−

ex = e0 = 1, y(0) = A + 0 = A, lim
x→0+

y(x) = lim
x→0+

A + x = A + 0 = A

Funkcija y(x) ²e biti neprekidna ako je 1 = A = A, odnosno A = 1.

U naredna 2 dela zadatka je A = lim
x→0

y(x), a te limese je najlakxe dobiti korix²eƬem ekvivalentnih veliqina.

Rezultati su: b) 1
4 ; v) 2.

2. Ispitati neprekidnost funkcije y =























− 1
x
, x < 0

1, 0 6 x 6 1
x, 1 < x 6 2
3, 2 < x 6 3

x2

3 , x > 3

.

RexeƬe. Neprekidna je za x ∈ (−∞, 0); x ∈ (0, 2); x ∈ (2,+∞).

U taqki x = 0 ima prekid sa leve (i to je prekid II vrste), a neprekidna je sa desne strane.

U x = 2 je neprekidna sa leve, a ima prekid sa desne strane (i to je prekid I vrste).

U x = 1 i x = 3 je neprekidna.

3. 11.40. Dokazati da funkcija f(x) =
|2x − 1|
2x − 1

ima u taqki x = 1
2 prekid prve vrste koji je neotkloƬiv.

RexeƬe. Za apsolutnu vrednost imamo da vaжi |2x − 1| =

{

2x − 1, x >
1
2

1 − 2x, x < 1
2

, xto kad uvrstimo u naredne

graniqne vrednosti daje: lim
x→ 1

2

−

f(x) = lim
x→ 1

2

−

1 − 2x

2x − 1
= −1 i lim

x→ 1
2

+
f(x) = lim

x→ 1
2

+

2x − 1

2x − 1
= 1. Kako su ove 2 graniqne

vrednosti razliqite, a za x = 1
2 funkcija f(x) nije definisana dobijamo da u taqki x = 1

2 funkcija f(x) ima
prekid prve vrste koji je neotkloƬiv.

4. 11.47 (1). Dokazati da funkcija f(x) =
1

x2 − 9
ima prekid druge vrste u taqkama x = −3 i x = 3.
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Uputstva. Kako je lim
−3−

f(x) = lim
−3−

1

x2 − 9
= +∞ i lim

−3+
f(x) = lim

−3−

1

x2 − 9
= −∞ i za x = −3 funkcija f(x) nije

definisana dobijamo da u x = −3 funkcija f(x) ima prekid druge vrste.

Potpuno analogno se dobija da je i u taqki x = 3 prekid druge vrste.

5. 11.47 (2). Dokazati da funkcija f(x) = sin 1
x

ima prekid druge vrste u taqki x = 0.

RexeƬe. Funkcija 1
x

nije definisana za x = 0, te i funkcija f(x) = sin 1
x

nije definisana za x = 0. Graniqne
vrednosti lim

x→0−

f(x) i lim
x→0+

f(x) ne postoje (razlog za nepostojaƬe ovog limesa je ako bi x → 0+ po brojevima

x =
1

kπ
, gde je k ∈ N onda bi bilo sin 1

x
= sin(kπ) = 0, a ako bi x → 0+ po brojevima x =

1

(4k + 1)π
2

, gde je k ∈ N

onda bi bilo sin 1
x

= sin
(

(4k + 1)π
2

)

= sin(2kπ + π
2 ) = 1; sliqno bi se pokazalo nepostojaƬe i prvog limesa).

Stoga funkcija f(x) = sin 1
x

ima prekid druge vrste u taqki x = 0.

12. Izvod i diferencijal

6. Izraqunati izvod po definiciji funkcije y(x) = e2x.

RexeƬe. y′(x) = lim
h→0

e2(x+h) − e2x

h
= lim

h→0

e2x(e2h − 1)

h
= lim

h→0
2e2x · e2h − 1

2h
= 2e2x.

7. Izraqunati izvod po definiciji funkcije y(x) = x2 za x = 2.

RexeƬe. y′(2) = lim
h→0

(2 + h)2 − 22

h
= lim

h→0

4 + 4h + h2 − 4

h
= lim

h→0

4h + h2

h
= lim

h→0
(4 + h) = 4.

Izraqunati izvode slede²ih funkcija:

8. f(x) = 2ex − cos x + 5;

RexeƬe. f ′(x) = 2 · ex + sinx + 0 = 2ex + sin x.

9. f(x) = x5 · lnx.

RexeƬe. f ′(x) = 5x4 · lnx + x5 · 1
x

= 5x4 lnx + x4 = x4(5 ln x + 1).

10. f(x) = x sinx + 5 sin 5.

RexeƬe. Obratiti paжƬu da je 5 sin 5 konstanta (jer se nigde ne javƩa promenƩiva x!) te je Ƭen izvod 0,
dok za prvi qlan x sinx koristimo formulu za izvod proizvoda.

f ′(x) = 1 · sinx + x · cos x + 0 = sinx + x cos x.

11. f(x) =
arctg x

2x
.

RexeƬe. f ′(x) =
(arctg x)′ · (2x) − arctg x · (2x)′

(2x)2
=

1
1+x2 · 2x − arctg x · 2

4x2
=

x
1+x2 − arctg x

2x2
=

x − (1 + x2) arctg x

2x2(1 + x2)
.

12. f(x) = sin2 x.

RexeƬe. Ovo je prvi primer sa izvodom sloжene funkcije. Najvaжnije je uoqiti od kojih elemenata se
sastoji sloжena funkcija!

Data sloжena funkcija se moжe predstaviti kao

f(x) = sin2 x = (sin x)2.

Kako je (u2)′ = 2u · u′ imamo f ′(x) = 2 sin x · (sin x)′ = 2 sin x cos x = sin 2x.
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13. f(x) = sinx2.

RexeƬe. Ovo je sloжena funkcija
f(x) = sinx2 = sin(x2).

Kako je (sin u)′ = cos u · u′ imamo f ′(x) = cos(x2) · (x2)′ = 2x cos(x2).

14. f(x) = ln(sinx + cos x).

RexeƬe. f ′(x) =
1

sinx + cos x
· (sin x + cos x)′ =

cos x − sin x

sin x + cos x
.

15. 12.40. f(x) = arctg 1−x
1+x

.

RexeƬe. f ′(x) =
1

1 + (1−x
1+x

)2
·(1−x

1+x
)′ =

1
(1+x)2+(1−x)2

(1+x)2

· −1 · (1 + x) − (1 − x) · 1
(1 + x)2

=
−1 − x − 1 + x

1 + 2x + x2 + 1 − 2x − x2
=

−2

2 + 2x2
=

−1

1 + x2
.

16. f(x) = sinx · lnx · √x.

RexeƬe. Kako imamo formulu (u ·v)′ = u′v+uv′ za izvod proizvoda 2 faktora to ²emo datu funkciju napisati
npr. u obliku f(x) = (sinx · lnx) · √x i 2 puta ²emo primeniti prethodnu formulu.

f ′(x) = (sinx·lnx)′ ·√x+(sin x·lnx)·(√x)′ = (cos x·ln x+sinx· 1
x

)·√x+(sin x·lnx)· 1

2
√

x
=

2x cos x ln x + 2 sin x + lnx sin x

2
√

x
.

17. f(x) = sin(ln
√

x).

RexeƬe. Ovde ²emo 2 puta za redom koristiti formulu za izvod sloжene funkcije.

f ′(x) = cos(ln
√

x) · (ln√
x)′ = cos(ln

√
x) · 1√

x
· (√x)′ = cos(ln

√
x) · 1√

x
· 1

2
√

x
=

cos(ln
√

x)

2x
.

18. Odrediti drugi izvod funkcije y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1, y′′(x) =
(

y′(x)
)

′

= 24x − 4.

19. 12.73. Odrediti vrednosti realnih parametara a i b tako da funkcija f(x) =

{

x3, x 6 2

ax + b, x > 2
bude

diferencijabilna u taqki x = 2.

RexeƬe. Da bi f(x) bila diferencijabilna u x = 2 potrebno je da je neprekidna u x = 2 i da je f ′

−
(2) = f ′

+(2).
Za neprekidnost u x = 2 imamo da treba da bude lim

x→2−

f(x) = f(2) = lim
x→2+

f(x). Kako je

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

x3 = 23 = 8, f(2) = 23 = 8 i lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

ax + b = a · 2 + b,

dobijamo da mora da vaжi 2a + b = 8.

f ′

−
(2) = lim

h→0−

f(2 + h) − f(2)

h
= lim

h→0−

(2 + h)3 − 8

h
= lim

h→0−

8 + 12h + 6h2 + h3 − 8

h
= lim

h→0−

12 + 6h + h2 = 12 + 0 + 0 = 12,

f ′

+(2) = lim
h→0+

f(2 + h) − f(2)

h
= lim

h→0+

a(2 + h) + b − 8

h
= lim

h→0+

(2a + b − 8) + ah

h
= lim

h→0+

0 + ah

h
= a.

Odavde dobijamo a = 12, xto kad uvrstimo u 2a + b = 8 daje b = −16.

Dakle, funkcija f(x) je diferencijabilna u taqki x = 2 samo za a = 12 i b = −16.

20. Ako je x =
1

t
i y = t2 − 3t + 2 izraqunati y′

x za x = 1
2 .

RexeƬe. ẏ = 2t − 3, ẋ = − 1

t2
. Stoga je y′

x =
ẏ

ẋ
=

2t − 3

− 1
t2

= 3t2 − 2t3.

Potrebno je jox odrediti izvod u konkretnoj taqki: x = 1
2 ⇒ t = 2 ⇒ y′

x

∣

∣

∣

t=2
= 3 · 22 − 2 · 23 = −4.
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21. Odrediti izvod y′

x implicitno zadate funkcije 3y5 + 2y3 + y − x = 0.

RexeƬe 1. Napravimo izvode po x i ”izvucimo” y′

x. Kako je y funkcija od x to ²emo za izvode od y5 i y3 po
x koristiti pravila za izvod sloжene funkcije.

15y4 · y′

x + 6y2 · y′

x + y′

x − 1 = 0. Odavde je y′

x(15y4 + 6y2 + 1) = 1, xto daje y′

x =
1

15y4 + 6y2 + 1
.

RexeƬe 2. Ovo rexeƬe izlazi iz okvira kursa Matematike 1 na FON-u (ali je dobar uvod u Matematiku
2) jer koristi parcijalne izvode funkcije 2 promenƩive.

Predstavimo datu funkciju kao funkciju 2 promenƩive F (x, y) = 3y5 +2y3 + y−x = 0. Odredimo parcijalne

izvode funkcije F (x, y) po x,
∂F

∂x
, (y i sve xto nema x tretiramo kao konstantu i pravimo izvod po x) i po y,

∂F

∂y
, (x tretiramo kao konstantu i pravimo izvod po y):

∂F

∂x
= 0 + 0 + 0 − 1 = −1,

∂F

∂y
= 15y4 + 6y2 + 1 + 0.

Tada je traжeni izvod y′

x = −
∂F

∂x
∂F

∂y

= − −1

15y4 + 6y2 + 1
=

1

15y4 + 6y2 + 1
.

RexeƬe 3. Primetimo da iz date jednakosti moжemo dobiti da je x = 3y5 +2y3 + y. Ovo je inverzna funkcija

pa je y′

x =
1

x′

y

=
1

(3y5 + 2y3 + y)′y
=

1

15y4 + 6y2 + 1
.

22. 12.61. Odrediti izvod funkcije f : x 7→ y zadate implicitno ex sin y − e−y cos x = 0.

Rezultat. y′

x = − ex sin y + e−y sinx

ex cos y + e−y cos x
.

23. 12.50. Odrediti izvod funkcije f(x) = xsin x.

RexeƬe 1. Ovaj zadatak ²emo rexavati preko logaritamskog izvoda. Odredimo qemu je jednako ln f(x):
ln f(x) = lnxsin x, tj.

ln f(x) = sinx · lnx.

Sada ²emo odrediti izvod ove jednakosti: na levoj strani imamo izvod sloжene funkcije, a na desnoj izvod

proizvoda, pa imamo
1

f(x)
· f ′(x) = (sinx)′ · lnx + sin x · (lnx)′ = cos x · lnx + sin x · 1

x
. Kada sve pomnoжimo sa

f(x) = xsin x dobijamo f ′(x) = xsin x

(

cos x · lnx +
sin x

x

)

.

RexeƬe 2. Polaznu funkciju moжemo predstaviti na slede²i naqin f(x) = xsin x =
(

eln x
)sin x

= eln x·sin x.
Sada kad pravimo izvod ove funkcije prvo ²emo koristiti izvod sloжene funkcije, a zatim izvod proizvoda.

f ′(x) = eln x·sin x · (lnx · sinx)′ = xsin x ·
(

1

x
· sin x + lnx · cos x

)

= xsin x(cos x · lnx + sin x
x

).

24. 12.76. Odrediti diferencijal funkcije f(x) = xex.

RexeƬe. Izraqunajmo prvi izvod ove funkcije f ′(x) = (x · ex)′ = 1 · ex +x · ex = (1+x)ex. Tada je diferencijal
df = f ′(x) dx = (1 + x)ex dx.
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