
VI i VII dvoqas veжbi — Vladimir Balti�

6. Analitiqka geometrija u prostoru

Ovde je dat kratak pregled VI i VII dvoqasa veжbi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku
materiju koja je obra�ena na predavaƬima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na veжbama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavƩa, a z broj zadatka u tom poglavƩu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavƩa ”6. Analitiqka geometrija u prostoru”, kao i onim iz poglavƩa ”7. Prvi kolokvijum”
koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoƩnu za pripremu ove oblasti.

1. 6.1 (4). Napisati jednaqinu ravni koja sadrжi taqke A(1, 1, 1), B(0,−1, 2) i C(2, 3,−1).

RexeƬe 1. Jednaqina nepoznate ravni je π : ax+by+cz+d = 0. Kako ravni π pripada taqka A, koordinate taqke
A zadovoƩavaju jednaqinu ravni π: a·1+b·1+c·1+d = 0. Od taqke B dobijamo jednaqinu a·0+b·(−1)+c·2+d = 0.
Od taqke C dobijamo jednaqinu a · 2 + b · 3 + c · (−1) + d = 0. Dakle, dobili smo slede�i homogen sistem:

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0 III − 2 · I

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

b − 3c − d = 0 III + II

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

− c = 0.

Ovde su a, b i c vezane promenƩive, dok je d slobodna promenƩiva, pa �emo uzeti da je d = t, t ∈ R. Vra�aƬem
unazad dobijamo c = 0, b = t i a = −2t, tj. (a, b, c, d) = (−2t, t, 0, t), t ∈ R.

Kako nama nije potrebno da odredimo sva rexeƬa (nego samo jedno), moжemo uzeti neku konkretnu vrednost
za parametar t, npr. t = −1, pa dobijamo da je (a, b, c, d) = (2,−1, 0,−1), odakle dobijamo da je ravan π koja
sadrжi taqke A, B i C data sa π : 2x − y − 1 = 0.

RexeƬe 2. Iskoristimo formulu za jednaqinu ravni π kroz tri taqke A(xA, yA, zA), B(xB, yB , zB) i
C(xC , yC , zC)

π :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − xA y − yA z − zA

xB − xA yB − yA zB − zA

xC − xA yC − yA zC − zA

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

gde su x, y i z koordinate taqaka ravni. π :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − 1 y − 1 z − 1
0 − 1 −1 − 1 2 − 1
2 − 1 3 − 1 −1 − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, tj. π :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − 1 y − 1 z − 1
−1 −2 1
1 2 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Kada razvijemo determinantu po prvoj vrsti dobijamo +(x− 1) · (4− 2)− (y− 1) · (2− 1)+ (z− 1) ·
(

− 2− (−2)
)

= 0.
2x − 2 − (y − 1) = 0, tj. ravan koja sadrжi taqke A, B i C je π : 2x − y − 1 = 0.

RexeƬe 3. Ako su vektori ~a =
−→
AC = (xC − xA, yC − yA, zC − zA) = (1, 2,−2) i ~b =

−−→
BC = (2, 4,−3) dati preko

svojih koordinata onda je vektor normale na ravan odre�enu taqkama A, B i C dat sa

~n = ~a ×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

ax ay az

bx by bz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 2 −2
2 4 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 ·~i − 1 ·~j + 0 · ~k = (2,−1, 0).

Jednaqina ravni koja ima vektor normale ~n = (nx, ny, nz) i prolazi kroz taqku A(xA, yA, zA) je

π : nx · (x − xA) + ny · (y − yA) + nz · (z − zA) = 0.

2 · (x − 1) − 1 · (y − 1) + 0 · (z − 1) = 0. Traжena ravan je π : 2x − y − 1 = 0.
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2. 6.1 (6). Napisati jednaqinu ravni koja sadrжi taqku A(2,−1, 1) i normalna je na ravni α : 3x+2y−z+4 = 0
i β : x + y + z − 3 = 0.

RexeƬe 1. Ravan α : 3x + 2y − z + 4 = 0 ima vektor normale ~nα = (3, 2,−1), dok ravan β : x + y + z − 3 = 0 ima
vektor normale ~nβ = (1, 1, 1). Kako je traжena ravan π normalna i na ravan α i na ravan β, to i Ƭen vektor
normale ~nπ mora biti normalan na vektore normala ~nα = (3, 2,−1) i ~nβ = (1, 1, 1), tj. ~nπ ⊥ ~nα i ~nπ ⊥ ~nβ. Stoga
je najpogodnije da uzmemo da je ~nπ = ~nα × ~nβ, odnosno

~nπ = (3, 2,−1) × (1, 1, 1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

3 2 −1
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3,−4, 1).

DaƩe, isto kao u RexeƬu 3 prethodnog zadatka dobijamo ravan π ako znamo Ƭen vektor normale ~nπ i jednu
taqku A: 3 · (x − 2) − 4 ·

(

y − (−1)
)

+ 1 · (z − 1) = 0. Traжena ravan je π : 3x − 4y + z − 11 = 0.

RexeƬe 2. Kako je traжena ravan π normalna i na ravan α i na ravan β, to ona mora biti normalna i na
pravu p koja je presek ravni α i β, tj. π ⊥ p. Prava p pripada i ravni α i β, pa je ona rexeƬe sistema

α : 3x + 2y − z = −4
β : x + y + z = 3.

RexeƬe ovog sistema je (x, y, z) = (3t − 10, 13 − 4t, t), t ∈ R, xto je prava p zadata u parametarskom obliku.

Prebacimo je na kanonski oblik: p :
x + 10

3
=

y − 13

−4
=

z

1
= t, te je vektor pravca prave p jednak ~vp = (3,−4, 1).

Kako je π ⊥ p to za vektor normale na ravan π bax moжemo uzeti vektor pravca prave p, tj. ~nπ = ~vp = (3,−4, 1).
DaƩe, isto kao i u prethodnom rexeƬu dobijamo da je π : 3x − 4y + z − 11 = 0.

3. 6.7 (3),(4). Ispitati uzajamni poloжaj ravni α i β
(

ako su α i β paralelne izraqunati rastojaƬe

izme�u Ƭih, d(α, β), a ako se seku izraqunati ugao koji zaklapaju, ∢(α, β)
)

ako je:

a) α : x − y + 1 = 0 i β : y − z + 1 = 0;

b) α : x − 2y + z − 1 = 0 i β : 2x − 4y + 2z − 1 = 0.

Uputstva. a) Kako su vektori normala ~nα = (1,−1, 0) i ~nβ = (0, 1,−1) linearno nezavisni (jer ne vaжi
~nα = k · ~nβ) imamo da ove 2 ravni nisu paralelne. Ugao ϕ koji obrazuju dat je sa

cos ϕ =
|~nα · ~nβ |
|~nα| · |~nβ |

=
| − 1|√
2 ·

√
2

=
1

2
⇒ ϕ =

π

3
.

b) U ovom sluqaju su ravni paralelne jer je ~nα = (1,−2, 1) = 1

2
~nβ = 1

2
(2,−4, 2). RastojaƬe izme�u ravni α i ravni

β jednako je rastojaƬu proizvoƩne taqke A ravni α do ravni β. ProizvoƩnu taqku A ravni α : x−2y + z−1 = 0
moжemo dobiti tako xto fiksiramo 2 koordinate, npr. y = z = 0, i onda iz jednaqine ravni odredimo tre�u:
x = 1. RastojaƬe taqke A(1, 0, 0) od ravni β : 2x − 4y + 2z − 1 = 0 dato je obrascem

d(A, β) =
|axA + byA + czA + d|√

a2 + b2 + c2
=

|2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1|
√

22 + (−4)2 + 22
=

1√
24

.

Konaqno imamo da je d(α, β) = d(A, β) =
1√
24

=

√
6

12
.

4. 6.13. Odrediti jednaqinu ravni π koja sadrжi presek ravni α : x + 2y + 3z − 4 = 0 i β : 3x + z − 5 = 0 i
koja na koordinatnim osama Oy i Oz odseca podudarne odseqke.

RexeƬe. Jednaqina ravni (taqnije snopa ravni) koja prolazi kroz preseqnu pravu dveju ravni
π1 : a1x + b1y + c1z + d1 = 0 i π2 : a2x + b2y + c2z + d2 = 0 je

a1x + b1y + c1z + d1 + λ(a2x + b2y + c2z + d2) = 0.

Stoga je traжena ravan π : x + 2y + 3z − 4 + λ(3x + z − 5) = 0, odnosno

π : (1 + 3λ)x + 2y + (3 + λ)z + (−4 − 5λ) = 0.

Odseqak na osi Oy dobijamo kad zamenimo x = z = 0 i na�emo koliko je y: y =
4 + 5λ

2
.
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Odseqak na osi Oz dobijamo kad zamenimo x = y = 0 i na�emo koliko je z: z =
4 + 5λ

3 + λ
.

Kako su ovi odseqci jednake duжine imamo 2 mogu�a sluqaja:

1◦
4 + 5λ

2
=

4 + 5λ

3 + λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo 2 = 3 + λ ⇒ λ = −1, pa je π1 : − 2x + 2y + 2z + 1 = 0.

2◦
4 + 5λ

2
= −4 + 5λ

3 + λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo 2 = −3 − λ ⇒ λ = −5, pa je π2 : − 14x + 2y − 2z + 21 = 0.

Ukoliko je 4 + 5λ = 0 ⇒ λ = − 4

5
, pa je π3 : − 7

5
x + 2y + 11

5
z = 0, odnosno kada sve pomnoжimo sa 5 dobijamo

π3 : − 7x + 10y + 11z = 0.

Uslove zadatka zadovoƩavaju 3 ravni: π1 : −2x+2y+2z+1 = 0, π2 : −14x+2y−2z+21 = 0 i π3 : −7x+10y+11z = 0.

Napomena. Prava p koja se nalazi u preseku ravni α : x+2y+3z−4 = 0 i β : 3x+z−5 = 0 je data u parametarskom
obliku sa x = t, y = − 11

2
+ 4t, z = 5 − 3t, t ∈ R.

5. 6.17 (1). Odrediti pravu q koja sadrжi taqku A(−1, 3,−2) i paralelna je pravoj p :

{

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

.

RexeƬe. Paralelne prave imaju proporcionalne vektore pravca, tj. vaжi ~vq = k · ~vp. Kada reximo sistem

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

dobijamo da je prava p u parametarskom obliku data sa x = − 2

5
t + 18

5
, y = 4

5
t − 1

5
, z = t, t ∈ R, a u kanonskom sa

p :
x − 18

5

− 2

5

=
y + 1

5

4

5

=
z

1
,

odakle dobijamo da je vektor pravca ~vp = (− 2

5
, 4

5
, 1). Kako su vektori ~vp i ~vq proporcionalni moжemo uzeti

da je k = 5 (da ne bi imali razlomke) i onda je ~vq = (−2, 4, 5). Jednaqina prave q koja ima vektor pravca

~vq = (−2, 4, 5) i sadrжi taqku A(−1, 3,−2) je q :
x + 1

−2
=

y − 3

4
=

z + 2

5
.

6. 6.25. Odrediti pravu r koja sadrжi taqku A(3, 2,−5) i vektor pravca joj je normalan na prave

p :
x − 2

3
=

y + 3

−2
=

z − 1

1
i q :

x + 2

2
=

y + 3

3
=

z + 1

−3
.

Uputstva. Vektori pravca su ~vp = (3,−2, 1) i ~vq = (2, 3,−3). Zbog ~vr ⊥ ~vp i ~vr ⊥ ~vq moжemo uzeti

~vr = ~vp × ~vq = (3, 11, 13).

Kako prava r sadrжi taqku A dobijamo da je r :
x − 3

3
=

y − 2

11
=

z + 5

13
.

7. Date su prave p :
x + 2

1
=

y − 5

−4
=

z + 4

1
i q :

x − 2

2
=

y + 5

−2
=

z + 3

λ
, (λ ∈ R).

a) Odrediti vrednost realnog parametra λ tako da se prave p i q seku.

b) Za vrednost λ odre�enu u delu pod a) odrediti meru oxtrog ugla koji grade prave p i q, kao i jednaqinu
ravni koju odre�uju ove prave.

RexeƬe. a) Potreban uslov da se neparalelne prave
x − x1

l1
=

y − y1

m1

=
z − z1

n1

i
x − x2

l2
=

y − y2

m2

=
z − z2

n2

seku

jeste
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Za prave p i q dobijamo

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−2) − 2 5 − (−5) (−4) − (−3)
1 −4 1
2 −2 λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6λ + 6 = 0, odakle je λ = −1.
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b) Ugao ϕ izme�u pravih p i q koje se seku je dat sa cos ϕ =
|~vp · ~vq|
|~vp| · |~vq|

. Kako su vektori pravca ovih pravih

~vp = (1,−4, 1) i ~vq = (2,−2,−1) dobijamo da je

~vp · ~vq = (1,−4, 1) · (2,−2,−1) = 2 + 8 − 1 = 9, |~vp| =
√

12 + (−4)2 + 12 = 3
√

2, |~vq| =
√

22 + (−2)2 + (−1)2 = 3,

pa je cos ϕ =
1√
2
, xto povlaqi da je ugao izme�u pravih ϕ = arccos

1√
2

=
π

4
.

Ravan π koja sadrжi prave p i q ima vektor normale ~nπ koji je normalan i na prave p i q, pa je ~nπ ⊥ ~vp i
~nπ ⊥ ~vq, te moжemo uzeti da je ~nπ = 1

3
~vp × ~vq, tj.

~nπ =
1

3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 −4 1
2 −2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

3
(6~i + 3~j + 6~k) = (2, 1, 2).

Ravan π sadrжi P (−2, 5,−4) sa p, pa je α : 2 ·
(

x − (−2)
)

+ 1 · (y − 5) + 2 ·
(

z − (−4)
)

= 0, tj. 2x + y + 2z + 7 = 0.

Napomena. Deo pod a) smo mogli da reximo tako xto bismo traжili preseqnu taqku pravih p i q. Kako je

prava p u kanonskom obliku p :
x + 2

1
=

y − 5

−4
=

z + 4

1
= t, ona je u parametarskom obliku

x = −2 + t, y = 5 − 4t, z = −4 + t,

dok je q :
x − 2

2
=

y + 5

−2
=

z + 3

λ
= s u parametarskom obliku

x = 2 + 2s, y = −5 − 2s, z = −3 + λs.

Preseqna taqka T pripada obema pravama pa za Ƭu vaжi

x = −2 + t = 2 + 2s, y = 5 − 4t = −5 − 2s, z = −4 + t = −3 + λs.

Iz I i II jednaqine dobijamo da je t = 2 i s = −1, xto kad zamenimo u III daje −4 + 2 = −3 + λ · (−1), tj. λ = −1.

Primetimo da smo ovako dobili i koordinate preseqne taqke T (0,−3,−2), dok smo prvim naqinom samo
utvrdili da se ove prave seku.

8. Izraqunati rastojaƬe izme�u pravih p :
x − 3

1
=

y + 1

2
=

z − 2

2
i q :

{

2x + y − 2z − 1 = 0
2x − z − 1 = 0

.

p

q

~vp

~vq

P

Q′

Q

d

Slika uz zadatak 8.

Uputstva. Iz kanonskog oblika prave p nalazimo vektor pravca ~vp = (1, 2, 2) i jednu Ƭenu taqku P (3,−1, 2).
Prava q u parametarskom obliku je x = 1

2
+ 1

2
t, y = t, z = t (t ∈ R), pa je vektor pravca ~vq = (1

2
, 1, 1). Kako je

~vq = 1

2
~vp dobijamo da su prave p i q paralelne. Za neku konkretnu vrednost parametra t, npr. t = −1, dobijamo

taqku Q(0,−1,−1) sa prave q. RastojaƬe od prave q do prave p je jednako rastojaƬu od taqke Q do prave p, tj.

d(q, p) = d(Q, p) =
|~vp ×−−→

PQ|
|~vp|

.
−−→
PQ = (−3, 0,−3) pa je ~vp × −−→

PQ = (−6,−3, 6) ⇒ |~vp × −−→
PQ| = 9. Jox je |~vp| = 3, pa je

traжeno rastojaƬe d(q, p) = d(Q, p) =
9

3
= 3.

Napomena. Zadatak smo mogli rexiti i tako xto bi odredili projekciju P ′ taqke P na pravu q. Isto kao u
prethodnom naqinu bi dobili ~vp = (1, 2, 2) i P (3,−1, 2), kao i q : x = 1

2
+ 1

2
t, y = t, z = t (t ∈ R). Kako P ′ ∈ q

imamo da je P ′( 1

2
+ 1

2
t, t, t), odakle je

−−→
PP ′ = (1

2
t − 5

2
, t + 1, t − 2). Iz uslova

−−→
PP ′ ⊥ ~vp, tj.

−−→
PP ′ · ~vp = 0 imamo

−−→
PP ′ · ~vp =

1

2
t − 5

2
+ 2t + 2 + 2t − 4 = 0.

Dobijamo t = 1, pa je P ′(1, 1, 1). Konaqno je d(p, q) = |
−−→
PP ′| = |(−2, 2,−1)| =

√
9 = 3.
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9. 6.22 (1). Izraqunati rastojaƬe izme�u pravih p :
x + 1

1
=

y

1
=

z − 1

2
i q :

x

1
=

y + 1

3
=

z − 2

4
.

RexeƬe 1. Prave p i q nisu paralelne jer im vektori pravca ~vp = (1, 1, 2) i ~vq = (1, 3, 4) nisu proporcionalni.

Sliqno kao i u Zadatku 7 iz determinante

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1) − 0 0 − (−1) 1 − 2
1 1 2
1 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2 6= 0 dobijamo da se prave p i q ne

seku. Kako one nisu paralelne i ne seku se one su mimoilazne.
RastojaƬe izme�u dve mimoilazne prave p i q (p je data taqkom P (−1, 0, 1) i vektorom pravca ~vp = (1, 1, 2), a

q sa Q(0,−1, 2) i ~vq = (1, 3, 4)) dato je obrascem d(p, q) =
|(~vp × ~vq) ·

−−→
PQ|

|~vp × ~vq|
. Kako je ~vp × ~vq =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 1 2
1 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−2,−2, 2)

imamo da je (~vp × ~vq) ·
−−→
PQ = (−2,−2, 2) · (1,−1, 1) = 2 i |~vp × ~vq| = 2

√
3, pa je rastojaƬe d(p, q) =

1√
3
.

RexeƬe 2. ProizvoƩna taqka T sa prave p data je sa x = t− 1, y = t, z = 2t+1 (t ∈ R), odnosno T (t− 1, t, 2t+1)

i sliqno je S(s, 3s− 1, 4s + 2) proizvoƩna taqka sa prave q, pa je
−→
TS = (s− t + 1, 3s− t− 1, 4s− 2t + 1). RastojaƬe

izme�u pravih p i q je

d(p, q) = min d(T, S) = min |−→TS| = min
√

(s − t + 1)2 + (3s − t − 1)2 + (4s − 2t + 1)2

= min
√

26s2 − 24st + 4s + 6t2 − 4t + 3 =
√

min(26s2 − 24st + 4s + 6t2 − 4t + 3).

Kvadratni trinom 26s2 + (4− 24t)s + (6t2 − 4t + 3) ima koeficijent a = 26 > 0 (b = 4− 24t i c = 6t2 − 4t + 3) pa se

minimum dostiжe za s = − b

2a
= −4 − 24t

52
=

6t − 1

13
i taj minimum je

26
(

6t−1

13

)2
+ (4 − 24t) · 6t−1

13
+ (6t2 − 4t + 3) = 6

13
t2 − 28

13
t + 37

13
.

Minimum izraza 6

13
t2 − 28

13
t + 37

13
se dostiжe za t = − b

2a
= −− 28

13

12

13

=
7

3
i on je jednak 6

13
· ( 7

3
)2 − 28

13
· 7

3
+ 37

13
= 1

3
.

Konaqno dobijamo da je d(p, q) =
√

1

3
=

1√
3
.

Napomena 1. Diskusija u ovom rexeƬu �e i�i malo lakxe ako koristimo izvode za traжeƬe minimuma
funkcije ili metode za traжeƬe ekstrema funkcija vixe promenƩivih (na FON-u se uqe u Matematici 2).

Napomena 2. Na ovaj naqin smo odredili i koordinate taqke T sa p i taqke S sa q koje su na tom minimalnom
odstojaƬu. Za t = 7

3
dobijamo T ( 4

3
, 7

3
, 17

3
) i s = 6t−1

13
= 1 odre�uje S(1, 2, 6).

RexeƬe 3. Odredimo pravu n koja je zajedniqka normala prave p i prave q. Kako je n ⊥ p, n ⊥ q to i za
Ƭihove vektore pravca vaжi ~vn ⊥ ~vp, ~vn ⊥ ~vq. Stoga moжemo uzeti da je ~vn = 1

2
~vp × ~vq ili neki kolinearan

vektor. Kako je

~vp × ~vq =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 1 2
1 3 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−2,−2, 2)

uze�emo ~vn = − 1

2
~vp × ~vq = − 1

2
(−2,−2, 2) = (1, 1,−1).

Odredili smo vektor pravca prave n, ali nam je potrebno da odredimo i jednu taqku na toj pravoj da bismo
imali jednaqinu prave n.

Odredimo ravan π koja je odre�ena pravama p i n. ƫen vektor normale je ~nπ ⊥ ~vp i ~nπ ⊥ ~vn, pa moжemo
uzeti da je ~nπ = ~vp × ~vn ili neki kolinearan vektor. Kako je

~vp × ~vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 1 2
1 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−3, 3, 0)

uze�emo ~nπ = − 1

3
~vp × ~vn = − 1

3
(−3, 3, 0) = (1,−1, 0).

Kako ravan π sadrжi celu pravu p ona sadrжi i Ƭenu taqku P (−1, 0, 1), pa dobijamo da je jednaqina ravni
π jednaka π : 1 ·

(

x − (−1)
)

− 1 · (y − 0) + 0 · (z − 1) = 0, odnosno

π : x − y + 1 = 0.

U preseku ravni π i prave q dobijamo taqku S. Ta taqka zadovoƩava i jednaqinu ravni π : x − y + 1 = 0 i
jednaqinu prave q (najpogdnije je da uzmemo parametarski oblik) q: x = s, y = 3s − 1, z = 4s + 2 (s ∈ R). Stoga
imamo da je x − y + 1 = s − (3s − 1) + 1 = −2s + 2 = 0, odakle je s = 1, xto daje taqku S(1, 2, 6).
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p

π

q

T

S

d

n

Slika uz zadatak 9.

Da bismo odredili taqku T ponovi�emo isti postupak: odredi�emo ravan σ koja sadrжi prave q i n i u
preseku ravni σ sa pravom p dobijamo taqku T .

~nσ = ~vp × ~vn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

1 3 4
1 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−7, 5,−2) i Q(0,−1, 2) ⇒ σ : − 7(x − 0) + 5
(

y − (−1)
)

− 2(z − 2) = 0,

tj. σ : − 7x + 5y − 2z + 9 = 0. Uvrstimo ovde parametarski zadatu pravu p: x = t− 1, y = t, z = 2t + 1 i dobijamo
−6t + 14 = 0, tj. t = 7

3
, qime smo odredili taqku T ( 4

3
, 7

3
, 17

3
).

Traжeno rastojaƬe izme�u prave p i q je jednako rastojaƬu taqke T ( 4

3
, 7

3
, 17

3
) i taqke S(1, 2, 6), xto je inten-

zitet vektora
−→
ST , tj. d(p, q) = d(T, S) = |−→ST | = |( 1

3
, 1

3
,− 1

3
)| =

√

( 1

3
)2 + (1

3
)2 + (− 1

3
)2 =

1√
3
.

Napomena 3. Nakon xto smo odredili S(1, 2, 6), sobzirom da smo pre naxli ~vn = (1, 1,−1), mogli smo da

odredimo jednaqinu zajedniqke normale n na prave p i q — to je n :
x − 1

1
=

y − 2

1
=

z − 6

−1
. DaƩe smo taqku T

mogli da na�emo kao presek prave p i prave q.

10. 6.28. Odrediti taqku B simetriqnu taqki A(−1, 0,−1) u odnosu na ravan α : 2x + y − z + 7 = 0.

α

n

A M B

~nα

Slika uz zadatak 10.

RexeƬe. Da bi odredili simetriqnu taqku B potrebno je da prvo odredimo projekciju M taqke A na ravan
α. Vektor ~vn normale n ravan α je ~vn = ~nα = (2, 1,−1) i prava n sadrжi taqku A(−1, 0,−1). Stoga je prava
n u parametarskom obliku n : x = 2t − 1, y = t, z = −t − 1. Kada to zamenimo u jednaqinu ravni α dobijamo
2(2t − 1) + t − (−t − 1) + 7 = 0, tj. 6t + 6 = 0, odnosno t = −1 , pa je M(−3,−1, 0).

Za koordinate sredixta M duжi AB vaжe jednakosti

xM =
xA + xB

2
, yM =

yA + yB

2
, zM =

zA + zB

2
,

pa odatle nalazimo xB = 2xM − xA = −5, yB = 2yM − yA = −2, zB = 2zM − zA = 1, tj. B(−5,−2, 1).

11. Odrediti taqku B simetriqnu taqki A(−1, 0,−1) u odnosu na pravu p :
x + 1

1
=

y + 1

0
=

z − 4

2
.

π

p

A M B

~nπ

Slika uz zadatak 11.
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Uputstva. Neka ravan π sadrжi taqku A i normalna je na pravu p. Moжemo uzeti da je Ƭen vektor normale
~nπ = ~vp = (1, 0, 2). Odatle dobijamo da je π : x + 2z + 3 = 0. U preseku prave p i ravni π dobijamo taqku
M(−3, 1, 0). Na osnovu koordinata taqaka A i M dobijamo simetriqnu taqku B(−5, 2, 1).

12. 2. ispit oktobar 2007. Date su taqke A(0, 2,−5), B(5, 1,−4), C(1, 3,−3) i M(3,−7, 9). Odrediti jednaqinu
ravni kojoj pripadaju taqke A, B i C, a zatim odrediti projekciju taqke M na tu ravan.

Uputstva. Ravan koja sadrжi taqke A, B i C je π : x + 3y − 2z = 16.

Normala na ravan π iz taqke M je prava n :
x − 3

1
=

y + 7

3
=

z − 9

−2
(= t) , pa se projekcija P taqke M na ravan

π dobija za vrednost parametra t = 26

7
, tj. P

(

47

7
, 29

7
, 11

7

)

.

13. 6.31 ili 7.pr5.3. Odrediti jednaqinu prave koja sadrжi taqku A(3,−2, 4), paralelna je ravni

α : 3x − 2y − 3z − 7 = 0 i seqe pravu p :
x − 2

3
=

y + 4

−2
=

z − 1

2
.

Rezultat. a :
x − 3

5
=

y + 2

−6
=

z + 4

1
.

Prouqiti sva 4 naqina za rexavaƬe ovog zadatka koji su dati u zbirci!

14. Odrediti jednaqinu ravni koja sadrжi taqku A(2,−3, 1) i paralelna je pravama p :
x + 1

3
=

y + 2

−3
=

z − 1

2
i

q :
x − 7

2
=

y + 4

−2
=

z − 1

2
.

Uputstva. Za traжenu ravan α vaжi α ‖ p, α ‖ q ⇒ ~nα ⊥ ~vp, ~nα ⊥ ~vq. Stoga moжemo uzeti, npr. da je
~nα = − 1

2
~vp × ~vq = (1, 1, 0). Odatle je α : 1 · (x − 2) + 1 ·

(

y − (−3)
)

+ 0 · (z − 1) = 0, odnosno α : x + y + 1 = 0.

15. Odrediti jednaqinu prave koja sadrжi taqku A(2,−3, 1) i seqe prave p :
x + 1

3
=

y + 2

−3
=

z − 1

2
i

q :
x − 7

2
=

y + 4

−2
=

z − 1

2
.

RexeƬe 1. ProizvoƩnu pravu a kroz taqku A moжemo predstaviti kao a :
x − 2

u
=

y + 3

v
=

z − 1

w
jer je A(2,−3, 1),

a moжemo uzeti da je nepoznati vektor pravca ~va = (u, v, w).
U zadatku 7 smo se sreli sa uslovom da se dve prave seku. Kad to iskoristimo za prave p i a dobijamo

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1) − 2 (−2) − (−3) 1 − 1
3 −3 2
u v w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2u + 6v + 6w = 0.

Kad to iskoristimo za prave q i a dobijamo
∣

∣

∣

∣

∣

∣

7 − 2 (−4) − (−3) 1 − 1
2 −2 2
u v w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2u − 10v − 8w = 0.

Dobili smo homogeni sistem
2u + 6v + 6w = 0

−2u − 10v − 8w = 0
i potrebno nam je jedno Ƭegovo rexeƬe (jer nam

treba samo jedna vrednost za ~va). RexavaƬem dobijamo npr. w = −2, v = 1, u = 3, tj. traжena prava je

a :
x − 2

3
=

y + 3

1
=

z − 1

−2
.

RexeƬe 2. Prvo �emo proveriti da li se neparalelne prave p i q seku (nisu paralelne jer je ~vq 6= λ · ~vp):
∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1) − 7 (−2) − (−4) 1 − 1
3 −3 2
2 −2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 12 6= 0 ⇒ p i q se ne seku (da smo dobili da se seku traжena prava a bi

prolazila kroz datu taqku A i kroz preseqnu taqku T prave p i prave q).
DaƩe �emo kao u rexeƬu 3 zadatka 9 formirati ravan π koja sadrжi prave p i a, odnosno pravu p i taqku

A. ƫu dobijamo tako xto uzmemo taqku P (−1,−2, 1) iz kanonskog oblika prave p i dobijamo da je

~nπ = ~vp ×−→
PA = (3,−3, 2) × (3,−1, 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

3 −3 2
3 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (2, 6, 6).
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Ravan π je odre�ena sa ~nπ i A, pa je π : 2 · (x − 2) + 6 ·
(

y − (−3)
)

+ 6 · (z − 1) = 0, odnosno π : 2x + 6y + 6z + 8 = 0.
U preseku ravni π i prave q dobijamo taqku S:

2 · (2s + 7) + 6(−2s − 4) + 6(2s + 1) + 8 = 0 ⇒ 4s + 4 = 0 ⇒ s = −1 ⇒ S(5,−2,−1).

Traжena prava a je prava kroz taqke A i S, pa moжemo uzeti da je Ƭen vektor pravca ~va = 1

3

−→
AS = (3, 1,−2) i

konaqno dobijamo da je a :
x − 2

3
=

y + 3

1
=

z − 1

−2
.

16. Data je ravan α : x + y − z + 1 = 0 i prava p :
x − 1

0
=

y

2
=

z + 1

1
. Odrediti

a) preseqnu taqku prave p i ravni α;

b) meru ugla izme�u prave p i ravni α.

α

n p

A
P ′

P

aϕ

Slika uz zadatak 16.

RexeƬe 1. a) Prava p u parametarskom obliku je p: x = 1, y = 2t, z = t − 1, xto kad uvrstimo u jednaqinu
ravni α dobijamo 1 + 2t − (t − 1) + 1 = 0, odnosno t = −3, pa je preseqna taqka A(1,−6,−4).

b) Uzmimo jednu taqku P sa prave p (razliqitu od prodora A) i odredimo Ƭenu projekciju P ′ na ravan α.
Uze�emo P (1, 0,−1) koja je data kanonskim oblikom jednaqinoe prave p. Prava n normalna na ravan α i koja

prolazi kroz taqku P ima vektor pravca ~vn = ~nα = (1, 1,−1), pa je n :
x − 1

1
=

y

1
=

z + 1

−1
, tj. n: x = s + 1, y = s,

z = −s − 1. Kada ovo uvrstimo u jednaqinu ravni α dobijamo s = −1, tj. P ′(0,−1, 0).
Sada iz pravouglog trougla △AP ′P dobijamo da je traжeni ugao ϕ odre�en sa

cos ϕ =
|
−−→
P ′A|
|−→PA|

=
|(−1, 5, 4)|
|(0, 6, 3)| =

√
42√
45

=

√

14

15
,

odakle je ϕ = arccos
√

14

15
.

Napomena 1. Da nam se traжila projekcija prave p na ravan α, zadatak bi potpuno isto radili, samo xto
bi jox traжenu projekciju (xto je prava a na gorƬoj slici) odredili kao pravu kroz taqke A i P ′.

RexeƬe 2. a) Ovaj deo zadatka rexavamo isto kao malopre.

b) Ugao ϕ izme�u prave p i ravni α (koje se seku), qiji su vektori pravca ~vp i normale ~nα dat je sa:

sin ϕ =
|~vp · ~nα|
|~vp| · |~nα|

.

Kako je ~vp = (0, 2, 1) i ~nα = (1, 1,−1) dobijamo da je sin ϕ =
|1|√

5 ·
√

3
=

1√
15

, tj. ϕ = arcsin
1√
15

.

Napomena 2. U ova dva naqina je odre�en potpuno isti ugao, samo je on drugaqije zapisan. To moжemo

proveriti jer za svaki ugao vaжi sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1, a kako je 0 6 ϕ 6
π

2
to je i 0 6 sin ϕ 6 1 i 0 6 cos ϕ 6 1. Tj. iz

cos ϕ =
√

14

15
⇒ sinϕ =

√

1 − cos2 ϕ =
√

1 − 14

15
= 1√

15
.
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