
I dvoqas ve�bi — pripremio Vladimir Balti�

Algebarske strukture

Ovde je dat kratak pregled I dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku materiju
koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”1. Algebarske strukture”, kao i onim iz poglavǉa ”7. Prvi kolokvijum” koji su vezani
za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ove oblasti.

1. 1.6 (3),(4), tj. 1.2 (3),(4). Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je:

(1) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q}, (2) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0}
i ako je a ∗ b = a · b.

Rexeǌe. (1) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q}.
Proverimo prvo zatvorenost. Neka je a = x + y

√
2 i b = v + w

√
2. Tada je

a ∗ b = (x + y
√

2) · (v + w
√

2) = xv + xw
√

2 + yv
√

2 + 2yw = (xv + 2yw) + (xw + yv)
√

2,

pa kako iz x, y, v, w ∈ Q sledi i xv + 2yw ∈ Q i xw + yv ∈ Q, dobijamo da je i a ∗ b ∈ A, tj. da je operacija ∗
zatvorena u skupu A.

Na osnovu qiǌenice da je mno�eǌe realnih brojeva asocijativno sledi i da je operacija ∗ asocijativna,
tj. va�i

a ∗ (b ∗ c) = a · (b · c) = (a · b) · c = (a ∗ b) ∗ c.

Neutralan element je e = 1 jer va�i 1 ∗ a = 1 · a = a i a ∗ 1 = a · 1 = a. Ovaj element pripada skupu A jer ga
mo�emo zapisati kao e = 1 + 0 · √2, a 1, 0 ∈ Q.

Potra�imo inverzan element za a = x + y
√

2. Neka je inverzan element a′ = z + t
√

2. Tada treba da va�i
a ∗ a′ = a′ ∗ a = e (gde je e neutralan element koji smo dobili u prethodnoj taqki, tj. e = 1), pa dobijamo
jednaqinu

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

Odavde za (x, y) = (0, 0), tj. za a = 0 dobijamo 0 · (z + t
√

2) = 1, xto je nemogu�e, pa element a = 0 nema inverzan
element.

Na osnovu qiǌenice da je mno�eǌe realnih brojeva komutativno sledi i da je operacija ∗ komutativna,
tj. va�i

a ∗ b = a · b = b · a = b ∗ a.

Zbog svega ovoga dobijamo da struktura (A, ∗) nije grupa (ne va�i da svaki element iz A ima inverzan
element). Ta struktura je komutativan monoid.

(2) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0}.
Analogno kao u delu pod (1) dobijamo da je operacija ∗ na skupu A zatvorena (treba proveriti i da je

a ∗ b 6= 0), asocijativna, komutativna i ima neutralan element e = 1.
Kod tra�eǌa inverznog elementa opet dobijamo jednaqinu

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

Odavde za (x, y) 6= (0, 0), xto je ekvivalentno sa x2 + y2 6= 0, dobijamo da je

z + t
√

2 =
1

x + y
√

2
=

1
x + y

√
2
· x− y

√
2

x− y
√

2
=

x− y
√

2
x2 − 2y2

=
x

x2 − 2y2
+

−y

x2 − 2y2

√
2.

Iz qiǌenice da su x, y ∈ Q sledi da je x2 − 2y2 6= 0 (iz x2 − 2y2 = 0 bi sledilo da je broj x
y =

√
2 ∈ Q xto nije

taqno), pa su i x
x2−2y2 , −y

x2−2y2 ∈ Q, dok iz (x, y) 6= (0, 0) sledi ( x
x2−2y2 , −y

x2−2y2 ) 6= (0, 0). Time smo pokazali i da je
inverzan element a′ ∈ A.

Stoga je u ovom sluqaju struktura (A, ∗) grupa, a kako je operacija ∗ i komutativna to je Abelova grupa.
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2. 1.6 (1), tj. 1.2 (1). Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je A = Q \ {−1} i a ∗ b = a + b + a · b.

Uputstva. Kada se proverava zatvorenost potrebno je pokazati i da je a ∗ b 6= −1, tj. da je a ∗ b ∈ Q \ {−1}.
Asocijativnost je posledica asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija · i + u R.
Neutralan element je e = 0 ∈ A.
Inverzan element je x′ = −x

1+x (treba pokazati da je x′ ∈ Q \ {−1}).
Komutativnost je posledica komutativnosti operacija + i · u R.
Struktura (A, ∗) je Abelova grupa.

3. 1.8 (2). Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je A = {(a, b) | a ∈ Q, b ∈ Q, a 6= 0} i (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d).

Uputstva. Zatvorenost: (a, b), (c, d) ∈ A ⇒ a, c ∈ Q \ {0} i b, d ∈ Q ⇒ a · c ∈ Q \ {0} i bc + c + d ∈ Q
⇒ (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d) ∈ A.

Asocijativnost je posledica asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija · i + u R.
Neutralan element je e = (1,−1) ∈ A.
Za element x = (a, b) inverzan element je x′ = ( 1

a , −1−a−b
a ) ∈ A.

Ova struktura je grupa, ali nije Abelova grupa jer operacija ∗ nije komutativna u skupu A.

Na primer imamo da je (1, 0) ∗ (2, 1) = (2, 3) 6= (2, 2) = (2, 1) ∗ (1, 0).

4. 1.11. Neka je A = {fa,b(x) : fa,b(x) = ax + b, a, b ∈ R, a 6= 0} i neka je ◦ operacija na skupu A definisana
kao kompozicija preslikavaǌa. Dokazati da je (A, ◦) grupa i ispitati da li je Abelova.

Uputstva. Kompozicija funkcija fa,b ◦ fc,d je definisana kao fa,b(x) ◦ fc,d(x) = fc,d

(
fa,b(x)

)
.

Za zatvorenost imamo da va�i

fa,b(x) ◦ fc,d(x) = fc,d

(
fa,b(x)

)
= fc,d(ax + b) = c(ax + b) + d = acx + bc + d = fac,bc+d(x).

Kako su a, c 6= 0 to je i ac 6= 0, pa je fa,b(x) ◦ fc,d(x) = fac,bc+d(x) ∈ A.
Asocijativnost je posledica asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija · i + u R:

fa,b(x) ◦
(
fc,d(x) ◦ fg,h(x)

)
= facg,bcg+dg+h(x) =

(
fa,b(x) ◦ fc,d(x)

)
◦ fg,h(x).

Identiqko preslikavaǌe f1,0(x) = x je neutralan element za operaciju kompozicije ◦.
Inverzan element za linearnu funkciju fa,b(x) = ax + b je linearna funkcija f 1

a ,− b
a
(x) = 1

ax− b
a .

Struktura (A, ◦) je grupa.

Ova grupa nije Abelova jer u skupu A operacija kompozicije ◦ nije komutativna jer na primer imamo da
je f1,2(x) ◦ f2,1(x) = f2,5(x) 6= f2,3 = f2,1(x) ◦ f1,2(x).

5. 1.28. Dokazati da je ({x + y
√

2 | x, y ∈ Q}, +, ·) poǉe.

Uputstva. Oznaqimo sa A = {x + y
√

2 | x, y ∈ Q}.
Poka�imo prvo da je (A, +) Abelova grupa.
Operacija sabiraǌa + je zatvorena u skupu A jer je (x + y

√
2) + (v + w

√
2) = (x + v) + (y + w)

√
2.

Na osnovu qiǌenice da je operacija + u R asocijativna dobijamo da je i ona asocijativna i u skupu A ⊂ R.
Neutralan element za operaciju + je e = 0 = 0 + 0 · √2 ∈ A.
Inverzan element elementa a = x + y

√
2 je a′ = −a = (−x) + (−y)

√
2 ∈ A.

Na osnovu qiǌenice da je operacija + u R komutativna dobijamo da je i ona komutativna i u skupu A ⊂ R.
Na osnovu svega ovoga sledi da je struktura (A,+) Abelova grupa.

U 1. zadatku smo pokazali da je struktura (A \ {0}, ·) Abelova grupa.

Kako je operacija · distributivna u odnosu na operaciju + u skupu R, to je ona distributivna i u ǌegovom
podskupu A.

Na osnovu svega ovoga dobijamo da je struktura (A, +, ·) poǉe.
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