IX mBouac Be:xkOou — Buamuvmup Banruh
8. Hu3oBm

Osoe je dam xpamax npezaed IX dsowaca eexncou. [lompebro je da obrosume odzosapajyhy meopujcky mamepujy
xoja je obpaherna na npedasanuma u Y yubenuKy.

Kaxo ce najeehum desom na semcbama pade 3adauu uz sdbupke, HakoH OPOJa 3a60aMKka NAGBOM OOJOM je 03HAUEH
6poj sadamxa y sbupyu "MATEMATHUKA 17 npogecopa P. Jlazosuha, . Bopuha u B. Josawosa y gopmu
p.z, 2de je p 6poj noeaasma, a z 6poj zadamxra y mom nozrasny. Osu 3a0ayu Ca NPEOCMAAUMG U3 30UPKE
(us nozaaema ”8. Husosu” u deaom uz ”9. Peaane dynryuje jedne npomennuse”, K40 4 OHUM U3 NO2AAEHG
715. dpyeu xoaokeujym” Koju cy 8€3aHU 34 08Y MAMEPUJY) “uHe Yeaury 0080HHY 36 NPUNPEMY 08UT 0baacMU.
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1. 8.36. lokazaTu KOHBepreHuujy ausa (a,) u udpauynaru lim a, ako je a, =
n—oo

1 1 1
Pewemwe. Kako je n24+k >n?3a k =1,2,...,n nobujamo xa je u < =—3ak=12,...,n. Crora
! ! ! W Va2
j L + ! + + L <1—|- + —|—1 1 =1.
UMaMO 1A je a, = it —< -4+ —-—4...+—=—=n-—-
Je fn vVn2+1 Vn2+2 vn24+4n noon n ‘n
n
2 2 . . 1 1
Cnuuno, rako je n°+k <n°+n+13ak=12,...,n nobujamo na je u > za k=12,....,n
Vn2+k VnZ+n+1
C j ! + = + + ! > ! + = +...+ !
TOra MMaMoO 1A je G, = e Y =
. VnZ +1 VnZ+2 vVnZ+n ViZ+n+1 Vn24+n+1 vVn24+n+1
1 _ n "

n- = )
Vn2+n+1 Vn24+n+1

n
OBuM cMo mobuam Hu3ose b, = 1 u ¢, =

vn?2+n+1

koju ce jaBmajy y Jlemu o 2 momumnajuna. Hbuxose rpannune

1
. . . . . n - . 1
BpemHoCTU cy jemmake: lim b, = lim 1=1wu lim ¢, = lim . n = lim ——— = 1. Kaxko
n n2 n n2
je ¢n < ap < by, mo Jlemu o 2 mosmnajua qobujamMo ma je hm a, = lim b, = lim ¢, = 1. |
n—oo n—oo
2. cauvan 8.40. Kopucrehu Komwujes kpurepujym ucnuratyi KOHBEPreHIMjy HU3a (ay,) HATOT (OPMYJIOM ONIITEr
cos1 n cos4 T cosn?
IaHa G, = —t ..+ —.
" 1.2 23 n-(n+1)

Pewewe.  Ila dbucMmo uckopucTuau KommjeB KpuTepujyM KOHBEPreHIMje HN30Ba NOTPeOHO je na HaMeCTHMO Oa HaM
je |an+r —an| < € ®ama cy n>ng un—+k >ng. Y noraszy hemo kopuctutu na je —1 <cosx < 1, Tj. na je |cosz| < 1.
_ |cos1 cos4 cosn’? cos(n+1)* cos(n+k)® cos 1 cos4 cosn? _
ik —an| = |95 + S5+ D Y e T T e~ \Te T 93 Tt aean)| =

cos(n+1)?2 cos(n+2)? cos(n+k) cos(n+1)?2 cos(n+2)? cos(n+k)?2

(n+k)-(n+k+1) <

(n+1)-(n+2) + (n+2)-(n+3) +..F (n+k)~(n+k+1)‘ = (n+1)-(n+2)’ + (n+2)-(n+3) ‘ +-
1 1 1 1 1

1 1 1 _ 1 _
(n+1)-(n+2) + (n+2)-(n+3) +...+ (nt+k)-(ntk+1) — n+l  nt2 + n+2 - n+3 +...F pror el vy W i Ty HS n+1 <e€.

Ila 6u mocisenma Heje THAKOCT Baskuiia MOTpebHO je ma Oyme < & 3a cBako n > ng. Crora Tpeba na Baxku n+1 > %

n+1

ma MOKEMO Y3€eTH Ja je ng = L%J, rae o3Haka | | mpeacrasiba 1eo meo. Tume cy ucnymenu kpurepujymu Komwmjesor

KPUTEPUjyMa KOHBEPTEHIUje HU30Ba, Ma JaTU HU3 KOHBEPIUPA. |

Hanmomena. Meronama koje m3iase BaH OKBUpa OBOr Kypca Maremaruke 1 moske ce noburu na je lim a, =~ 0.11827.
n—oo



3. 8.41. Vicnuraru KOHBepreHuujy Husa (a,) ako je a, =14+ -+ -+ ...+ —.
n

2 3
Pewewe 1. Y m3pasy KomwujeBor xpurepujyma craBuMo na je k = n u uckopuctuMo na n+ 1 < 2n = %ﬂ > %7
n—|—2<2n:>n%r2>ﬁ,...,2n—1<2n:>T171>ﬁ. Tana mobujamo
| | 1 n 1 n +1>1+1+ +1 1 1
Qop —Qp|=——+—+.. .+ —>—F+—+...+ —=n-— = —.
T el g2 o2n " 2n ' 2n 2 o 2

Crora wu3pas |ag, — a,| HE MOKEMO YUMHUTU NPOU3BOJLHO MAJKM, Tj. HE MOXKe OUTHU |ag, — an| < € Kama je € < 1/2.
Crora mo KomujeBoMm kpurepujymMy KOHBEpreHnuje modujaMo na HU3 G, AUBEPTUPA. |

Hapenso pememe je u3 npemvera MaremaTtura 2 (OHO KOPUCTH TEOPUjy BE3aHy 3a PEIOBE).

Husz a, =1+ % + % +...+ % => % IpencTaB/ha XapMOHUjCKUA PEJI.

n=1

Pewewe 2. Kako je a, = 1 > 0 umamo 12 je XapMOHUjCKU pesx L1 pen ca mosuTuBHMM unaHOBMMA. Kako je
n n
n=1
¢yurnuja f(x) = % HENPEeKUIHA, MO3UTUBHA U HepacTyha ¢ymrmuja Ha [1,+00), MOKEMO IPUMEHUTU WHTErDAJHU
+oo b b +oo
KPUTEPU)YM. /%dx = lim f%dx = lim Inz| = lim Inb—Inl = +o0. Karko uarerpasn /ldx IOUBEPTUPA
| b——+o00 1 b——+o0 b——+o00 | z
mobujaMo Ja U XapMOHUCKU pend » % OUBEPTUPA. |
n=1
1+ (=1)")n*+n 2nm
4. 15.cp7.1.  Ogpemury Tayke HAroMuiIaBama HU3a (an) aKO je a, = ( (3 2) )1 + cos 5
nZ —
2 n=2k 1+ (-1)")n?+n
Pewewe. Karo je 14 (—1)"= , To he cabupaxk (1+( 2) ) “MATHU 2 TayKe HATOMUJIABAA!
0 n=2k+1 3n® —1
2 (3a napne n) u 0 (3a Hemapue n).
1 n =3k

. 2nm
Kako je cos — = —

2nmw
3 n=3k+1, 1o he m gpyru cabupax COST uMaTh 2 TayKe HaroMujIaBamba:

1 (dan=3k)u—3% (3an=3k+1).

KombunoBameMm oBa 2 pesyiarara mobujaMo ma Cy Tauyke HATOMUJIABAHA

2+1=2 n = 6k
0+(—3)=-12 n=6k+1
2+(-3)=% n=6k+2
0+1=1 n = 6k
24(-H)=2% mn=6k+1
0+(—3)=—-3 n=6k+2
Tj. na Hu3 (a,) UMa 4 Tauke HATOMUJIABAHA: %, —%, % n 1. |

2n+ 3
2n+1

a) Ogpemutu Tauke HaroMuiIaBama HU3a (ay,).

n
5. Hexka je an:( > —I—Asin%,AeR.

6) Oxpenuru Bpenuoct A Tako na Hu3 (a,) Oyle KOHBEPreHTAH.

n 201N\ TatT n
. . 2n+3 . 2 2 1 _ 2n+3
Pewewe.  a) Kaxo je nlgn ( ) = lim ((1 + —2"“) > = e = e TO mpBU cabupak ( ) KOHBEPrupa Ka

1 \2nt1 et 2n+1
0 n =2k

e, Ta UMa caMo jelHy TauKy HaroMuiaBama Koja je ucto e. Kako je  AsinfF = ¢ A n=4k+1, o he opyrmu
—A n=4k-1

cabupak Asin f nmaTym Tauke Haromuiasama: 0, A mw —A.

Crora uu3 (a,) uMa Tauke HaroMuwiaBsama €, ¢ + A u e — A.

)

n
6) KouBeprenran nu3 nmMa caMo jeqHy Tauky HaroMumiaBama, a TO je moryhe camo 3a A =0. Tana je a, = (321‘%)

a 3a Taj Hu3 cMo Bell Bumesu ma koHBeprupa (Texu Ka e). |



9. Peasine ¢pyHENUje jemHe mpoMeHILUBE

xr—95
6. 9.2. Onpenuru obnact nepunucanoctu D vrmuje f(z)=ln ———— — Yz +5.
apemT T ned ™ Dy dpyurumje f(z) P T YR,
Pewemwe. HMonuuomu cy yBek medunucanu (1j. Vo € R), a u Tpehu kopeH je yBex nepunucan (camMo HApHA KOPEHU
“mpase npobieMe”) Kama je u OHO mox KopeHoMm nedpunucano. Crora je Jr+5 ne¢uHucaH 3a cBe x € R.
xr—95 T — r—95
JlorapuraMm In ———— je medunHucan Kaga je ———————— AePuHMCAH 1 Kana je ———— > 0. Pasio-
P . 22— 10z 1 24 )¢ P A 0p + 21 MY AIC T 0r + 24
T —
MaK R Ty je mepumrucan rKama je v2 — 10z + 24 # 0, Tj. kana je x # 4,6 (To mObUjeMO pemaBameM KBaJpaTHe
2 — 10z
r—5
jemmaumue. QOcraje na pemmMo HejeTHAUUHY 210124 > 0. To paguMO TakoO MmITO 38 CBAKU OX YJIAHOBA OBOT
z2 — 10x

pa3JI0MKa IOHA0COO MCIUTAMO 3HAK, & 3aTUM CBE TO YHECEMO y TalJIuIy:

(—o0,4) | 4 | (4,5) ] 5 | (5,6) | 6 | (6,+00)
z—5 T | + 0] - |- -
2% — 102 + 24 + X - - - X +
—5
10052 + X - 0 + X -
N3 rabanne BuauMo na je pememe Hejennaumue (—oo,4) U (5,6).
Ha ocuoBy csera mobujamo na je u obuact nedpunaucanoctu D = (—o00,4) U (5,6). ]
. . 3—2x
7. 9.3.  Ougpenutn obmnact mnepunucanoctu Dy dpyurmuje f(z) =+/3 — x + arcsin -
Pewewe.  KpanparHu KOpeH /3 — & je mepuHUCAH Kala je OHO MOJ KOPEeHOM, 3 — z me¢uHucAHO (IITO jeé YBEK) U KAl
je3—x >0, 1j. 338 x € (—o0, 3].
Apxkyccunyc arcsin% je medpuHUCaH Kama je % nepunucano (mwro je yBek) u kanm je —1 < 3752"” < 1. Osa
IOBOCTPYKA HEjeTHAUMHA Ce CBOAW HA pellaBame 2 HejeTHaunHe:
3—2z 3—2zx
—-1< 5 = 53 -2z = 2r<8 = r<4 u 3 <1 = 3-2x<5 = -2<2x = 2> —1,

Te je meHo pememe T € [—1,4].
Ob6mact medpunucanoctu garte QyHKHMje JOOMjaMO y IMPECEKy HPETXOAHA 2 pellelha HejeIHAUMHA, Tj. UMaMO naa je

D=1[-1,3]. m
. 2 — 4z
8. 9.17. Opgpemuru mysie u ucnuraru 3HaK Qyaruuje f(z) = Y e
V6—z—x
Peweme.  Tlpe HEro mMTO KPEHEMO A& WCIUTYjEMO HyJe W 3HAK, IPBO NeMo oapeanTu o6gacT mepunaucanoctu (OHA

HaM je moTpebHA 3a CBe TAUKe Yy UCHUTUBAKY (QyHKIU]E).

Paznomar je medunmcan kazga cy u uMeHWIAl u Opojuian AeMHUCAHW U Kada je uMeHmial pazianaur ox 0.
[Monurom 72 — 42 je yBer medunmcan, Koper /6 — x — 22 je me¢urucan kama je 6 —x — 22 >0, Tj. 3a 2 € [—3,2] u jom
tpeba ma Gyme V6 —x — x2 # 0, mro ce ceomm Ha x # —3,2. Crora je D = (—3,2).

Paszmomax f(x) = \/% je jenmak mymm ako je 6pojuman z2 —4x = 0, mTo je ucmymeHno 3a 1 = 0 u x5 = 4. Amm
Kako je x1 =0 € D u o = 4 ¢ D, nmobujamo na ¢pyuruuja f(x) uma camo jemny myay z = 0.

KBaznpaTHu KOpeH Kaz rox je nepuHUCAH je HEHeraTUBaH. 3HAK heMo onpemutu nomohy rabiure:

(—00,=3) | =3 | (=3,0) | 0| (0,2) | 2 |(2,4) | 4| (4,400)
r? — 4z + + + o — [-] - o +
V6 —x — 22 X X + + + X X X X
f(x) X X + 0 - X X X X
Hobunu cmo ma je f(x) >03a z € (=3,0), f(z)=03ax=0mu f(r) <03azec(0,2). |
9. 0.17. U b je f(z) i
. 9.17. ciuraT mapHOCT QyHEIUjEe f() = ——0—0nx.
p Y ) (i
Pewemwe. Y mperxomHOM 3amaTKy ¢Mo nobunu ga je momen D = (—3,2). Kako ¢ymruumja f(x) mHema cumerpuyan
IOMeH y onHocy Ha ¥ = (0 OHa HUje HU IapHa HU HelapHA. ]



et +1
et —1°

10. 9.20. Ucunwnratm mapaocT ¢yHruuje f(x) =

e‘”ﬁ—l_ﬁ-l—l 1Jerfw_1+em_ e’ +1

Pewemwe.  Karo je f(—z) = f(z) ¢pyurmmja f(x) je memapmua. [ ]

ecr—1 L _1 1= 1_er ez _1
(& e
11. 9.21. UWcnuraru napuoct ¢pyuruuje f(z) =sinx — cosz.

Pewemwe.  f(§)=sin] —cos§ = % - % =0u f(=F)=sin(=F) —cos(=F) = —% - g = V2.
Kaxo jo f(5) = 0% —v2 = f(-
Kaxo je f(5) = 0 £ V2 = — (-

%) dymrnmja f(x) mHEje mapHa.
I

) ¢pyurmmja f(x) HEje HemapHa. |

12. 9.36. Iokasatu ma je pymruuja f(z) = /sin(rz + 27) nepuoauuna n Haliu OCHOBHU TEPUO.

Pewemwe. IMokaskumo nma je ¢ymrumja g(x) = sin(rz + 27) mepuomuyna, omakie he ciaemuTy U Aa je QyHKOUja
f(x) = /sin(rx + 27) neproauuna.
Habumo 6poj T rakas ma je g(z) = g(z + T), tj. sin(rz + 27) = sin (r(z + T) + 27) 3a cBaro 3a csaro z. Kako

je sin (’R’({E +7T)+ 27r) = sin (mr + 27 + 7TT), a CHHyC IepuoaudHa (YHKIUja ca IePUOAOM 27, TO MOKEMO y3€eTH Ia je
T =2 u ouga Bawu g(x) = g(x + 2), mro mosnaun u f(x) = f(zr+2), na je nata PyHKIMja TEPUOIUIHA.
W3 yumeHunne 1a je OCHOBHU IEPUOJ CUHYCa 27T CJIemd Aa je u OCHOBHU mepuon dpyurmuje f(z) jemar w = 2. |



