
IX dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

8. Nizovi

Ovde je dat kratak pregled IX dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku materiju
koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”8. Nizovi” i delom iz ”9. Realne funkcije jedne promenǉive”, kao i onim iz poglavǉa
”15. Drugi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ovih oblasti.

1. 8.36. Dokazati konvergenciju niza (an) i izraqunati lim
n→∞

an ako je an =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . .+
1√

n2 + n
.

Rexeǌe. Kako je n2 + k > n2 za k = 1, 2, . . . , n dobijamo da je i
1√

n2 + k
<

1√
n2

=
1
n

za k = 1, 2, . . . , n. Stoga

imamo da je an =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . . +
1√

n2 + n
<

1
n

+
1
n

+ . . . +
1
n︸ ︷︷ ︸

n

= n · 1
n

= 1 .

Sliqno, kako je n2 + k < n2 + n + 1 za k = 1, 2, . . . , n dobijamo da je i
1√

n2 + k
>

1√
n2 + n + 1

za k = 1, 2, . . . , n.

Stoga imamo da je an =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . . +
1√

n2 + n
>

1√
n2 + n + 1

+
1√

n2 + n + 1
+ . . . +

1√
n2 + n + 1︸ ︷︷ ︸

n

=

n · 1√
n2 + n + 1

=
n√

n2 + n + 1
.

Ovim smo dobili nizove bn = 1 i cn =
n√

n2 + n + 1
koji se javǉaju u Lemi o 2 policajca. ǋihove graniqne

vrednosti su jednake: lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1 = 1 i lim
n→∞

cn = lim
n→∞

n√
n2 + n + 1

·
1
n

1
n =

√
1

n2

= lim
n→∞

1√
1 + 1

n + 1
n2

= 1. Kako

je cn < an < bn, po Lemi o 2 policajca dobijamo da je lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = 1.

2. sliqan 8.40. Koriste�i Koxijev kriterijum ispitati konvergenciju niza (an) datog formulom opxteg

qlana an =
cos 1
1 · 2 +

cos 4
2 · 3 + . . . +

cosn2

n · (n + 1)
.

Rexeǌe. Da bismo iskoristili Koxijev kriterijum konvergencije nizova potrebno je da namestimo da nam
je |an+k − an| < ε kada su n > n0 i n + k > n0. U dokazu �emo koristiti da je −1 6 cosx 6 1, tj. da je | cos x|6 1.

|an+k − an| =
∣∣∣ cos 1

1·2 + cos 4
2·3 + . . . + cos n2

n·(n+1) + cos(n+1)2

(n+1)·(n+2) + . . . + cos(n+k)2

(n+k)·(n+k+1) −
(

cos 1
1·2 + cos 4

2·3 + . . . + cos n2

n·(n+1)

)∣∣∣ =
∣∣∣ cos(n+1)2

(n+1)·(n+2) + cos(n+2)2

(n+2)·(n+3) + . . . + cos(n+k)2

(n+k)·(n+k+1)

∣∣∣ 6
∣∣∣ cos(n+1)2

(n+1)·(n+2)

∣∣∣ +
∣∣∣ cos(n+2)2

(n+2)·(n+3)

∣∣∣ + . . . +
∣∣∣ cos(n+k)2

(n+k)·(n+k+1)

∣∣∣ 6
1

(n+1)·(n+2) + 1
(n+2)·(n+3) + . . . + 1

(n+k)·(n+k+1) = 1
n+1 − 1

n+2 + 1
n+2 − 1

n+3 + . . . + 1
n+k − 1

n+k+1 = 1
n+1 − 1

n+k+1 < 1
n+1 < ε .

Da bi posledǌa nejednakost va�ila potrebno je da bude 1
n+1 < ε za svako n > n0. Stoga treba da va�i n+1 > 1

ε ,
pa mo�emo uzeti da je n0 =

⌊
1
ε

⌋
, gde oznaka b c predstavǉa ceo deo. Time su ispuǌeni kriterijumi Koxijevog

kriterijuma konvergencije nizova, pa dati niz konvergira.

Napomena. Metodama koje izlaze van okvira ovog kursa Matematike 1 mo�e se dobiti da je lim
n→∞

an ≈ 0.11827.
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3. 8.41. Ispitati konvergenciju niza (an) ako je an = 1 +
1
2

+
1
3

+ . . . +
1
n
.

Rexeǌe 1. U izrazu Koxijevog kriterijuma stavimo da je k = n i iskoristimo da n + 1 < 2n ⇒ 1
n+1 > 1

2n ,
n + 2 < 2n ⇒ 1

n+2 > 1
2n , . . . , 2n− 1 < 2n ⇒ 1

2n−1 > 1
2n . Tada dobijamo

|a2n − an| = 1
n + 1

+
1

n + 2
+ . . . +

1
2n

>
1
2n

+
1
2n

+ . . . +
1
2n

= n · 1
2n

=
1
2
.

Stoga izraz |a2n − an| ne mo�emo uqiniti proizvoǉno malim, tj. ne mo�e biti |a2n − an| < ε kada je ε < 1/2.
Stoga po Koxijevom kriterijumu konvergencije dobijamo da niz an divergira.

Naredno rexeǌe je iz predmeta Matematika 2 (ono koristi teoriju vezanu za redove).

Niz an = 1 + 1
2 + 1

3 + . . . + 1
n =

∞X

n=1

1
n predstavǉa harmonijski red.

Rexeǌe 2. Kako je an = 1
n > 0 imamo da je harmonijski red

∞X

n=1

1
n red sa pozitivnim qlanovima. Kako je

funkcija f(x) = 1
x neprekidna, pozitivna i nerastu�a funkcija na [1, +∞), mo�emo primeniti integralni

kriterijum.
+∞Z

1

1
x dx = lim

b→+∞

b∫
1

1
x dx = lim

b→+∞
ln x

∣∣∣
b

1
= lim

b→+∞
ln b − ln 1 = +∞. Kako integral

+∞Z

1

1
x dx divergira

dobijamo da i harmonijski red
∞X

n=1

1
n divergira.

4. 15.sr7.1. Odrediti taqke nagomilavaǌa niza (an) ako je an =

(
1 + (−1)n

)
n2 + n

3n2 − 1
+ cos

2nπ

3
.

Rexeǌe. Kako je 1 + (−1)n =

{
2 n = 2k

0 n = 2k + 1
, to �e sabirak

(
1 + (−1)n

)
n2 + n

3n2 − 1
imati 2 taqke nagomilavaǌa:

2
3 (za parne n) i 0 (za neparne n).

Kako je cos
2nπ

3
=





1 n = 3k

− 1
2 n = 3k + 1

− 1
2 n = 3k + 2

, to �e i drugi sabirak cos
2nπ

3
imati 2 taqke nagomilavaǌa:

1 (za n = 3k) i − 1
2 (za n = 3k ± 1).

Kombinovaǌem ova 2 rezultata dobijamo da su taqke nagomilavaǌa




2
3 + 1 = 5

3 n = 6k

0 + (− 1
2 ) = − 1

2 n = 6k + 1
2
3 + (− 1

2 ) = 1
6 n = 6k + 2

0 + 1 = 1 n = 6k
2
3 + (− 1

2 ) = 1
6 n = 6k + 1

0 + (− 1
2 ) = − 1

2 n = 6k + 2

tj. da niz (an) ima 4 taqke nagomilavaǌa: 5
3 , − 1

2 ,
1
6 i 1.

5. Neka je an =
(

2n + 3
2n + 1

)n

+ A sin
nπ

2
, A ∈ R.

a) Odrediti taqke nagomilavaǌa niza (an).
b) Odrediti vrednost A tako da niz (an) bude konvergentan.

Rexeǌe. a) Kako je lim
n→∞

(
2n+3
2n+1

)n

= lim
n→∞

((
1 + 2

2n+1

) 2n+1
2

) 2n
2n+1

= e1 = e to prvi sabirak
(

2n+3
2n+1

)n

konvergira ka

e, pa ima samo jednu taqku nagomilavaǌa koja je isto e. Kako je A sin nπ
2 =





0 n = 2k

A n = 4k + 1
−A n = 4k − 1

, to �e drugi

sabirak A sin nπ
2 imati taqke nagomilavaǌa: 0, A i −A.

Stoga niz (an) ima taqke nagomilavaǌa e, e + A i e−A.

b) Konvergentan niz ima samo jednu taqku nagomilavaǌa, a to je mogu�e samo za A = 0. Tada je an =
(

2n+3
2n+1

)n

,

a za taj niz smo ve� videli da konvergira (te�i ka e).
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9. Realne funkcije jedne promenǉive

6. 9.2. Odrediti oblast definisanosti Df funkcije f(x) = ln
x− 5

x2 − 10x + 24
− 3
√

x + 5 .

Rexeǌe. Polinomi su uvek definisani (tj. ∀x ∈ R), a i tre�i koren je uvek definisan (samo parni koreni
”prave probleme”) kada je i ono pod korenom definisano. Stoga je 3

√
x + 5 definisan za sve x ∈ R.

Logaritam ln
x− 5

x2 − 10x + 24
je definisan kada je

x− 5
x2 − 10x + 24

definisan i kada je
x− 5

x2 − 10x + 24
> 0. Razlo-

mak
x− 5

x2 − 10x + 24
je definisan kada je x2 − 10x + 24 6= 0, tj. kada je x 6= 4, 6 (to dobijemo rexavaǌem kvadratne

jednaqine. Ostaje da reximo nejednaqinu
x− 5

x2 − 10x + 24
> 0. To radimo tako xto za svaki od qlanova ovog

razlomka ponaosob ispitamo znak, a zatim sve to unesemo u tablicu:

(−∞, 4) 4 (4, 5) 5 (5, 6) 6 (6, +∞)
x− 5 + + + 0 − − −

x2 − 10x + 24 + x − − − x +
x−5

x2−10x+24 + x − 0 + x −
Iz tablice vidimo da je rexeǌe nejednaqine (−∞, 4) ∪ (5, 6).

Na osnovu svega dobijamo da je i oblast definisanosti D = (−∞, 4) ∪ (5, 6).

7. 9.3. Odrediti oblast definisanosti Df funkcije f(x) =
√

3− x + arcsin
3− 2x

5
.

Rexeǌe. Kvadratni koren
√

3− x je definisan kada je ono pod korenom, 3− x definisano (xto je uvek) i kad
je 3− x > 0, tj. za x ∈ (−∞, 3].

Arkussinus arcsin 3−2x
5 je definisan kada je 3−2x

5 definisano (xto je uvek) i kad je −1 6 3−2x
5 6 1. Ova

dvostruka nejednaqina se svodi na rexavaǌe 2 nejednaqine:

−1 6 3− 2x

5
⇒ −5 6 3− 2x ⇒ 2x 6 8 ⇒ x 6 4 i

3− 2x

5
6 1 ⇒ 3− 2x 6 5 ⇒ −2 6 2x ⇒ x >−1,

te je ǌeno rexeǌe x ∈ [−1, 4].
Oblast definisanosti date funkcije dobijamo u preseku prethodna 2 rexeǌa nejednaqina, tj. imamo da je

D = [−1, 3].

8. 9.17. Odrediti nule i ispitati znak funkcije f(x) =
x2 − 4x√
6− x− x2

.

Rexeǌe. Pre nego xto krenemo da ispitujemo nule i znak, prvo �emo odrediti oblast definisanosti (ona
nam je potrebna za sve taqke u ispitivaǌu funkcije).

Razlomak je definisan kada su i imenilac i brojilac definisani i kada je imenilac razliqit od 0.
Polinom x2 − 4x je uvek definisan, koren

√
6− x− x2 je definisan kada je 6− x− x2 > 0, tj. za x ∈ [−3, 2] i jox

treba da bude
√

6− x− x2 6= 0, xto se svodi na x 6= −3, 2. Stoga je D = (−3, 2).
Razlomak f(x) = x2−4x√

6−x−x2 je jednak nuli ako je brojilac x2− 4x = 0, xto je ispuǌeno za x1 = 0 i x2 = 4. Ali
kako je x1 = 0 ∈ D i x2 = 4 6∈ D, dobijamo da funkcija f(x) ima samo jednu nulu x = 0.

Kvadratni koren kad god je definisan je nenegativan. Znak �emo odrediti pomo�u tablice:

(−∞,−3) −3 (−3, 0) 0 (0, 2) 2 (2, 4) 4 (4,+∞)
x2 − 4x + + + 0 − − − 0 +√
6− x− x2 x x + + + x x x x

f(x) x x + 0 − x x x x

Dobili smo da je f(x) > 0 za x ∈ (−3, 0), f(x) = 0 za x = 0 i f(x) < 0 za x ∈ (0, 2).

9. 9.17. Ispitati parnost funkcije f(x) =
x2 − 4x√
6− x− x2

.

Rexeǌe. U prethodnom zadatku smo dobili da je domen D = (−3, 2). Kako funkcija f(x) nema simetriqan
domen u odnosu na x = 0 ona nije ni parna ni neparna.
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10. 9.20. Ispitati parnost funkcije f(x) =
ex + 1
ex − 1

.

Rexeǌe. Kako je f(−x) =
e−x + 1
e−x − 1

=
1
ex + 1
1
ex − 1

=
1+ex

ex

1−ex

ex

=
1 + ex

1− ex
= −ex + 1

ex − 1
= −f(x) funkcija f(x) je neparna.

11. 9.21. Ispitati parnost funkcije f(x) = sin x− cosx.

Rexeǌe. f(π
4 ) = sin π

4 − cos π
4 =

√
2

2 −
√

2
2 = 0 i f(−π

4 ) = sin(−π
4 )− cos(−π

4 ) = −
√

2
2 −

√
2

2 = −√2.

Kako je f(π
4 ) = 0 6= −√2 = f(−π

4 ) funkcija f(x) nije parna.

Kako je f(π
4 ) = 0 6= √

2 = −f(−π
4 ) funkcija f(x) nije neparna.

12. 9.36. Dokazati da je funkcija f(x) =
√

sin(πx + 2π) periodiqna i na�i osnovni period.

Rexeǌe. Poka�imo da je funkcija g(x) = sin(πx + 2π) periodiqna, odakle �e slediti i da je funkcija
f(x) =

√
sin(πx + 2π) periodiqna.

Na�imo broj T takav da je g(x) = g(x + T ), tj. sin(πx + 2π) = sin
(
π(x + T ) + 2π

)
za svako za svako x. Kako

je sin
(
π(x + T ) + 2π

)
= sin

(
πx + 2π + πT

)
, a sinus periodiqna funkcija sa periodom 2π, to mo�emo uzeti da je

T = 2 i onda va�i g(x) = g(x + 2), xto povlaqi i f(x) = f(x + 2), pa je data funkcija periodiqna.
Iz qiǌenice da je osnovni period sinusa 2π sledi da je i osnovni period funkcije f(x) jednak ω = 2.
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