
X dvoqas veжbi — Vladimir Balti²

10. Graniqne vrednosti funkcija

Ovde je dat kratak pregled X dvoqasa veжbi. Potrebno je da obnovite odgovaraju²u teorijsku materiju
koja je obra±ena na predavaƬima i u u­beniku.

Kako se najve²im delom na veжbama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi²a, D. §ori²a i §. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavƩa, a z broj zadatka u tom poglavƩu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavƩa ”10. Graniqne vrednosti funkcija”, kao i onim iz poglavƩa ”15. Drugi kolokvijum” koji
su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoƩnu za pripremu ove oblasti.

1. 10.2. Koriste²i definiciju graniqne vrednosti funkcije dokazati da je lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

RexeƬe. Kako za sinus vaжi −1 6 sin t 6 1 imamo da je za ε iz definicije δ = ε i tada imamo da za

0 < |x| < ε ⇒ |x sin
1

x
| 6 |x| · | sin 1

x
| 6 |x| · 1 = |x| 6 ε = δ.

Time smo pokazali da je lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

Napomena. Na slede²oj slici je prikazan grafik funkcije f(x) = x sin 1
x .
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Izraqunati date graniqne vrednosti:

2. lim
x→2

x3 + 3x2 + 2x

x + 1
.

RexeƬe. lim
x→2

x3 + 3x2 + 2x

x + 1
=

23 + 3 · 22 + 2 · 2
2 + 1

=
24

3
= 8.

3. 10.15. lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
.

RexeƬe. lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x + 1)

(x − 1)(2x + 1)
= lim

x→1

x + 1

2x + 1
=

2

3
.

1



4. 10.20. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe. Potrebno je da se oslobodimo korena. U tu svrhu ²emo koristiti formulu za razliku kvadrata
(a − b) · (a + b) = a2 − b2.

lim
x→0

√
1 + x − 1

x
= lim

x→0

√
1 + x − 1

x
·
√

1 + x + 1√
1 + x + 1

= lim
x→0

(
√

1 + x)2 − 12

x(
√

1 + x + 1)
= lim

x→0

1 + x − 1

x(
√

1 + x + 1)
= lim

x→0

x

x(
√

1 + x + 1)
=

lim
x→0

1√
1 + x + 1

=
1

2
.

5. 10.33. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i lim

x→−∞
−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.

RexeƬe. Prvo ²emo uraditi jedan od ova dva limesa, pa ²emo onda da primetimo i da drugi ide potpuno
isto, tako da ²emo onda to xto smo radili prepraviti da je za ±∞, tj. ima²emo slede²i zapis:

lim
x→±∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
= lim

x→±∞
−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
·

1
x3

1
x3

= lim
x→±∞

−3 + 1
x2 + 1

x3

3 + 1
x + 1

x3

=
−3 + 0 + 0

3 + 0 + 0
= −1.

Napomena. Na osnovu ovih limesa imamo zakƩuqak da funkcija f(x) =
−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
ima obostranu horizon-

talnu asimptotu y = −1.

6. 10.34. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe. Podsetimo se da je
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
. Stoga imamo da kada x → +∞ (tad je x > 0) imamo da

je 1
x = 1

|x| = 1√
x

=
√

1
x2 , dok kad x → −∞ (tad je x < 0) imamo 1

x = 1
−|x| = 1

−√
x

= −
√

1
x2 .

Zbog ovoga traжene limese raqunamo na slede²e naqine:

lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→+∞

√
x2 + 1

x
·

1
x =

√

1
x2

1
x

= lim
x→+∞

√

1 + 1
x2

1
= 1

lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
·

1
x = −

√

1
x2

1
x

= lim
x→−∞

−
√

1 + 1
x2

1
= −1.

Napomena. Na osnovu ovih limesa imamo zakƩuqak da funkcija f(x) =

√
x2 + 1

x
ima desnu horizontalnu

asimptotu y = 1, dok je prava y = −1 leva horizontalna asimptota.

7. 10.31. lim
x→+∞

x3/2(
√

x3 + 2 −
√

x3 − 2) .

Uputstva. Koristiti ideje iz prethodna 3 zadatka. lim
x→+∞

x3/2(
√

x3 + 2 −
√

x3 − 2) = 2.

8. lim
x→+∞

[

(x + 1)2/3 − (x − 1)2/3
]

.

Uputstva. Tre²eg korena se osloboditi pomo²u formule za razliku kubova: (a− b) · (a2 + ab + b2) = a3 − b3.

lim
x→+∞

[

(x + 1)2/3 − (x − 1)2/3
]

= 0.

9. 10.39. lim
x→0

sin ax

sin bx
, a, b ∈ R, b 6= 0.

RexeƬe. lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

sin ax

ax
· 1

sin bx

bx

· ax

bx
= 1 · 1

1
· a

b
=

a

b
.
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10. 10.42. lim
x→0

1 − cos x

x2
.

RexeƬe 1. L = lim
x→0

1 − cos x

x2
= lim

x→0

1 − cos x

x2
· 1 + cos x

1 + cos x
= lim

x→0

1 − cos2 x

x2(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2(1 + cos x)
=

limx→0

(

sin2 x
x

)2

· 1

1 + cos x
= 12 · 1

1 + 1
=

1

2
.

RexeƬe 2. Moжemo koristiti ekvivalentne veliqine. Kako je 1 − cos x ∼ 1
2x2 kad x → 0 to je traжeni limes

L = lim
x→0

1 − cos x

x2
= lim

x→0

1
2x2

x2
=

1

2
.

11. 10.57. lim
x→+∞

(

3x + 2

3x − 4

)(x+1)/3

.

RexeƬe. Ovo je limes oblika 1∞. Jedan naqin da se izborimo sa takvim limesom je da sre±ivaƬem izraza
do±emo do nekog koji liqi na tabliqni limes lim

x→+∞
(1+ 1

x )x = e (to ²emo ilustrovati u ovom zadatku), a drugi

naqin je da odredimo logaritam ovakvog limesa (xto ²emo ilustrovati u narednom zadatku).

lim
x→+∞

(

3x + 2

3x − 4

)(x+1)/3

= lim
x→+∞

(

3x − 4 + 6

3x − 4

)(x+1)/3

= lim
x→+∞

(

1 +
1

3x−4
6

)

3x−4

6
· 6
3x−4

· x+1

3

= lim
x→+∞

(

(

1 +
1

3x−4
6

)

3x−4

6

)

2x+2

3x−4

= lim
x→+∞

(

(

1 +
1

3x−4
6

)

3x−4

6

)

2x+2

3x−4
·

1
x

1
x

= lim
x→+∞

(

(

1 +
1

3x−4
6

)

3x−4

6

)

2+ 2
x

3− 4
x

= e
2
3 .

12. 10.70. lim
x→0

(cos x)1/x2

.

RexeƬe. Oznaqimo datu graniqnu vrednost sa L = lim
x→0

(cos x)1/x2

. Tada imamo da je

lnL = ln lim
x→0

(cos x)1/x2

= lim
x→0

ln(cos x)1/x2

= lim
x→0

1

x2
ln(cos x) = lim

x→0

ln(cos x)

x2
.

Kako nam se u tabliqnim limesima ne javƩa kosinus nego sinus to ²emo kosinus izraziti preko sinusa duplo
maƬeg ugla: cos x = cos(2 · x

2 ) = cos2 x
2 − sin2 x

2 = (1− sin2 x
2 )− sin2 x

2 = 1− 2 sin2 x
2 . Ubacimo ovo u prethodni limes:

lnL = lim
x→0

ln(1 − 2 sin2 x
2 )

x2
= lim

x→0

ln(1 − 2 sin2 x
2 )

−2 sin2 x
2

· −2 sin2 x
2

4 · x2

4

= lim
x→0

ln(1 − 2 sin2 x
2 )

−2 sin2 x
2

· −1

2
·
(

sin x
2

x
2

)2

= 1 · −1

2
· 12 = −1

2
.

Da bi zavrxili zadatak treba da antilogaritmujemo ovaj rezultat, tj. lnL = − 1
2 ⇒ L = e−

1
2 =

1√
e

.

Napomena. Znatno brжe bi stigli do rezultata ukoliko bi koristili ekvivalentne veliqine, xto ²emo
videti u narednim zadacima.

13. 10.111. lim
x→0

ln(cos x)
4
√

1 + x2 − 1
.

RexeƬe. Koristi²emo ekvivalentne veliqine kad x → 0: kako je 1− cos x ∼ 1
2x2 imamo da je cos x ∼ 1− 1

2x2, pa

je ln(cos x) ∼ ln(1 − 1
2x2) ∼ − 1

2x2. Za imenilac razlomka imamo da je 4
√

1 + x2 − 1 = (1 + x2)1/4 − 1 ∼ 1
4 · x2. Stoga

je dati limes lim
x→0

ln(cos x)
4
√

1 + x2 − 1
= lim

x→0

− 1
2x2

1
4x2

= −2.

14. 10.115. L = lim
x→0

sin 3x + 2arctg 2x + 3x2

ln(1 + 2x + sinx) + xex
.

RexeƬe. Kada x → 0 imamo da je I =
sin 3x + 2arctg 2x + 3x2

ln(1 + 2x + sinx) + xex
∼ 3x + 2 · 2x + 3x2

2x + sin x + x(1 + x)
∼ 3x + 4x + 3x2

2x + x + x + x2
=

7x + 3x2

4x + x2
,

pa je L = lim
x→0

7x + 3x2

4x + x2
= lim

x→0

7x + 3x2

4x + x2
·

1
x
1
x

= lim
x→0

7 + 3x

4 + x
=

7 + 0

4 + 0
=

7

4
.
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15. 10.119. L = lim
x→0

(

ax + bx

2

)1/x

.

Uputstva. Odrediti prvo lnL koriste²i ekvivalentne veliqine kad x → 0. Kada se vratimo na L dobijamo
L =

√
ab.

16. lim
x→3−

x2 + x − 5

3 − x
i lim

x→3+

x2 + x − 5

3 − x
.

RexeƬe. lim
x→3−

x2 + x − 5

3 − x
=

[

32 + 3 − 5

3 − 3−
=

+7

0+

]

= +∞. lim
x→3+

x2 + x − 5

3 − x
=

[

32 + 3 − 5

3 − 3+
=

+7

0−

]

= −∞.

Napomena. Na osnovu ovih limesa sledi da funkcija f(x) =
x2 + x − 5

3 − x
ima vertikalnu asimptotu x = 3 (sa

obe strane).
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