
XI dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

12. Izvod i diferencijal
13. Tejlorova formula

Ovde je dat kratak pregled XI dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku mater-
iju koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(delom iz poglavǉa ”12. Izvod i diferencijal” i iz ”13. Tejlorova formula”, kao i onim iz poglavǉa
”15. Drugi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ove oblasti.

12. Izvod i diferencijal

Primenom Lopitalove teoreme izraqunati date graniqne vrednosti:

1. 10.21. lim
x→5

√
x− 1− 2
x− 5

.

Rexeǌe. L = lim
x→5

√
x− 1− 2
x− 5

L.P.=
0
0

lim
x→5

1
2
√

x− 1
− 0

1− 0
= lim

x→5

1
2
√

x− 1
=

1
2
√

5− 1
=

1
4
.

2. lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x− 2
.

Rexeǌe 1. L = lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x− 2
L.P.=∞
∞

lim
x→+∞

1
2
√

x2 − 4x + 5
· (2x− 4)

1
= lim

x→+∞
x− 2√

x2 − 4x + 5
L.P.=∞
∞

lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x− 2
.

Ovaj zadatak ne�e mo�i da se rexi Lopitalom jer se vrtimo u krug (qas je koren gore, qas dole)!

Rexeǌe 2. Zadatak �emo uraditi kao xto smo ga radili kod obiqnih graniqnih vrednosti funkcija

(obratite pa�ǌu da kad x → +∞ da je x > 0, pa je
√

x2 = |x| i 1
x =

√
1
x2 ).

L = lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x− 2
·

√
1
x2

1
x

= lim
x→+∞

√
1− 4

x + 5
x2

1− 2
x

=
√

1− 0 + 0
1− 0

= 1.

3. 12.83. lim
x→+∞

ln x

xα
, α > 0.

Rexeǌe. L = lim
x→+∞

ln x

xα

L.P.=∞
∞

lim
x→+∞

1
x

αxα−1
= lim

x→+∞
1

αxα
=

[
1

+∞
]

= 0.

4. 12.85. lim
x→0+

ln(sin ax)
ln(sin bx)

, a, b > 0.

Rexeǌe. L = lim
x→0+

ln(sin ax)
ln(sin bx)

= lim
x→0+

1
sin ax

· cos ax · a
1

sin bx
· cos bx · b

= lim
x→0+

sin bx

bx
· 1

sin ax

ax

· cos ax

cos bx
= 1 · 1

1
· cos 0
cos 0

= 1.

5. 12.90. lim
x→0+

xα ln x , α > 0.

Rexeǌe. Dati limes je oblika 0 · ∞, te moramo da ga svedemo ili na
0
0
ili na

∞
∞ .
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Za
0
0
bi imali L = lim

x→0+
xα ln x = lim

x→0+

xα

1
ln x

i ako bi probali da raqunamo Lopitalovim pravilom ovaj limes

dobili bi jox komplikovaniji od polaznog.

Za
∞
∞ imamo L = lim

x→0+
xα ln x = lim

x→0+

ln x
1
xα

= lim
x→0+

ln x

x−α

L.P.=∞
∞

lim
x→0+

1
x

−αx−α−1
= lim

x→0+

xα

−α
=

[
0
−α

]
= 0.

6. 12.93. lim
x→1+

(
1

ln x
− 1

x− 1

)
.

Rexeǌe. L = lim
x→1+

(
1

ln x
− 1

x− 1

)
= lim

x→1+

x− 1− ln x

ln x(x− 1)
L.P.=
0
0

lim
x→1+

1− 1
x

1
x · (x− 1) + lnx · 1 = lim

x→1+

x− 1
x− 1 + ln x

L.P.=
0
0

lim
x→1+

1
1 + ln x + 1

=
1

1 + ln 1 + 1
=

1
2
.

7. 12.95. lim
x→0

(
sin x

x

)1/x2

.

Rexeǌe. Oznaqimo dati limes sa L = lim
x→0

(
sin x

x

)1/x2

. Tada imamo da je ln L = ln lim
x→0

(
sin x

x

)1/x2

=

lim
x→0

ln
(

sinx

x

)1/x2

= lim
x→0

1
x2
· ln sin x

x
= lim

x→0

ln
sin x

x
x2

L.P.=
0
0

lim
x→0

1
sin x

x

· cos x · x− sin x

x2

2x
= lim

x→0

x cosx− sinx

2x2 sin x

L.P.=
0
0

lim
x→0

cos x− x sin x− cos x

4x · sin x + 2x2 · cos x
= lim

x→0

−x sin x

4x · sin x + 2x2 · cos x
= lim

x→0

− sin x

4 sinx + 2x cos x

L.P.=
0
0

lim
x→0

− cos x

4 cos x + 2 cos x + 2x(− sin x)
=

− cos 0
4 cos 0 + 2 cos 0 + 2 · 0 · sin 0

=
1
6
. Odavde dobijamo da je L = e−1/6 =

1
6
√

e
.

XII dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

13. Tejlorova formula

8. Funkciju f(x) =
√

x aproksimirati Tejlorovim polinomom tre�eg stepena u okolini taqke x = 1.

Rexeǌe. f(x) =
√

x, f ′(x) = 1
2
√

x
, f ′′(x) = −1

4x
√

x
, f ′′′(x) = 3

8x2
√

x
. f(1) = 1, f ′(1) = 1

2 , f ′′(1) = − 1
4 , f ′′′(1) = 3

8 .

T3(x) = 1 + 1
2 (x− 1)− 1

8 (x− 1)2 + 1
16 (x− 1)3, pa je

√
x ≈ 1 + 1

2 (x− 1)− 1
8 (x− 1)2 + 1

16 (x− 1)3 u okolini x = 1.

9. Odrediti Tejlorov polinom 4. stepena funkcije f(x) = ex u okolini taqke x = −1.

Rexeǌe. Kako je f(x) = ex imamo da je svaki izvod f (n)(x) = ex, pa je i f (n)(−1) = e−1 = 1
e . Kad ovo ubacimo

u Tejlorovu formulu dobijamo Tejlorov polinom T4(x) = 1
e

[
1 + (x + 1) + 1

2 (x + 1)2 + 1
6 (x + 1)3 + 1

24 (x + 1)4
]
.

10. Polinom P (x) = x4 − x3 + x2 − 1 razviti po potencijama od (x− 2).

Rexeǌe 1. Razvimo P (x) u Tejlorov polinom u okolini taqke 2. P (x) = x4− x3 + x2− 1, P ′(x) = 4x3− 3x2 + 2x,
P ′′(x) = 12x2 − 6x + 2, P ′′′(x) = 24x − 6, P iv(x) = 24. P (2) = 11, P ′(2) = 24, P ′′(2) = 38, P ′′′(2) = 42, P iv(2) = 24.
Kako su polinom i ǌegov Tejlorov polinom istog stepena jednaki dobijamo tra�eno predstavǉaǌe polinoma
P (x) po potencijama (stepenima) od x− 2: P (x) = T4(x) = 11 + 24(x− 2) + 19(x− 2)2 + 7(x− 2)3 + (x− 2)4.

Rexeǌe 2. Vixestruko �emo deliti polinom P (x) sa x−2 Hornerovom xemom. Obratite pa�ǌu da koefici-
jenti polinoma P (x) = x4−x3 +x2− 1 u prvom redu Hornerove xeme nisu 1 −1 1 −1 jer bi to odgovaralo
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polinomu tre�eg stepena x3 − x2 + x − 1, nego su 1 −1 1 0 −1 , jer polinom P (x) mo�emo zapisati kao
P (x) = x4 − x3 + x2 + 0 · x− 1. Stoga imamo:

1 −1 1 0 −1
2 1 1 3 6 11
2 1 3 9 24
2 1 5 19
2 1 7
2 1

Time smo dobili da je P (x) = 11 + 24(x− 2) + 19(x− 2)2 + 7(x− 2)3 + (x− 2)4.
Koeficijente razvoja 11,24,19,7,1 dobijamo kada qitamo redom ostatke u vixestrukoj Hornerovoj xemi.

11. Polinom P (x) = x4 − 3x2 − x + 1 razviti po stepenima od (x− 3).

Rezultat. P (x) = T4(x) = 53 + 89(x− 3) + 51(x− 3)2 + 12(x− 3)3 + (x− 3)4.

12. 13.23. Odrediti Tejlorov polinom tre�eg stepena kojim se funkcija f(x) = x2 ln x aproksimira u
okolini taqke x0 = 1 i proceniti grexku aproksimacije za |x− 1| < 1

4 .

Rexeǌe. f(x) = x2 · ln x, f ′(x) = 2x ln x + x = x(2 ln x + 1), f ′′(x) = 2 lnx + 1 + x · 2
x = 2 ln x + 3, f ′′′(x) = 2

x .

f(1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 3, f ′′′(1) = 2.
T3(x) = 0 + 1

1! (x− 1)− 3
2! (x− 1)2 + 2

3! (x− 1)3 = (x− 1) + 3
2 (x− 1)2 + 1

3 (x− 1)3.
Potrebno je jox da procenimo grexku. Kako je f iv(x) = − 2

x2 dobijamo da je grexka u Lagran�ovom obliku

R3(x) =
− 2

θ2 · (x− 1)4

4!
=
−(x− 1)4

12θ2
. Kako je θ broj izme�u 1 i x, a za x va�i |x− 1| < 1

4 , tj.
3
4 < x < 5

4 dobijamo

da je i 3
4 < θ < 5

4 . Stoga je min θ = 3
4 ⇒ max 1

θ2 = 16
9 . Maksimalna vrednost za |x − 1| je 1

4 , pa imamo da je

|R3(x)| < (1
4 )4

12 · ( 3
4 )2

=
1

1728
< 0.0006.

13. Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena funkcije y(x) = 5
√

1− x. Slu�e�i se tim razvojem na�i
pribli�nu vrednost za 5

√
0.99 .

Rexeǌe. y(x) = (1 − x)1/5, y′(x) = −1
5 (1 − x)−4/5, y′′(x) = −4

25 (1 − x)−9/5. y(0) = 1, y′(0) = −1
5 , y′′(x) = −4

25 .
Maklorenov polinom je T2(x) = 1 − 1

5x − 2
25x2, pa je aproksimacija funkcije y(x) = 5

√
1− x Maklorenovim

polinomom 2. stepena y(x) ≈ 1− 1
5x− 2

25x2.

Napomena. Do ove aproksimacije mo�emo do�i i korix�eǌem poznatih Maklorenovih razvoja (jer kada x → 0
onda i −x → 0): y(x) = 5

√
1− x = [1 + (−x)]1/5 = 1 +

(
1/5
1

)
(−x) +

(
1/5
2

)
(−x)2 + o(x2) ≈ 1 +

(
1/5
1

)
(−x) +

(
1/5
2

)
(−x)2 =

1 + 1/5
1 (−x) + (1/5)·(−4/5)

1·2 (−x)2 = 1− 1
5x− 2

25x2.

Daǉe imamo 5
√

0.99 = 5
√

1− 0.01 = y(0.01) ≈ T2(0.01) = 0.997992.

Ako izraqunamo digitronom dobijamo 5
√

0.99 = 0.99799195166142580048144873284 . . . , tako da vidimo da je grex-
ka R2(0.01) < 5 · 10−8, xto je sasvim zadovoǉavaju�e. Ve�u preciznost bi dobili da smo aproksimirali
Maklorenovim polinomom ve�eg stepena.

14. Odrediti kosu asimptotu funkcije f(x) = xe1/x.

Rexeǌe. f(x) = x·e1/x = x·
(
1 + 1/x

1! + o( 1
x2 )

)
= x+1+o( 1

x ) (koristimo poznat Maklorenov razvoj et = 1+ t
1! +o(t2)

jer kad x → ±∞ onda t = 1
x → 0), pa je prava y = x + 1 je obostrana kosa asimptota.

15. Odrediti kosu asimptotu funkcije f(x) =
√

x2 + x.

Rexeǌe. Kako je f(x) =
√

x2 + x = |x| ·
√

1 + 1
x , dobijamo da kada x → +∞ va�i f(x) = x ·

√
1 + 1

x = x ·(
1 + 1

2x + o( 1
x )

)
= x+ 1

2 + o(1) (koristimo poznat Maklorenov razvoj za koren jer kad x → +∞ onda t = 1
x → 0), pa

dobijamo da je prava y = x+ 1
2 desna kosa asimptota. Kada x → +∞ va�i f(x) = −x·

√
1 + 1

x = −x·(1 + 1
2x + o( 1

x )
)

=

−x− 1
2 + o(1), pa dobijamo da je prava y = −x− 1

2 leva kosa asimptota.
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16. 13.46. Izraqunati lim
x→0

cos x− e−x2/2

x4
.

Rexeǌe. Iskoristi�emo poznate Maklorenove razvoje: cos x = 1 − 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4) i et = 1 + t + 1
2 t2 + o(t2)

(za t = − 1
2x2) ⇒ e−x2/2 = 1− 1

2x2 + 1
8x4 + o(x4). Kada ovo uvrstimo u dati limes dobijamo:

lim
x→0

cos x− e−x2/2

x4
= lim

x→0

1− 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4)− (
1− 1

2x2 + 1
8x4 + o(x4)

)

x4
= lim

x→0

− 2
24x4 + o(x4)

x4
= lim

x→0

−1
12

+o(1) = − 1
12

.

17. 13.50. Izraqunati lim
x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 + 1

x

)]
.

Rexeǌe. Kada x → +∞ onda 1
x → 0 pa imamo da je lim

x→+∞
[
x− x2 ln

(
1 + 1

x

)]
= lim

x→+∞
[
x− x2 · ( 1

x + 1
2 · 1

x2 + o( 1
x2 )

)]
=

lim
x→+∞

x− x− 1
2 + o(1) = lim

x→+∞
− 1

2 + o(1) = − 1
2 .

18. 13.44. Izraqunati lim
x→0

1− (cos x)sin x

x3
.

Rexeǌe. Primetimo da je (cos x)sin x =
(
eln(cos x)

)sin x
= eln(cos x)·sin x. Sada �emo koristiti poznate Maklorenove

razvoje: cos x = 1− 1
2x2 + o(x3), sin x = x + o(x2) i ln(1 + t) = t + o(t) i et = 1 + t + o(t). Na osnovu toga imamo da

je ln(cos x) = ln
(
1− 1

2x2 + o(x3)
)

= − 1
2x2 + o(x3), pa je ln(cos x) · sin x =

(− 1
2x2 + o(x3)

) · (x + o(x2)
)

= − 1
2x3 + o(x4).

Daǉe imamo da je eln(cos x) = e−
1
2 x3+o(x4) = 1− 1

2x3 + o(x4). Stoga je tra�eni limes:

lim
x→0

1− (cos x)sin x

x3
= lim

x→0

1− (
1− 1

2x3 + o(x4)
)

x3
= lim

x→0

1
2x3 + o(x4)

x3
= lim

x→0

1
2 + o(x) = 1

2 .

19. ispit 3. oktobar 2007. Data je funkcija f(x) =





e2x − sin 2x− 1− 2x2

x3
, x 6= 0

3
8
, x = 0

.

a) Napisati Maklorenove polinome tre�eg stepena za funkcije e2x i sin 2x.
b) Izraqunati lim

x→0
f(x).

v) Da li je funkcija f(x) neprekidna u taqki x = 0?

Rexeǌe. a) Odredimo Maklorenov polinom tre�eg stepena funkcije g(x) = e2x.

g(x) = e2x, g(0) = 1; g′(x) = 2e2x, g′(0) = 2; g′′(x) = 4e2x, g′′(0) = 4; g′′′(x) = 8e2x, g′′′(0) = 8.
Maklorenov polinom je M3(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4

3x3, tj. g(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3).

Odredimo Maklorenov polinom tre�eg stepena funkcije h(x) = sin 2x.

h(x) = sin 2x, h(0) = 0; h′(x) = 2 cos 2x, h′(0) = 2; h′′(x) = −4 sin 2x, h′′(0) = 0; h′′′(x) = −8 cos 2x, h′′′(0) = −8.
Maklorenov polinom je M3(x) = 2x− 4

3x3, tj. h(x) = 2x− 4
3x3 + o(x3).

Napomena. Do ovih aproksimacija mo�emo do�i i korix�eǌem Maklorenovih razvoja eksponencijalne
funkcije i sinusne funkcije:

et = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+

t3

3!
+ o(t3) i sin t =

t

1!
− t3

3!
+ o(t3),

stavǉaju�i t = 2x, odmah dobijamo

e2x = 1 + 2x + 2x2 +
4
3
x3 + o(x3) i sin 2x = 2x− 4

3
x3 + o(x3).

b) Kako za x 6= 0 imamo da je

f(x) =
e2x − sin 2x− 1− 2x2

x3
=

(
1 + 2x + 2x2 + 4

3x3 + o(x3)
)− (

2x− 4
3x3 + o(x3)

)− 1− 2x2

x3
=

8
3

+ o(1),

to je lim
x→0

f(x) =
8
3
.

v) Kako je
3
8

= f(0) 6= lim
x→0

f(x) =
8
3
to funkcija f(x) ima prekid u taqki x = 0.
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