
III dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

3. Matrice

Ovde je dat kratak pregled III dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku mater-
iju koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”3. Matrice” i delom iz ”4. Sistemi linearnih jednaqina”, kao i onim iz poglavǉa ”7.
Prvi kolokvijum” koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ovih oblasti.

1. 3.20 (3). Ako su A, B, X i B − I regularne matrice, odrediti matricu X iz matriqne jednaqine
AX−1B −B = AX−1.

Rexeǌe. Prvo �emo prebaciti izraze koji imaju nepoznatu matricu X na jednu stranu, a sve ostale na
drugu. Tada dobijamo

AX−1B −AX−1 = B, tj. AX−1(B − I) = B.

AX−1(B − I) = B / A−1

−→
·

X−1(B − I) = A−1B / X
−→
·

(B − I) = XA−1B / ·B−1

←−

(B − I)B−1 = XA−1 / ·A
←−

(B − I)B−1A = X,

tj. dobili smo da je X = (B − I)B−1A.

Napomena. Ovaj zadatak smo mogli da reximo i tako xto bi dobili da je X−1 = A−1B(B − I)−1 i onda
korix�eǌem formule za inverznu matricu proizvoda kvadratnih matrica M i N , (M ·N)−1 = N−1 ·M−1, bi
doxli do istog rezultata.

2. 7.sr-pr1.1 (str. 61). Neka je

A =








a 0 b
0 c 0
b 0 a


 : a, b, c ∈ Q, c 6= 0, |a| 6= |b|



 ,

a · je operacija mno�eǌa matrica. Ispitati da li je (A, ·) Abelova grupa.

Uputstva. Oznaqiti sa A(a, b, c) =




a 0 b
0 c 0
b 0 a


.

Zatvorenost sledi iz qiǌenice A(a, b, c) ·A(m,n, p) = A(am + bn, an + bm, cp) ∈ A.
Kako je mno�eǌe matrica asocijativno u skupu svih matrica M oblika 3×3 to je ono asocijativno i u skupu
A ⊂M.
Neutralni element je jediniqna matrica I = A(1, 0, 1) ∈ A.
Inverzni element je inverzna matrica A−1 matrice A = A(a, b, c) — to je A−1 = A( a

a2−b2 , −b
a2−b2 , 1

c ) ∈ A.
Zbog komutativnosti mno�eǌa racionalnih brojeva va�i

A(a, b, c) ·A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp) = A(ma + nb,mb + na, pc) = A(m,n, p) ·A(a, b, c),

pa je operacija · komutativna u A.
Ova struktura jeste Abelova grupa.
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3. 3.22. Odrediti rang matrice

A =




2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5


 .

Rexeǌe 1. Ova matrica ima 5 submatrica reda 4 (ǌih dobijamo kad redom izbacimo prvu kolonu, drugu
kolonu, tre�u kolonu, qetvrtu kolonu i na kraju petu):




−4 3 1 0
−2 1 −4 2
1 −1 3 1
−7 4 −4 5







2 3 1 0
1 1 −4 2
0 −1 3 1
4 4 −4 5







2 −4 1 0
1 −2 −4 2
0 1 3 1
4 −7 −4 5







2 −4 3 0
1 −2 1 2
0 1 −1 1
4 −7 4 5







2 −4 3 1
1 −2 1 −4
0 1 −1 3
4 −7 4 −4


 .

Determinante svih ovih matrica su jednake 0 (proverite!). Dobili smo da su sve submatrice reda 4 singu-
larne, te rang matrice A nije 4, tj. r(A) 6= 4.

Uoqimo sada neku submatricu reda 3, npr. onu koja se dobija od polazne matrice kada se izbace qetvrta
vrsta i qetvrta i peta kolona. ǋena determinanta je

2 −4 3 2 −4
1 −2 1 1 −2
0 1 −1 0 1

= 4 + 0 + 3− 0− 2− 4 = 1 6= 0,

pa je ova submatrica regularna. Znaqi naxli smo regularnu submatricu reda 3, a sve submatrice ve�eg
reda su singularne, te je rang matrice A, r(A) = 3.

Rexeǌe 2.

A =




2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5




<

<⊃ ∼




1 −2 1 −4 2
2 −4 3 1 0
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5




II− 2 · I

IV − 4 · I
∼




1 −2 1 −4 2
0 0 1 9 −4
0 1 −1 3 1
0 1 0 12 −3




<

<⊃ ∼




1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 1 0 12 −3




IV − II

∼




1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 1 9 −4




IV − III

∼




1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
0 0 1 9 −4
0 0 0 0 0




Kako sve matrice u ovom nizu imaju isti rang (xto oznaqavamo sa ∼) to je i r(A) = 3.

4. 3.25 (1). Odrediti rang matrice

A =




2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1




u zavisnosti od realnog parametra a.

Rexeǌe. U ovom rexeǌu �emo kombinovati metode iz dva rexeǌa prethodnog zadatka.
Prvo �emo odrediti determinantu ove matrice:

|A| =
∣∣∣∣∣∣

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

∣∣∣∣∣∣
= a2 + 7a− 8 = (a− 1)(a + 8).

Kada je a 6= 1,−8 imamo da je |A| 6= 0, pa je matrica A regularna i kako je ona 3× 3 u ovom sluqaju je r(A) = 3.
Za a = 1 ili a = −8 matrica A je singularna (|A| = 0), pa je r(A) 6= 3, taqnije r(A) < 3. Uoqimo submatricu
koja se dobije kada izbacimo III vrstu i III kolonu matrice A — ona je regularna jer je:

∣∣∣∣
2 1
1 3

∣∣∣∣ = 6− 1 = 5 6= 0,

pa kako je ona oblika 2× 2 dobijamo da je u ova 2 sluqaja r(A) = 2.
Konaqan zakǉuqak je da je

r(a) =

{
3 za a 6= 1,−8
2 za a = 1 ili a = −8.
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Napomena. Sluqajeve a = 1 i a = −8 smo mogli i da dobijemo na drugi naqin.

Kada je a = 1 matrica A je singularna (|A| = 0), pa je r(A) 6= 3, taqnije r(A) < 3. U polaznoj matrici A
zamenimo svako a sa 1 i dobijamo

A =




2 1 −1
1 3 −1
3 −1 −1




<

<⊃ ∼



1 3 −1
2 1 −1
3 −1 −1


 II− 2 · I

III− 3 · I
∼




1 3 −1
0 −5 1
0 −10 2




III− 2 · II
∼




1 3 −1
0 −5 1
0 0 0


 ,

pa je za a = 1 rang matrice A jednak r(A) = 2.
Kada je a = −8 matrica A je singularna. U polaznoj matrici A zamenimo svako a sa −8 i dobijamo

A =




2 1 8
1 3 −1
3 8 −1




<

<⊃ ∼



1 3 −1
2 1 8
3 8 −1


 II− 2 · I

III− 3 · I
∼




1 3 −1
0 −5 10
0 −1 2


 <

<⊃ ∼



1 3 −1
0 −1 2
0 −5 10




III− 5 · II
∼




1 3 −1
0 −1 2
0 0 0


 ,

pa je i za a = −8 rang matrice A jednak r(A) = 2.

5. 7.sr-pr6.2 (1) (str. 64). Odrediti rang matrice

A =




1 a 2 1
1 2a− 1 3 1
1 3a− 2 b + 1 b− 2




u zavisnosti od realnih parametara a i b.

Uputstva.

A =




1 a 2 1
1 2a− 1 3 1
1 3a− 2 b + 1 b− 2


 II− I

III− I
∼




1 a 2 1
0 a− 1 1 0
0 2a− 2 b− 1 b− 3




III− II
∼




1 a 2 1
0 a− 1 1 0
0 0 b− 3 b− 3


.

Xta mo�e da nam ”pokvari” ove stepenice? Pa ako je neki element na poqetku ”stepenika” jednak 0, tj. ako
je (za 2. stepenik) a− 1 = 0 ili ako je (za 3. stepenik) b− 3 = 0.

Dakle ako je a 6= 1 i b 6= 3 onda je rang r(A) = 3.
Za b = 3 dobijamo da je rang r(A) = 2 (proveriti!).
Za a = 1 i b 6= 3 dobijamo da je rang r(A) = 3 (proveriti!).

4. Sistemi linearnih jednaqina

6. Rexiti sistem linearnih jednaqina

x + y − z = −4
2x + y = 0
x − y + z = 6

a) matriqnom metodom;

b) Gausovim sistemom eliminacije;

v) Kramerovim pravilom;

g) primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.

Rexeǌe. a) Matrica ovog sistema je A =




1 1 −1
2 1 0
1 −1 1


 (to je bila matrica A za koju smo odre�ivali A−1

na II dvoqasu). Oznaqimo matricu nepoznatih X =




x
y
z


 i matricu slobodnih qlanova B =



−4
0
6


.

Uoqimo jednakost A ·X = B. Ona je jednaka



x + y − z
2x + y
x− y + z


 =



−4
0
6




xto je ekvivalentno sa naxim sistemom. Znaqi ako reximo matriqnu jednaqinu A · X = B rexili smo i
sistem.
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ǋeno rexeǌe je X = A−1 · B =
1
2




1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1


 ·



−4
0
6


 =




1
−2
3


. Kako je X =




x
y
z


 =




1
−2
3


 dobijamo da je

rexeǌe sistema x = 1, y = −2, z = 3.
b) Gausovim sistemom eliminacije prvo eliminixemo promenǉive x iz II i III jednaqine, a zatim y iz III:

x + y − z = −4
2x + y = 0 II− 2 · I
x − y + z = 6 III− I

x + y − z = −4
− y + 2z = 8
− 2y + 2z = 10 III− 2 · II

x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

Promenǉive na poqetku svake od jednaqina se nalaze vezane promenǉive, a sve ostale su slobodne (slobodnim
promenǉivim dodeǉujemo vrednosti parametara). Znaqi ovde su sve promenǉive x, y, z vezane. Iz posledǌe

jednaqine dobijamo z =
−6
−2

= 3. Kada to uvrstimo u II jednaqinu dobijamo −y + 2 · 3 = 8 ⇒ y = −2. Kada

dobijene vrednosti za y i z ubacimo u I jednaqinu dobijamo x + (−2)− 3 = −4 ⇒ x = 1.
v) Determinanta sistema ∆ i ostale determinante koje se javǉaju u Kramerovim formulama (∆x, ∆y,∆z) su
jednake:

∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 2, ∆x =

∣∣∣∣∣∣

−4 1 −1
0 1 0
6 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 2, ∆y =

∣∣∣∣∣∣

1 −4 −1
2 0 0
1 6 1

∣∣∣∣∣∣
= −4, ∆z =

∣∣∣∣∣∣

1 1 −4
2 1 0
1 −1 6

∣∣∣∣∣∣
= 6.

Kako je ∆ = 2 6= 0 sistem ima jedinstveno rexeǌe i ono je dato sa x =
∆x

∆
= 1, y =

∆y

∆
= −2 i z =

∆z

∆
= 3.

g) Rexavaǌe preko Kroneker-Kapelijeve teoreme je u stvari qist Gausov sistem eliminacije, samo koristimo
matriqni zapis.


1 1 −1 −4
2 1 0 0
1 −1 1 6


 II− 2 · I

III− I
∼




1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 −2 2 10




III− 2 · II
∼




1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6




III : (−2)
Ovde imamo da je rang matrice sistema jednak rangu proxirene matrice sistema, r(A) = r(B) = 3, pa sistem
ima rexeǌa, a kako je to jednako broju promenǉivih (imamo 3 promenǉive: x, y, z) to rexeǌe je jedinstveno.
ǋega dobijamo daǉim transformacijama proxirene matrice sistema:


1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 1 3




I + III
II− 2 · III ∼




1 1 0 −1
0 −1 0 2
0 0 1 3




I + II
(−1) · II ∼




1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 3


.

Ova posledǌa matrica je ekvivalentna sa sistemom x = 1, y = −2 i z = 3, xto je i rexeǌe polaznog sistema.
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