
II dvoqas ve�bi — Vladimir Balti�

2. Determinante

Ovde je dat kratak pregled II dvoqasa ve�bi. Potrebno je da obnovite odgovaraju�u teorijsku materiju
koja je obra�ena na predavaǌima i u u
beniku.

Kako se najve�im delom na ve�bama rade zadaci iz zbirke, nakon broja zadatka plavom bojom je oznaqen
broj zadatka u zbirci ”MATEMATIKA 1” profesora R. Lazovi�a, D. �ori�a i �. Jovanova u formi
p.z, gde je p broj poglavǉa, a z broj zadatka u tom poglavǉu. Ovi zadaci sa preostalima iz zbirke
(iz poglavǉa ”2. Determinante” i delom iz ”3. Matrice”, kao i onim iz poglavǉa ”7. Prvi kolokvi-
jum” koji su vezani za ovu materiju) qine celinu dovoǉnu za pripremu ovih oblasti.

0. Ispisati po definiciji determinantu tre�eg reda.

Uputstva. Neka je A3 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


. U skupu S3 imamo 6 permutacija:

ε =
(

1 2 3
1 2 3

)
, sgn ε = +1; c1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= (1 2 3), sgn c1 = +1; c2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= (1 3 2), sgn c2 = +1;

τ12 =
(

1 2 3
2 1 3

)
, sgn τ12 = −1; τ13 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, sgn τ13 = −1; τ23 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, sgn τ23 = −1.

(objasniti zaxto je ovakav znak svake od ovih 6 permutacija!). Konaqno dobijamo da je determinanta:

|A3| =
∑

σ∈S2
(sgn σ)a1 σ(1) ·a2 σ(2) ·a3 σ(3) = (sgn ε)a1 ε(1) ·a2 ε(2) ·a3 ε(3) +(sgn c1)a1 c1(1) ·a2 c1(2) ·a3 c1(3) +(sgn c2)a1 c2(1) ·

a2 c2(2)·a3 c2(3)+(sgn τ13)a1 τ13(1)·a2 τ13(2)·a3 τ13(3)+(sgn τ23)a1 τ23(1)·a2 τ23(2)·a3 τ23(3)+(sgn τ12)a1 τ12(1)·a2 τ12(2)·a3 τ12(3),
odnosno |A3| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

1. Izraqunati determinantu

∣∣∣∣∣∣

1 1 a
1 1 a2

a2 a 1

∣∣∣∣∣∣
, pri qemu je a3 = 1 i a 6= 1.

Rexeǌe 1. Primenom Sarusovog pravila dobijamo da je D = 1 ·1 ·1+1 ·a2 ·a2 +a ·1 ·a−a ·1 ·a2−1 ·a2 ·a−1 ·1 ·1 =
1 + a4 + a2− a3− a3− 1 = a4− 2a3 + a2 = a3 · a− 2 + a2 = 1 + a + a2 − 3 = (1 + a + a2) · 1−a

1−a − 3 = 1−a3

1−a − 3 = 0− 3 = −3.

Rexeǌe 2. Koristi�emo osobine determinanti. Ako od druge vrste oduzmemo prvu dobijamo matricu koja
ima istu determinantu. Zatim tu izvrximo Laplasov razvoj po elementima druge vrste (jer ona ima najvixe
elementa jednakih 0):

D =

∣∣∣∣∣∣

1 1 a
0 0 a2 − a
a2 a 1

∣∣∣∣∣∣
= −0 ·

∣∣∣∣
1 a
a 1

∣∣∣∣+0 ·
∣∣∣∣
1 a
a2 1

∣∣∣∣−(a2−a) ·
∣∣∣∣
1 1
a2 a

∣∣∣∣ = −(a2−a) ·(a−a2) = (a2−a)2 = a4−2a3+a2 = . . . = −3.

2. 2.6 (1). Koriste�i Laplasovu teoremu izraqunati

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
4 −1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexeǌe. Najpogodnije je da vrximo Laplasov razvoj po II koloni (jer ona ima 2 elementa 0):

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
4 −1 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 ·

∣∣∣∣∣∣

4 2 4
1 1 1
4 0 5

∣∣∣∣∣∣
+ 0− 0 + (−1) ·

∣∣∣∣∣∣

3 2 3
4 2 4
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= −(20 + 8 + 0− 16− 0− 10)− 0 = −2.

Determinanta

∣∣∣∣∣∣

3 2 3
4 2 4
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 jer su joj prva i tre�a kolona jednake.
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3. 2.9 (2). Koriste�i osobine determinanata izraqunati

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Rexeǌe. Prvo �emo prvu vrstu oduzeti od svih ostalih, zatim �emo prvoj koloni dodati sve ostale i na
kraju �emo od III vrste oduzeti dvostruku II i IV �emo dodati II.

D =

1 2 3 4
2 3 4 1 II−I

3 4 1 2 III−I

4 1 2 3 IV−I

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
1 1 1 −3
2 2 −2 −2
3 −1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
I+II+III+IV

=

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 2 −2 −2 III−2·II
0 −1 −1 −1 IV+II

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 0 −4 4
0 0 0 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dobili smo determinantu truogaone matrice, pa je: D = 10 · 1 · (−4) · (−4) = 160.

4. 2.10 (1). Izraqunati D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d
−a b c d
−a −b c d
−a −b −c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Uputstva. Koriste�i osobine determinanti dobiti determinantu truogaone matrice.

Rezultat je D = 8abcd.

3. Matrice

5. Izraqunati AB + 2C ako je A =




3 0 2 0
0 1 2 1
2 3 0 0


, B =




1 −2 2
2 −1 1
−1 1 2
2 2 −1


 i C =



−2 0 −3
0 6 −3
5 −2 8


.

Rezultati. AB =




1 −4 10
2 3 4
8 −7 7


 i AB + 2C =



−3 −4 16
2 15 −2
18 −11 23


.

6. Odrediti inverznu matricu matrice A =




1 1 −1
2 1 0
1 −1 1


.

Rexeǌe 1. Prvo �emo izraqunati determinantu date matrice:

|A| =
∣∣∣∣∣∣

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 + 0 + 2− (−1)− 0− 2 = 2.

Kako je |A| = 2 6= 0 to za matricu A postoji inverzna matrica A−1.

Odredimo adjungovanu matricu adj A i inverznu matricu A−1. Kofaktori su

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣
1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1 A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣
2 0
1 1

∣∣∣∣ = −2 A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣
2 1
1 −1

∣∣∣∣ = −3

A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣
1 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 0 A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣
1 −1
1 1

∣∣∣∣ = 2 A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣
1 1
1 −1

∣∣∣∣ = 2

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣
1 −1
1 0

∣∣∣∣ = 1 A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣
1 −1
2 0

∣∣∣∣ = −2 A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣
1 1
2 1

∣∣∣∣ = −1.

ǋih mo�emo iskoristiti i za odre�ivaǌe det(A) (Laplasov razvoj po tre�oj koloni je najjednostavniji jer
imamo jedan qlan 0): det(A) = a13A13 + a23A23 + a33A33 = (−1) · (−3) + 0 · 2 + 1 · (−1) = 2. Stoga je

adjA =




1 −2 −3
0 2 2
1 −2 −1




T

=




1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1


 .
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Konaqno dobijamo da je inverzna matrica A−1 =
adjA
det(A)

=
1
2




1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1


 =




1
2 0 1

2
−1 1 −1
− 3

2 1 − 1
2


.

Rexeǌe 2. Inverzna matrica A−1 je istog reda kao i A. Stavimo da je inverzna matrica A−1 =




x a m
y b n
z c p


,

gde su x, y, z, a, b, c, m, n, p nepoznati brojevi koje treba odrediti. Treba da va�i A ·A−1 = I, odnosno



1 1 −1
2 1 0
1 −1 1


 ·




x a m
y b n
z c p


 =




1 · x + 1 · y − 1 · z 1 · a + 1 · b− 1 · c 1 ·m + 1 · n− 1 · p
2 · x + 1 · y + 0 · z 2 · a + 1 · b + 0 · c 2 ·m + 1 · n + 0 · p
1 · x− 1 · y + 1 · z 1 · a− 1 · b + 1 · c 1 ·m− 1 · n + 1 · p


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Iz matriqne jednakosti




x + y − z a + b− c m + n− p
2x + y 2a + b 2m + n

x− y + z a− b + c m− n + p


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 dobijamo 3 sistema sa po 3 nepoznate:

x + y − z = 1 a + b − c = 0 m + n − p = 0
2x + y = 0 2a + b = 1 2m + n = 0
x − y + z = 0 a − b + c = 0 m − n + p = 1 .

Rexavaǌem ovih sistema dobijamo:

x =
1
2
, y = −1, z = −3

2
, a = 0, b = 1, c = 1, m =

1
2
, n = −1, p = −1

2
,

pa je tra�ena inverzna matrica A−1 =




1
2 0 1

2
−1 1 −1
− 3

2 1 − 1
2


.

Napomena. Primetimo da su sva 3 sistema istog oblika (razlikuju im se samo kolone slobodnih qlanova).
Ovakav pristup, zajedno sa rexavaǌem sistema preko Kramerovih formula (koje �e biti ra�eno kasnije) daje
nam dokaz slede�eg tvr�eǌa:

Teorema 1. Matrica A ima inverznu matricu ako i samo ako je det(A) 6= 0. U sluqaju kada postoji

inverzna matrica je data formulom A−1 =
1

det(A)
· adj A.

Rexeǌe 3. Elementarnim transformacijama vrsta �emo izvrxiti prelaz od matrice A i jediniqne matrice
do jediniqne matrice i inverzne matrice:

A | I Ã I | A−1.

Sa strane su naznaqene elementarne transformacije koje vrximo na vrste (i sa leve i sa desne strane crte).

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0 II−2·I
0 0 1 III−I

Ã
1 1 −1
0 −1 2
0 −2 2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−2 1 0 / · (−1)
−1 0 1

Ã
1 1 −1
0 1 −2
0 −2 2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
2 −1 0
−1 0 1 III+2·I

Ã

1 1 −1
0 1 −2
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
2 −1 0 II−III

3 −2 1 / : (−2)
Ã

1 1 −1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0 I−II+III

−1 1 −1
− 3

2 1 − 1
2

Ã
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
2 0 1

2
−1 1 −1
− 3

2 1 − 1
2 .

Tako smo dobili inverznu matricu: A−1 =




1
2 0 1

2
−1 1 −1
− 3

2 1 − 1
2


.

Napomena. Kada odredimo inverznu matricu po�eǉno je da proverimo da nismo napravili neku grexku u
raqunu. Proveru vrximo tako xto izvrximo matriqno mno�eǌe matrice i ǌene inverzne matrice i treba
da dobijemo jediniqnu matricu, tj. A ·A−1 = I.

7. Rexiti matriqnu jednaqinu

∥∥∥∥∥∥

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

∥∥∥∥∥∥
·X =

∥∥∥∥∥∥

1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

∥∥∥∥∥∥
.

Rexeǌe. Ovu matriqnu jednaqinu mo�emo napisati u obliku A ·X = B. Ako obe strane pomno�imo sa A−1

sa LEVE STRANE dobijamo A−1 ·A ·X = A−1 ·B, tj. I ·X = A−1 ·B, tj. X = A−1 ·B.

Iskoristimo rezultat prethodnog zadatka i nakon mno�eǌa matrica dobijamo X =

∥∥∥∥∥∥

1 − 3
2 4

2 6 −6
2 11

2 −5

∥∥∥∥∥∥
.
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