V mBouac Be:xkO6u — Buamumvup Banruh
3. BekTopu

Osoe je dam kpamax npezned V deowaca sexncou. Ilompebro je da obrosume odzosapajyhy meopujcky mamepujy
xoja je obpabena na npedasanuma u Y yubeHuKy.

Kaxo ce wajsehium denom ma esexmcbama pade 3a0auu uz 30upke, HakoH O6poja 3adamxa naagom O60jom je 03-
HaueH 6poj zadamxa y soupuu "Memooduuka sbupka pewenur sadamara uz Mamemamuxe 1”7 aymopa Baadumupa
Baamuha v Oausepe Muzuh y gopmu x.2., 20e je x bpoj enase, a z bpoj z3adamxa y moj zaceu. Osu 3adayu ca
OHUM €A NUCMENUT U KOAOKBUJYMA 00 NPEMTOOHUT 200UHA YUNHE UEAUHY 0080LHY 3G NPUNPEMY 08€ 00AGCTIU.

1. 3.3. Heka je R® = {(a1,a2,a3) | a1,a2,a3 € R} u mera cy + u - omepamuje y R® nepurucane jemmaxoctmma
(a1,az2,a3) + (b1,b2,b3) = (a1 + b1, a2 + b2,a3 +b3) m A (a1,az2,a3) = (M- a1, A-az, A -a3), roe je A € R.
a) Joxkazatu na je (R? +,-) BekTOpCKU mpocTop Ham moseMm R.
6) llokazatu na Bextopu €1 = (2,1,-3), & = (3,2, -5), €3 = (1,—1,1) unme 6a3y y R® u uspasutu sexrop ¥ = (6,2, —7)
nomohy BekTOopa Te Ha3ze.
Pewemwe. a) Ila 6u (R® R, +,-) 6uo BekTopcku mpocTop morpebuo je ma (V,+) 6yme Abenosa rpyna u na Bamm:

k- (04+W)=k-U+k- 0, (k+m)- 0=k -0+m-7, k-(m-v)=(k-m)-0, 1-7=17.
Osnmaummo Bekrope ¥ = (a,b,¢) u @ = (m,n,p).
Y R? omepammja + cabupama BekTopa je 3aTBopena jep je ¥+ 1w = (a,b,c) + (m,n,p) = (a +m,b+n,c+p) € R3.
AcomujaTuBHOoCT cabupama BEKTOPa je AUPEKTHA IOCJIEANIa acOIljaTUBHOCTHU omnepanuje cabupama y R.
Heyrpamau enement je mymna-sexrop 0 = (0,0,0) € R3.
WuBepsan enemenT Bexropa ¥ = (a,b,c) je cynporan Bekrop —7 = (—a, —b, —c) € R3.
KomyTaTuBrOCT cabupama BEKTOpa jeé MMPEKTHA MOCJIEAnIa KOMYTATUBHOCTHU olepanuje cabupama y R.
Ha ocmoBy osora caemu na je (R3,+) AGemosa rpyna.
Ha ocuoBy muctpubyrtuBHocTu omepamnuja - u + y R mobujamo ma je

k-(0+@) = k-((a,b,c)+ (m,n,p)) =k-(a+m,b+n,c+p)=(kla+m),k(b+n),k(c+p))

= (ka4 km, kb+ kn, kc+ kp) = (ka, kb, kc) + (km, kn,kp) =k -0+ k - .

Ha ocuoBy muctpubyrtuBnocTtu omepamnuja - u + y R mobujamo ma je
(k+m) -7 = (k+m)-(a,bc)=((k+m)a,(k+m)b, (k+m)c) = (ka+ ma,kb+ mb, kc+ mc)
= (ka, kb, kc) + (ma,mb,mec) =k -0+ m- 7.
W3 acomujatuBHOCTH onepanuje - y R nobujamo
k-(m-%)=k-(m-(a,b,c)) =k (ma,mb,me) = (kma, kmb, kmc) = (k-m) - 0.
W xkomauyno mMmamo
1-7=1-(a,b,¢)=(1-a,1-b,1-¢) = (a,b,c) =17.
Ha ocHOBY cBera usmosenor caemu na je (R3, R, +,-) BeKTOpCcKmM mpocTop.
6) Jla 6u BexTOpU €7, €» U €3 umHMIM Gazy y R3 Tpeba ma cy JUHEapHO HE3aBUCHU W [a TeHepUIIy mpocTop R2.
Bekropu €1, €3 u €3 cy auHeapHO HE3aBUCHU aKO U CAMO AKO jeTHAUNHA
a-€1+ﬁ-€2+7-€3:6
UMa caMO TpuBMjaJsHO pememe o = 3 =+ = 0. Ta jennaunna je jenHara

CY'(Q, 17 _3)+6(37 27 _5)+7(17 _17 1) = (20(,0(7 _3a)+(3ﬁa 267 _56)—’—(77 _’777) = (2a+36+’77 Oé+2ﬁ—’}/, _304_56—’—’7) = 67

20 + 38 + v = 0
omHOCHO nobujamo (2a+38+v, a+28—v, —3a—56+v) = (0,0,0), mTo ce cBoAM Ha cUCTEM a + 28 — v = 0
“3a — 58 + 4 = O
OBO je XOMOreHM CUCTEM U KaKO My je JeTePpMUHAHTA
2 3 1
1 2 —1|=1+#0
-3 -5 1



OH ¥Ma jJeIMHCTBEHO DPENIEHEe, a TO je TPUBUjATHO pememe o = [ = v = 0, ma cy BeKTOpU €1, €o U €3 JUHEAPHO
HE3aBUCHU.

Bexropu €}, €» u €3 remepunry meo mpoctop R3, ako ce mpomssosman Bektop ¥ = (a,b,c) € R® moxke mpencrasurn
Kao JUHeapHa KOMOWHAIM]a BEKTOPa €1, €2 U €3.
Canma pemaBamo jeqHaUuHy « - €1 + (- €3 + 7y - €3 = ¥, OMHOCHO

2a+38+vy,a+28—v,-3a—58+7) = (a,b,c).

Kako u oBaj cucrem mma ucry nerepmuHanty cucremMa A = 1 # 0 nobujamMo na M OH MMa jeAMHCTBEHO DPEIICHE
(ompenutu pemerme oBor cucremal).

Tume cmo mokazamu na je B = {€), €z, €3} 6a3a BekTOpckor mpoctopa R3.

Ocraje jom ma mspasumo Berrop Z = (6,2, —7) npeko Bexropa u3 6a3ze B. Cama pemaBaMo BEKTODPCKY jeIHAUNHY

20 + 38 + v = 6
2a+38+~v,a+28—v,-3a—58+7) =(6,2,—7) KOja je eKBUBAJECHTHA C& CUCTEMOM a + 28 — 4 = 2
—3a — 58 + v = -T.
2 3 1
OsBaj cucrem mma merepmubanty A = | 1 2 —1] =1 # 0, mTo ca ocTajuM nerepMuHaHTaMa 13 Kpameposux
-3 -5 1
dopmyIa
6 3 1 2 6 1 2 3 6
Ay=1]2 2 —1|=1, Ay =11 2 1| =1, Ay=|1 2 2|=1,
-7 -5 1 -3 -7 1 -3 -5 -7
A, A A
majea=—=1, 0= CA v = =2 =1. akme TPaKCHO IPEACTABBARE je
A A A
Z=1-e1+1-éy+1-¢5,
omuocuo (6,2,—7)=1-(2,1,-3)+1-(3,2,-5)+1-(1,-1,1). |

Hanomena. Jluneapny 3aBucHocT Bektopa €1 = (2,1,—-3), &3 = (3,2, —5) u €3 = (1, —1,1) MO¥kKEMO MCIUTATA TAKO IITO

2 1 =3
ompenumo panr marpurne M = |3 2 —5| (koja Kao BpcTe mMa BEKTOpE €1, €2 U €3).
1 -1 1

U3 r(M) = 3 caenn na umaMo 3 JIUMHEAPHO HE3aBUCHA BEKTODA €1, €3 U €3, Tj. A& Cy BEKTOPU €1, €2 U €3 JIUHEAPHO
HE3aBUCHU.
2. 3.34. Axojeada=(1,2,3),b=(4,1,1) u &= (-9,3,6) noxkazaru ma Ccy BEKTOpU d, b U ¢ KOMILIAHADHU, & 3aTUM
n3pa3utu Tpehim BEKTOP IPEKO IpBa IBA.

Pewemwe.  Ila cy oBa 3 BekTOopa KoMIIaHapHa (Tj. y ucToj pasau y R?) mokazahemo Tako mTO MOKasKeMO da Cy OHH
JIMHEAPHO 3aBUCHU. Y Ty CBPXY [leMO M3pauyHaTW HeTePMUHAHTY 4Yuje Cy BpcTe (MY KOJOHE) NATU BEKTOPU:

1 2 3
i-bxd=|4 1 1/=0,
-9 3 6
a + 48 = -9
na Cy OHM JmHeapHO 3aBucHu. V3 jemmaumme (—9,3,6) = «(1,2,3) + 3(4,1,1) nobujamo cucrem 2o + [ = 3
3a + (B = 6
Koju uMa pemewme « =3 u = —3, 1j. (—=9,3,6) =3-(1,2,3) —3-(4,1,1). |



3. 3.21. Haru cy Bekropu @ = (6,1,1), ¥ = (0,3, —1) u & = (—2,3,5). Onpenuru t Tako ma BekTopu ¥ + tU u W
Oy oy OpTOTOHAJHU.

Pewewe.  Osmaunmmo Z=1u+t-0=(6,1+3t,1—1).
1w & ¥ d=0.
(6,143t,1—1¢)-(—2,3,5)=—-124+ 3+ 9) + (5—5t) =0, 1j. —44+4t =0 = oproronannu cy 3a t = 1. |

—

4. 3.13. UspauymaTtu mMepy @ yria KOju rpane BEKTOpU 4 = i + 2}— Eub=i+ 2}— 3k.
b

Pewene. W3 dopmyie @- b= |a| - |b] - cos (@, b) mobujamo na je cos <i(a,b) = a0

al - |b]
i-b=(7,2,-1)-(1,2,-3) =7-1+2-2+(=1)- (=3) = 14.

(=

al -

1

|a@|? ca=(7,2,-1)-(7,2,—1) =54 = |d| = v/54.
B2 =b-b=(1,2,-3)-(1,2,-3) =14 = |b| = VI4.

5. 3.27. HWspauynatu noBpmmHy P mapaJjesorpamMa KOHCTPYUCAHOT HAJ BEKT d L b= ;—l—j— 2k.

—

Ynymcemea. Bekropcku mpoussom @ X b je jemHax

Lok o
ixb=1|5 —4 7|=17+17+9% = (1,17,9), ma je
1 1 =2 a
P=|axb =vIZ+17%+ 92 = /371 ] Caura y3 3amarTak 5.

6. 3.32. Hahwu nospumny un nysxuny sucune BD tpoyraa ABC axko je A(—3,-2,0), B(3,-3,1) u C(5,0,2).

Pewewe 1.  Onppemumo npsBo BekTrope koju oapebyjy rpoyrao ANABC:

—

a=CA= (wA—$c,yA—yc,ZA—Zc)=(—8,—2,—2) n 5:@:(—27—37—1),

77k
H>uxoB BeKTOpCEM Tpom3Bon je @ X b= |—-8 —2 —2| = (—4,—4,20). Tpakena nospmuHa je
-2 -3 -1
1. =» 1 1
Paapc = 3ld x bl = 5\/(—4)2 +(—4)2 +202 = 5\/432 = 6v/3.

Kaxko je ca npyre crpare oBa noepmusaa Paapc = 3CA- BD u kako je |C'—/>1| =(=8)2+ (-2)2+(-2)2=/72=6V2
2P 12+/3
Tl o

i |
CA 62

nobujamo ma je myskuHa Bucuue BD =

Pewemwe 2. Tlospumuy tpoyria AABC y mpocTOpy MOKEMO U3PAUyHATH U IPEKO Gopmyse P = %\/ P2 + P2 + P32,
roe cy Pi, P u P3 cienehe merepMubanTe:

ra ya 1 -3 -2 1 ya za 1 -2 0 1 za xa 1 0 -3 1
Pi=|zg yg 1l=|3 =3 1|/=20, Po=|ysg 2 1/=|-3 1 1|=-4, Py=|zg zp 1l=]1 3 1/ =-4
rc Yo 1 5 0 1 Yyc =c 1 0 2 1 zZc IcC 1 2 5 1

P=3VP?+ P2+ P = 5432 = 6V3.
Ilame cmo BD morsu na padyyHaMO Ka0 U y IPETXOJHOM DENIenY, alyr NheMO M TO ypaauTy Apyraduje.

Habumo roopaunare tauke D koja je momHoskje Bucuue u3 temena B ma crpanuny C'A. Osmauumo ca b nmpasy koja
canp:xu crpanury CA. Ilpoussomua tauka 1 ca mpase b mara je ca

(xr,yr, 21) = (TC, Yo, 2c) +t-CA= (5 —8t, —2t,2 — 2t)

(paszor je jep cy BekTOpH® CAuCT KOJIMHEapHU, Tj. BarKU CT =1t 671)4)

Kako u tauka D npunana npasoj b o hie 6utn D(5 — 8t, —2t,2 — 2t), 3a HEKy BpPeIHOCT mapamerpa t.



To t ompebyjemo u3 ycnosa ma cy crpanuna CA u sucuna BD oproronasue, tj. CA 1 BD, na Baxku CT)4 .BD = 0.
—
BD = (2 —8t,3 —2t,2 — 2t), na je
—_— =
CA-BD=(-8,-2,—-2)-(2—8t,3—2t,2—2t) =16 — 64t + 6 — 4t + 2 — 4t = 24 — 72t = 0,
OJlaKJIC HAJA3UMO { = %, Ia je momHOkje BucuHe u3 B Tauka D(%7 —%, %)
1
3

BekTop BD = (—=2,%,1), na je Tpaxena Bucuna |B—)D| =/s+2+5=V6 ]

B
C D A B
Cauxka y3 3amatak 6. Cauxka y3 3amatak 7.

7. 3.46.  Hare cy taure A(1,—1,1), B(1,3,1), C(3,1,1), m D(1,1,3).
a) Uspauynaru 3anpemuny V mupamune ABCD.

0) Uspauynatu nyskuny sucube hp u3 temena D nupamune ABCD.

—_— — —_—
Pewewe.  a) Oapemumo upso caexnehie sekrope: AB = (0,4,0), AC = (2,2,0) u AD = (0,2,2).

Sanpevmuna nupamuae ABCD nara je ca

1, — — — l— — — 1040 | —16] 8
Vapep = =|[AB,AC, AD]| = Z|AB - (AC x AD)|==|12 2 0||=——=2.
6 6 6 6 3
0 2 2
. -y L — gk . .
6) Iospmuma tpoyria ABC je Paapc = 5/AB x AC|. Kaxko je AB x AC'=|0 4 0| = (0,0,—8) mobujamo ma je
2 2
Prapc = %|(0,0,—8)| = % -8 = 4. Kako je zanpemuna mupamune ABCD jemnaxa Vaipcp = %PAABC - hp, omarie

nobujamo ma je hp = 2. |

Hamomena. Ykoauko Ou Kao y IPETXOMHOM PEIIEHY XTI Aa OAPEAUMO MOAHOXKje ' Bucune u3 remena D Ha cTpaHy
ABC (t1j. npojeruujy tauke D ua pasan ABC), y3eau 6u na je npoussosmHa Tauka 1 pasau ABC nara ca

—_— —_—
(CUTayT,ZT) = (ZUA,yA,ZA) +t AB +p . AC = (1 + 2p7 -1 +4t+ 2]97 1)7

—_— —_— — —_— —
tj. DE = (2p,—2+ 4t + 2p, —2) na 6ucmo pemasasu cucreMm (no t u p) DE-AB =0, DE - AC = 0.
Heroso pememe je t = 3, p=0, na je nogaoxje F(1,1,1).
Konauno, hp = |D—>E| =2.

IMurame. Ira je jemnauuna pasuu ABC? (OBo nurame maso ynasu y caenehy ob6mact)



