VI u VII nBouac Be:x6u — Buaamumup Banruh
4. AHaJMTHUYKaA reoMeTpuja y IPOCTOPY

Osoe je dam xpamax npezaed VI u VII dsowaca eexmcou. lompebro je da obrosume odzosapajyhy meopujcky
Mamepujy Koja je obpahena na npedasamuma u Y YubeHUKy.

Kaxo ce najeehum denom na eexmcbama pade zadauu usz 30upke, waxonw Opoja 3ad0amka naasom 60jom je 03-
HaueH 6poj zadamxa y soupuu "Memooduuka sbupka pewenur sadamara uz Mamemamuxe 1”7 aymopa Baadumupa
Baamuha v Oausepe Muzuh y gopmu x.2., 20e je x bpoj enase, a z bpoj 3adamxa y moj zaceu. Osu 3adayu ca
OHUM €A NUCMENUT U KOAOKBUJYMG 00 NPEMIOOHUT 200UHG YUNHE UeAUHY 0080.LHY 3G NPUNPEMY 08€ 00AGCTIU.

1. cauuan ca 4.3. Hanucaru jemmauuny pasuu koja canpsku tauke A(1,1,1), B(0,—1,2) u C(2,3,—1).

Pewewe 1.  Jemmauuna menosnate paBuU je w: ax+by+cz+d = 0. Kako pasau 7 npunana rauka A, KOOpAMHATE TAUYKE
A 3anoBomasajy jennaunny pasau 7: a-1+b-14+c¢-1+d = 0. Ox Tauke B mobujamo jemnaunnay a-0+b-(—1)+c-2+d = 0.
Ox rauke C' nobujamo jemuauuny a-2+b-3+c-(—1)+d=0. Hakne, nobunu cmo caenehiu xomoren cucrem:

a —+ b + c + d = 0
— b + 2¢ + d =0

20 + 3b — ¢ + d = 0 II-2-1
a + b + c + d = 0
- b 4+ 2¢ + d = 0

b — 3¢ — d = 0 III+1II

a + b + c + d = 0
- b 4+ 2¢ + d = 0
— c = 0.

Osze cy a, b u ¢ Be3aHe mpoMeHbUBE, IOK je d carobomHa mpoMeHsprBa, ma hemo y3etu na je d =t, t € R. Bpahamewm
yHazan nobujamo ¢ =0, b=t u a = —2¢t, 1j. (a,b,¢c,d) = (—2t,¢,0,t), t € R.
Kako mama Huje moTpebHO ma oApeanMo CBa pemema (HEro CaMo jemHO), MOMKEMO y3eTH HEKY KOHKDETHY BPEIHOCT

3a mapamerap t, Hup. t = —1, na mobujamo na je (a,b,c¢,d) = (2,—1,0,—1), onakme mobujamMo ma je paBaH T Koja
canpsxu tauke A, Bu C natacan: 2e—y—1=0. |
Pewewe 2. Vckopuctumo ¢opMyny 3a jemHaduny paBHu 7m Kpo3 Tpu tauke A(ra,ya,za), B(xp,ys,zB) 1u
C(zc,yc, zc)

T —TA Yy—ya Z—ZA
T |TB —%a YB—Ya 2B —2a| =0,
Te—TA Yo — YA ZC — ZA

r—1 y—1 z—1 r—1 y—1 z-1
rme cy T, Yy U z KoopauHarte tavaka papuu. 7w: (0—1 —-1—-1 2-1|=0, Tj. m: | —1 -2 1 |=0.

2—-1 3-1 —-1-1 1 2 -2
Kana passujeMo meTepMuMHAHTY 1O 1pBOj Bpetw gobmjamo +(z—1)-(4—2)—(y—1)-(2—-1)+(2—1)- (—-2—(-2)) =0.
22 —2—(y—1) =0, 1j. paBan roja canpsxu tauke A, Bu C jen: 2z —y—1=0. [ |

—_— - —_—
Pewewe 3.  Aro cy Berkropu @ = AC = (x¢c — Ta,yc — Ya,2c — 24) = (1,2,—2) u b = BC = (2,4,—3) matu npeko
CBOJUX KOODAMHATA OHJAA je BEKTOp HOopMaJse Ha pasaH oxpebeny raukama A, B u C nat ca

R R R N A B B -
n=dxb=la; ay a,|=1|1 2 —2/=2-i—1-740-k=(2,-1,0).
by by b, 2 4 -3

Jennaurua paBHZ KOja MMa BEKTOD HOpMAae 7l = (ng, ny,n,) 1 Opoaasu kpo3 tauky A(ra,ya,za) je
Ting - (T —xa)+ny-(y—ya)+n.-(z2—24)=0.

2-(z—1)—1-(y—1)4+0-(2—1) =0. Tpaskena pasan je m: 2z —y—1=0. ]



2. 4.5. Hahu jemmauuny pasau roja canpsku taury A(2,—1,1) u Hopmansa je Ha paBHuUMa «: 3x +2y —2+4 =0
up:rx+y+z—3=0.

Pewewe 1. Pasan a: 3z + 2y — z + 4 = 0 uma BeKTOp HOpMaJe i, = (3,2,—1), nok pasan 3: z+y+2z—3 =0 nma
BekTOp HopMmaute fig = (1,1,1). Kako je TpaxeHa paBaH T HOpMaJlHa U Ha PaBaH ( U Ha paBaH (§, TO U HBEH BEKTOP
HOpMaJe i, MOpa OUTH HOpMaJjaH Ha BeKTope HopMana iy = (3,2,—1) u 7ig = (1,1,1), 1j. fix L fiq 1 i L fig. Crora
je HajmoromHUje ma y3MeMO A je Ty = Tl X fig, OOHOCHO

i j ok
fir=(3,2-1)x(111)=[3 2 —1|=(3,-4,1).
1 1 1
Hame, ucto kao y Pememy 3 nperxomsor 3anartka nobujaMo paBaH M aKO 3HAMO E-EH BEKTOD HODMAJe fiy U jeNHy
Tauky A: 3-(x—2)—4-(y—(—1)) +1-(z— 1) =0. Tpamena pasas je 7: 3z —4y+2z—11=0. ]
Pewewe 2. Karo je TpaskeHa paBaH T HOPMAaJIHA M HA DABAH ( M HA paBaH [3, TO OHA MODa OMTM HOPMAJHA W HA

nmpaBy p Koja je mpecek paBuu o u (3, tj. m L p. [IpaBa p npunana v paBau « u 3, Ia je OHA pelleHe CUCTEMA

a: 3x + 2y — z = —4
g: = + y + z = 3.

Pememe osor cucrema je (z,y,z) = (3t — 10,13 — 4¢,t), t € R, mro je mpasa p 3amara y mapamMeTapcKkoM OOJIUKY.

z+10 y—-13 =z . . "
= = — = ¢, Te je BEKTOD IpaBla Ipase p jenHak U, = (3,—4,1).

IIpebamumo je Ha KAHOHCKU OOJUK: P:

3 -4 1
Kaxo je 7 L p 10 3a BeKTOp HOpMAJe Ha paBaH T Al MOXKEMO Y3€TH BEKTOD NIPaBLA IpaBe P, Tj. . = U, = (3,—4,1).
Ilasme, ©CTO Ka0 U y IPETXOMHOM pelleny qobujamo na je m: 3z —4y+ 2z — 11 =0. |
3. ciumuan ca 4.9. Wcnuraru y3ajamMuau moJioxkaj paBHu o u (3 (aKO cy a u [ mapaJiesiHe U3PadyHATU PacTOjame

n3meby wux, d(a, ), a ako ce Ceky m3padyHATH Yyrao KOJU 3akjiamnajy, <I(o<,ﬁ)) aKo je:
a)a:z—y+1=0up:y—2+1=0;
0) a:x—2y+2z—1=0um B:2x —4y+22—1=0.

Ynymemea. a) Kako cy Berxropm mopMmana fi, = (1,—1,0) u fig = (0,1, —1) nueeapHo He3aBuUCHU (jep He BaKu
Tio = k- fl3) IMaMO na OBe 2 paBHU HUCY HapaJiesHe. YTao ¢ Koju obpasyjy HatT je ca

i gl _ =1 _
AR R

0) Y oBOM ciyuajy Cy paBHU mapadjeise jep je i, = (1,—2,1) = %ﬁﬁ = %(2, —4,2). Pacrojame usmehy pasuu o u pasau
[ jenHako je pacrojamy mpou3BosbHe Tauke A paBHu o mo pasuu 3. [IpousBomuy Tauky A pasuu a: x —2y+2—1=0
MOKEeMO HOOUTH Tako mTO (PUKCHUpamMo 2 KoopawHate, HIp. ¥y = 2z = 0, ¥ OHJA M3 jeqHAUNWHE PABHU OApenuMo Tpehy:
z = 1. Pacrojame Tauke A(1,0,0) ox paBuu (: 2z — 4y + 2z — 1 = 0 mato je oGpacuem

cosp = = p=

il
3

N =

_ |aza + bya + cza + d| _ 2:-1—4-0+2-0-—1] 1

d(A, .
(4.8) VaZ + b2 + 2 22 4 (—4)2 + 22 V24

-
slS

Konauno nmamo na je d(a, 3) = d(A,3) =

1
V24

4. 4.11. OppenuTu jeqHAUYMHY PABHU T KOja CAIPMKU Mpecek paBHU «: x +2y+32—4=0u f:3x4+2—-5=0mnu
kKoja Ha rKoopauHaTHuM ocama Oy m Oz oxcena moayITapHE OICEUKe.

Pewewe. Jennauuna paBHu (TauyHMje CHONIA pAaBHU) KOja MOPOJA3UW KPO3 MPECEeUHy OpaBy [ABejy DPaBHU
miaix+biy+ciz+di =0u mo:asx + by + coz+dy =0 je

a1x + by + c1z + di + AMagx + bay + caz + d2) = 0.
Crora je tpamxena pasan 7: x + 2y + 3z — 4+ A3z + z — 5) = 0, ogHOCHO

m: (1+3Nz+2y+ 3+ Nz + (—4—-5)) =0.

. . 445X
Oxceuar va ocu Oy mobujamo ran 3ameHuMo x = z = 0 n Hah)eMo KomKO je y: y = 5

. . 445\
Oxceuar va ocu Oz gobujamo kan 3amerHumo ¢ =y = 0 u Hahemo Konuko je 2: z = T



Kako cy oBu omnceunu jemnake mysKMHE MMaMO 2 MOTyha ciydaja:

445X\ 4+5A

1° 7 = 3+)\73a4+5)\7501/1MaMo2=3+)\:>)\=—17naje7r1: —2x+2y+2z4+1=0.
4+ 5\ 4 + 5\
2° +2 :—3—:_)\,3&4+5)\7£0HM21M02:—3—)\:>)\:—5,Hajeﬂ'22 —1dx +2y —2z+21 =0.
Yxomuko je 4+ 5\ =0= X\ = —%, na je mg: — %x—i— 2y + %z = 0, OZHOCHO KaJa CBe IOMHOKHMO ca 5 I00ujamo

m3: —T7x+ 10y + 11z = 0.

Y caoBe 3amaTKa 3a10BObABAjy 3 paBHu: 71 : —2x+2y+22+1=0, mo: —1dax+2y—22421 =0un3: —7x+10y+11z = 0.
|

Hamnomena. [IpaBa p koja ce Hamas3u y npecery paBau «: £+2y+3z2—4=0wu §: 3z+2—5 = 0 je mara y napamMmerapCckoM
obauKy ca x =t, y=—12—1—|—4t, z=5-3t, teR.

3r—y+22—-7=0

5. 4.15.  Opgpenuru upaBy ¢ koja canpsxu taury A(—1,3, —2) u napaJsesnsa je npasoj p: { T3y —2:-3-0 "

. . - o
Pewewe.  Ilapanense mpase mMajy NpONOPHMOHAJHE BEKTOPE IIPABIA, Tj. BAXU Uy = k - U,. Kama pemmmo cucrem

3r—y+22—7=0
r+3y—22-3=0

nobujaMo ma je mpaBa p y mapaMeTapCKOM OOJIMKY JaTa ca & = —%t + 1—58, Y= %t — %, z=1t,t€R, ay kKaHOHCKOM ca

omakiae mobumjaMo Oa je BEKTOp IpaBla Up = (—%, %, 1). Kako cy BexTOpH ), U Uj; IPONOPUUOHAIHN MOKEMO y3€TH
na je k =5 (ma e 6um mManu pasnoMie) u ouza je U, = (—2,4,5). Jemmauumma mpase ¢ KOja MMa BEKTOD IpasIa
x+1 y—3 =z2+2 -

Ug = (—2,4,5) u canpsxu taury A(—1,3,-2) je ¢: - 1 - &

6. Ompemutn mupaBy r kKoja canpsxum Tauky A(3,2,—5) m BekTOp mpasBma joj je HOpMAaJaH Ha MOpaBe
r—2 y+3 z-1 r+2 y+3 =z+1
: = = ugq: = = .
3 2 T 3 3

Ynymemea.  Bexkropu mpasua cy ¢, = (3,—-2,1) u ¥y = (2,3,—-3). 36or ¥, L U, u ¥, L ¥j; MokeMO y3eTH

T = T, x 7, = (3,11,13).

r—3 y—2 z+5

Kako nmpaBa r canpxku tauky A mobujamo na je 7: s =11 - 13 ]
2 -5 4 -2 5 3
7. cimmuan ca 4.27.  Ilare cy mpase p: x—li— S 1 :Z—; uq: $2 :y+2 :Z—; , (A eR).

a) OzxpemuTy BPEIHOCT PEAsHOT MapaMeTpa A TAKO 14 Ce MpaBe P U ¢ CEKY.

6) 3a BpemnocT A ompebeny y memy mom a) OAPEmUTH MepPy OWITPOT yTJya KOJU rpale MpaBe p U ¢, Kao U je THAUUHY
paBHU KOjy ompebhyjy oBe mpase.

xr — I y—yl zZ— z21 Xr — Tg y—yg zZ — Z9

Pewewe.  a) Iorpeban ycioB ma ce HeNAPAJIENHE IPABe = = u = = CEeKRy
l1 mi ny la ma n2
jecrte
T1—T2 Y1 —Y2 21— 22
b my ni | =0.
12 mo %)
(=2) =2 5—(=5) (=4)—(=3)
3a mpaBe p u ¢ mobujamo 1 —4 1 =6A+ 6 =0, onarye je A = —1.
2 -2 A
Uy - U,
6) Yrao ¢ msmely mpaBux p m ¢ KOje ce CeKy je maT ca Cosp = %. Kako cy BexTopu mpaBia OBUX IPaBUX
Up| - |y

U, =(1,-4,1) u ¥, = (2,—-2,—1) nobujamo ma je

Ty Ty =(1,-4,1)- (2,-2,-1)=2+48—-1=9, |7,|=I2+ (—42+12=3V2, |7,]=+22+ (22 + (—1)2 =3,




1 . T
——, IITO TNOBJAYU 1A je yrao m3Mehy mpaBUX ¢ = arccos — = —.
V2 V2 4
PaBan 7 koja canp:ku mpaBe p M ¢ MMa BEKTOD HOPMaJe fir KOjUA je HODMaJjaH M Ha IpaBe p U ¢, Ua je i, L Up u

Tix L Uy, Te MOKEMO y3eTu na je i, = %Up X Uy, Tj.

IIa je cosy =

i ]k
1 —4 1
2 -2 -1

1 - & 5
= 5(67+3] +6k) = (2,1,2).

Papan 7 canpwm P(—2,5,—4) ca p, ma je a: 2 (2 —(=2)) +1-(y—5)+2- (2 —(-4)) =0, 1j. 22 +y+22+7=0. W

Hanomena. Jleo mox a) ¢MO MOTJIM H& PEmMMO TAKO INTO OUCMO TPaKWIN MPECEYHy TAuKy MpaBux p u ¢. Kako je
r+2 y—5 2+4
1 -4 1

mpaBa p y KAHOHCKOM OOJIUKY P: =t, OHa je y mapaMeTapCKOM ODJIUKY

r=-24+t y=5-—-4t, z=-—-4+1t,

r—2 y+5 z+3
2 -2 A

IOK je q: = S y mapaMeTapCKOM OOJIUKY

r=2+2s, y=-5-—2s, z=-3+As.
IIpeceuna taura T mpumaza obema mpaBaMma Ia 33 HbY BaKU
r=-241t=2+2s, y=>5—4t=—-5-—2s, z=—4+t=-3+ As.

W3 I u Il jennauune nmobujamo na je t =2 u s = —1, mro rax 3amennmo y III maje —4+2= -3+ X-(—1), tj. A= —1.
[Mpumerumo ma cMO OBako noOmiau u Koopaunare npecedde tauke 1(0,—3,—2), OOK CMO OPBAM HAUMHOM CaMO
YTBPAMJIMU 4 CE OBE MPABE CEKY.

z—3 y+1 =z-2

8. cumuan ca 4.30. Wzpauynaru pacrojame uamehy npaBux p: 1 5 = 3 ugq: {

20 +y—22—1=0
20 —2z—1=0

Cauxa y3 3amarak 8.

Ynymemea. VI3 kaHOHCKOr 0GIMKa IpaBe p HAJIA3MMO BeKTOp npasua ¥, = (1,2,2) u jenny meny rauxy P(3,-1,2).

IIpaBa ¢ y mapamerapckom oBIUKY je x = % + %t, y=t, z=1t (t € R), na je Bekrop mpasua U; = (%, 1,1). Kaxo je
Ug = %Up mobujaMo na Cy mpaBe p U ¢ mapaJiesqHe. 3a HeKy KOHKPETHY BPETHOCT mapamerpa t, Hop. t = —1, mobujamo
raury Q(0,—1,—1) ca npase ¢q. Pacrojame on npase ¢ 00 Ipase p je jeAHAKO pacTojamy OX Tauke () mO mpase p, Tj.

[T, x PQ| == R L R . .
d(q,p) = d(Q,p) = T P@Q = (-3,0,-3) na je ¥, x PQ = (—6,—3,6) = |Up, x PQ| =9. Jom je |Up| = 3, ma je
p
9
TpaskeHo pactojame d(q,p) = d(Q,p) = 3 = 3. -

Hamomena. 3anaTak CMO MOIJIM PEIIUTH U TAKO WTO Ou oxpemunu npojekuujy P’ rtauxe P ma npasy ¢. Vcro kao y
IPEeTXONHOM HaumHy 6u mobunu 0, = (1,2,2) u P(3,—1,2), kao u ¢: = = % + %t, y=t, z=t (teR). Kako P’ € q
—

— —
“MaMo 1a je P'(% + %t,t,t), onakie je PP/ = (%t - g,t—i— 1,t —2). U3 ycnosa PP’ 1 ©,, tj. PP'- ¥, =0 umamo

— 1. 5
PP T, = ot — o +2t+2+2—4=0.

—
Ilo6ujamo t = 1, ma je P'(1,1,1). Konmauno je d(p,q) = |PP'| =|(-2,2,—-1)| = V9 = 3.



1 -1 1 -2
9. cauvan ca 4.47. Wzpauyuaru pacrojamwe namebhy npasux p: % = % - 5 ugq: % = % - T
Pewewe 1.  IIpase p n g HuCy mapadsente jep uM Bekropu npasua v, = (1,1,2) u ¥, = (1,3,4) Hucy IpONOPLUUOHAIHY.
(-1)=0 0—(-1) 1-2
CinnyHO Ka0o U y 3aJaTKy 7 U3 AeTEPMUHAHTE 1 1 2 | = =2 # 0 mobujamo ma ce mpaBe p U ¢ He
1 3 4

cery. Kako oHe HuCy mapaJjiejiHe U HE CEKy C€ OHE Cy MUMOMJIA3HE.

Pacrojame n3meby mBe Mumounaszue npase p u ¢ (p je mara taukom P(—1,0,1) u Bekropom mpasua 7, = (1,1,2), a
N I
7% i) P i 5 k
g ca Q(0,-1,2) u ¥, = (1,3,4)) maro je obpacuem d(p,q) = w. Kako je Up x Ug = (1 1 2|=(-2,-2,2)
|Up X Tgl
1 3 4
SN 1
umamo ma je (o, x ¥,) - PQ = (=2,-2,2)- (1,—1,1) =2 u |v), x ;| = 2/3, ma je pacrojame d(p,q) = —=. [

V3

Pewemwe 2.  Tlpoussomna taura T ca npase p nata jecax =t—1,y=1t, 2=2t+1 (t € R), ommocuo T(t—1,¢,2t+ 1)
—

u cauvso je S(s,3s —1,4s + 2) npousBosHa Tauyka ca npase ¢, na je TS = (s—t+1,3s—t—1,4s — 2t +1). Pacrojame

usmeby mpaBux p u q je

d(p,q) = mind(T,S) = min|T—5>'| =min/(s —t+1)24+ (35 —t — 1)2 + (4s — 2t + 1)2
= min /2652 — 24st + 4s + 6t2 — 4t + 3 = \/min(2652 — 24st + 45 + 612 — 4t + 3).

Ksanparau tpunom 26s% + (4 — 24t)s + (6t2 — 4t + 3) uma xoedummjent a =26 > 0 (b =4 — 24t u ¢ = 6t — 4t + 3) na ce
b 4—-24t 6t—1

MUHVMYM OOCTURE 3a S = —% = — 52 13

U Taj MUHUMYM je

26 (81)% 4 (4 — 248) - B=L 4 (612 — 4t +3) = S42 — 24 4 3T,

28
b -5 7

642 _ 28, . 87 A v o 6 . (Ty2_ 28 7,37 _ 1
Munmvym uspasa q5t° — 5t + {3 ce moctwxe 3a t = 5, — ~ Iz — 3 ¥ OHjejemnak g (3) S5+ E =3
) 1
Konauno mobujamo ma je d(p,q) = % = —. [ |
V3
Hanomena 1. Jluckycuja y OBOM pememy he mhum MaJo JaKme ako KOPUCTUMO W3BOJE 34 TPAKeme MUHUMYMA

¢yHEIM]e nau MeTome 3a Tpaskeme ekcTpeMa (GyHkuuja sume npoMenmusux (Ha POH-y ce yue y Maremarumm 2).

Hamomena 2. Ha oBaj Hauws cMo oapenuiu u KoopauHare Tadke 1 ca p m Tadvke S ca ¢ KOje ¢y Ha TOM MUHUMAJIHOM

oncTojamy. 3a t = % nobujaMo T(%, %, %) us= 6’51—51 =1 ompebyje S(1,2,6).
Pewewe 3. Oppenumo mpaBy n KOja je 3ajeIHMYKa HOpMaJia npaBe p u npase q. Rako jen L p, n L ¢ To u 3a
IbUXOBE BEKTOPE IIpaBIa BaxkU U, L Up, ¥p L ¥;. Crora Mmoxemo yseru na je ¥, = %Up X Uy MIN HEKU KOJIMHEAPaH
BekTOp. Kaxko je
i j ok
UpXUg=11 1 2|=(-2,-2,2)
1 3 4

yzehemo ¥, = —31, x U; = —2(—2,-2,2) = (1,1, -1).

Oppeaniau cMO BEKTOP MpAaBIa IpaBe 7, ajJu HaM je MoTpebHO 1a OOpeauMo U jeqHy TAuKy Ha TOj mpaBoj aa OucMo
UMaJIV je THAUYWHY IIpaBe M.

Opnpenumo paBam T koja je ompebena mpaBama p m n. Hben BekTop HOpMmaile je i, L ¥p u @iy L ¥,, ma MoxeMmo

y3eTH na je ilx = U, X U, UIM HEeKM KOJMHEeapaH BEKTOp. Kako je

i j ok
Up XU =1 1 2|=(-33,0)
1 1 -1

yaehemo ity = —31, X U, = —3(—3,3,0) = (1,-1,0).

Kako paBan 7 cagpsku neay mpaBy p OHa Caup:ku U mery tauky P(—1,0,1), na nobujamo na je jenHauyuna paBHU
7 jemmara 7: 1 (. — (=1)) —1-(y—0)+0- (2 — 1) = 0, omHOCHO

mr—y+1=0.

Y mnpeceky paBHU T U IpaBe ¢ mobujamo Taury S. Ta Tauka 3am0BoJ/baBa U jenHaUMHY paBHU T: x —y+ 1 =0 u
jemHaumny npase ¢ (HAjOOTAHUjE je na y3MeMO mapaMeTapcku obauk) ¢: =8, y =3s—1, z =4s+2 (s € R). Crora
mvMaMmo na je x —y+1=s—(3s—1)+1=—-2s+2 =0, onariue je s = 1, mro maje rauxy S(1,2,06).
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Cuuka y3 3amarak 9.

Ila 6ucmo ompenuiu Ttauvky 1 MOHOBMNEMO MCTU MOCTYMAK: OApPearieMO paBaH 0 KOja CANDMKU NMPaBe ¢ U N U Yy
peceKy paBHU ¢ ca MpaBoOM p mobujamo taury 7.

k
41=(-7,5,-2) m Q0,-1,2) = o: —7(z—0)+5(y—(-1)) —2(z—2) =0,

Tj. 0: —Tx+ 5y —22+9 =0. YBpcTUMO OBIE mMapaMeTapCKu 3amaTy npaBy p: x =t— 1, y =t, 2 = 2t + 1 u mobujamo

—6t+14=0, 1j. t = %7 YUMe CMO OJPEIUIN TAUKY T(%, %, %7)
Tpaskeno pacrojame uzmebhy mpase p u ¢ je jeIHAKO pacTojamy Tauke T(%, % %7) u tauke S(1,2,6), mro je unren-

— — 1
sutet Bektopa ST, Tj. d(p,q) = d(T,S) = |ST| = |(%, %, —%)| = \/(%)2 + (%)2 + (—%)2 = ﬁ [ ]
Hanomena 3. Hakon mro cmo oxpemmiu S(1,2,6), cob3upom ma cmo npe Hamum U, = (1,1,—1), moram cmo ma
—1 -2 —6
OOpenuMO jeHAYUHY 3ajeTHUYKEe HOPpMAJIe 1 Ha IpaBe P U ¢ — TO je n: v Y _Z . Hlame cmo Taury T

1 1 -1
Morsn ma HaheMo Kao Mpecek mpaBe P U mpase ¢.

10. cawnuan ca 4.31. Onpenutu tauky B cumerpuuny tausku A(—1,0,—1) y ommnocy ma pasan «: 2x+y—2+7=0.

S~
S
~

S<
~
~
S<
~

S
O

Cuuka y3 3amarak 10.

Pewewe.  Ia 6u ompemunu cuMeTpuuny Tauky B morpebHO je ma npBo omgpemumo npojekiujy M tauke A ma paBan
a. Bekrop ¥, HOpMase n paBaH « je U, = fi, = (2,1,—1) u npasa n canpsxu taury A(—1,0,—1). Crora je mpasa
n y mapaMeTapckoMm obsmuky n: x =2t —1, y =1t, 2 = —t — 1. Kana To 3aMeHNMO y jeqHauymHy pDaBHU ¢ HODOUjaMo

22t —=1)+t—(—t—1)+7=0, 1j. 6t+6 =0, omaocuo t = —1, ma je M(-3,—1,0).
3a roopaunarte cpemuimnra M ny:xu AB Baske je HAKOCTU

Lo _@atap _yatys  __zatzp
M 2 ) M 2 ) M 2 )
Ia oJaTjie HAJA3UMO Tp = 2T) — TaA = —D, Yp = 2ym — YA = —2, zp = 2z — 24 = 1, 1j. B(=5,-2,1). [ ]
1 1 —4
11. cuauuan ca 4.32. Onpenutu tauky B cumerpuuny tauku A(—1,0,—1) y onnocy Ha p: T =Y + - .

1 0 2

Cuuka y3 3amarak 11.



Ynymemea.  Heka pasan 7w canp:ku Tauky A u HopMmaJsHa je Ha mpaBy p. MoxkeMo y3eTu ma je meH BEKTOP HOPMAJe
fir = Up = (1,0,2). Ogarie noGujamo ga je m: x + 2z + 3 = 0. Y mpeceky IpaBe p U PaBHA T HOOUjAMO TadKy
M(-3,1,0). Ha ocuoBy roopmuuaTa tauaka A u M nobujamo cumerpuuny taury B(—5,2,1). [ |

12. 2. ucnur orkrobap 2007. IHare cy raure A(0,2,-5), B(5,1,—4), C(1,3,—-3) u M(3,—7,9). Oapenuru jennauuny
paBHU KOjoj mpunanajy tauke A, B u C, a 3atum ompemutu npojexuujy tauke M Ha Ty paBad.

Ynymcemea.  Pasam roja camp:u tauke A, Bu C je m: x+ 3y — 2z = 16.
-3 7 -9
Hopmana va paBan m u3 tauke M je mpasa n : z = y—;}— =z 5 (=1t), ma ce npojekuuja P tauke M nHa pasan
T mobuja 3a BpEAHOCT mapamerpa t = %, Tj. P (4—77, %, 1—71) |
13. cawnvan ca 4.36. OmpenuTtu jenmaumHy paBHEM Koja canpsku tauky A(2,—3,1) m mapasenna je mpasama
r+1 y+2 z-1 r—7 y+4 z-1
: = = ugq: = = .
3 =3 2 1T —2 2
Ynymcmea. 3a TpaxkeHy paBaH « Baxku « || p, a || ¢ = flg L ¥, fla L ¥;. Crora mokemo y3zeru, HOD. Ha je
Tt = —3Up X Uy = (1,1,0). Omazne je a: 1-(x—2)+1-(y—(=3)) +0-(z—1) =0, ommocro a:  +y+1=0. |
. . z+1 y+2

14. cauuan ca 4.47. Onpenutu jennaunay npase Koja canpsku tauky A(2,—3,1) u ceue mpase p: 3 T 3~
z—1

5 u

=7 y+4 z-1
Ty T T T e

r—2 y+3 z—-1.,

Pewewe 1.  ITlpousBoJbHY NIpaBy a Kpo3 TAUKy A MOsKeMO MpeacTaBUTU Kao a : = = jepje A(2,-3,1),

u v
a MOYKEMO Y3eTH Ja je HEellO3HATU BEKTOD mpaBua U, = (u,v,w).

Y 3amaTky 7 CMO Ce CpeJu ca yCIOBOM Ja Ce ABE IpaBe CeKy. Kaa TO MCKOPUCTUMO 3a ImpaBe P U a Jo0ujaMo

(-1)—-2 (-2)—(-3) 1-1
3 -3 2 |=2u+6v+6w=0.
u ) w

Kan To nckopuctumo 3a mpase ¢ 1 a gobujamo

7-2 (—4)—(-3) 1-1

2 -2 2 |=—-2u—10v— 8w =0.
u v w
Ilo6 CMO XOMOTEHM CHCTE 2u 4 Gvo+ bwo=10 OTpPeGHO HaM je jeAHO BHeroBo pememe (jep Ha
WM CMO XOMOTEHM CHCTEM o _ 0. _ g, — Y TOTPEOHO HaM je jemuo meroso pememe (jep Ham
Tpeba caMo jemHa BpPemHOCT 3a U,). Pemasamem nobujamo Hmp. w = —2, v = 1, uw = 3, Tj. Tpaskena mpasa je
r—2 y+3 z-1
a:. = = -
3 1 -2
Pewewe 2. IIpso hemo npoBeputu na 1u ce HemapaJjejHe HpaBe P U ¢ Ceky (HUCY mapaJsense jep je Uy # A - Up):
(=D)-7 (=2)-(-4) 1-1
3 -3 2 =12 # 0= p u ¢ ce He cexy (ma cMo nOOMIM & ce CEKy TpaskeHa NpaBa a Ou
2 -2 2

nposa3mia Kpo3 nary tadky A u kpo3 npeceuny tauky 1 mpase p u mpase q).
ITame hemo rao y pememy 3 3amaTea 9 ¢popMupary paBaH T KOja CAIP/KU IPABE P U G, ONHOCHO IIPABY P U TAUKY
A. Iy nobujamo tako mro y3memo Taury P(—1,—2,1) n3 kaHouckor obnuka npase p u nobujamo na je

J
fir=17,x PA=(3,-3,2)x (3,-1,0)= |3 -3 2|=(26,6).
-1

W W =
S N T

Papan 7 je ompebena ca i, u A, ma je 1: 2+ (x —2)+6- (y— (—=3)) + 6 (2 — 1) = 0, onnocuo 7: 2z + 6y + 6z + 8 = 0.
Y mpeceky paBHU T W IpaBe ¢ HOOUjaMO Tauky S:

2. (25+T7)+6(—25—4)+6(25s+1)+8=0 = 4s+4=0 = s=—1 = S(5,-2,—1).

—

Tpakena npasa a je npaBa Kpo3 Tauke A u S, ma MOKeMO y3eTU nIa je H-eH BEeKTOp mpaBla U, = %AS =(3,1,-2) m
r—2 y+3 z-1

3 1 -2

KOHAYHO nobujamo na je a:



-1 1
15. [Jara je paBan a: z+y — 2+ 1 =0 u npasa p: IT = % = Z_; . Ompenuru
a) IpeceuHy TAUKy IpaBe p U PABHU (;

6) Mepy yrua usmeby mpase p u paBHE «.

Cauxka y3 3amarak 16.

Pewewe 1. a) Ilpasa p y mapamerapckoMm o0nuky je p: « =1, y = 2t, z = ¢ — 1, mTO Kax yBPCTUMO y jeAHAYUUHY
paBHU « gobujamo 1+ 2t — (t —1)+ 1 =0, oxsocuo t = —3, na je npeceuna rtauka A(l, —6,—4).

6) Y3Mmumo jemmy tauky P ca mpase p (pasmuumry ox mponopa A) m ompemumo meHy mpojerkmujy P’ Ha paBam «.
Y3ehemo P(1,0,—1) roja je mara KaHOHCKMM OGJIMKOM jeIHAUMHOE TpaBe p. llpasa n HOpMaJHA HA PABaH o U KOja

z—1 z+1
Oposa3u Kpo3 Tauky P mMa BeKTOp mpasua U, = i, = (1,1, —1), ma je n: ] = Yy _ +1 ,Tj.n: x=s+1,y=s,

z=—s—1. Kazna oBo yBpcTuMO y jemHauuny pasaHu « nobujamo s = —1, tj. P/(0,—1,0)
Cana u3 npasoyrior tpoyraa AAP'P mobujamo na je Tpaskenu yrao ¢ onpeben ca

s [PAl |15 4 vz _ 14
gp = = = = —,
PAl 1(0,6,3)] V15 V15

‘o — 14
OJlAKJIE je ( = arccos/ i - |

Hamomena 1. Ila mam ce Tpaskmila IPOjeKIUja IPaBe P Ha paBaH «, 33JaTaKk OU IOTIYHO MCTO PAIUJIU, CAMO IITO
6u jom TpaskeHy mpojexnujy (IITO je mpaBa ¢ Ha TOPHOj CIUNM) OAPEIUIU Kao npaBy Kpo3 tauke A u P'.

Pewemwe 2. a) OBaj meo 3anaTkKa pemaBaMO UCTO KAO MAJIOMPE.

6) Yrao ¢ uameby npase p u paBuz o (KOje ce CeKy), UMju Cy BEKTOPU IpaBLa U, X HOPMAJE i, AT je ca:

sinp = |_%)p Tl
|Up] - |7ial
K je U, =(0,2,1) u I (1,1,—1) moGuj je si 1 L j in L |
ako je v, = (0,2,1) m 77, = (1,1, —1) mobujamo ma je sinp = ——— = ——, Tj. = arcsin —.
Hamomena 2. Y oBa aBa HauuHA je oapebheH MOTIYHO WMCTU yrao, CaMo je OH Apyrauuje 3amucan. To MOKEMO

IIPOBEPUTH jepP 3a CBAKU YyTaO BaKU sin2go+cos2cp =1, araro je 0< p < 5 Tojenm 0<sinp<1lu0<cosp<1l. Tj. uz

- /14 i - _ 25— _ 14 1
cosp =4/ = sinp = /1—cos?p= 5= Vs



