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Teorijski uvod
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1◦ zatvorenost ∗ u X:
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Osnovne osobine:

1◦ zatvorenost ∗ u X:

(∀x, y ∈ X) x ∗ y ∈ X;

2◦ asocijativnost ∗ u X:

(∀x, y, z ∈ X) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z;

3◦ postoji neutralan element e ∈ X za ∗:
(∃e ∈ X)(∀x ∈ X) x ∗ e = e ∗ x = x;

4◦ (∀x ∈ X) postoji inverzan element x′ ∈ X:

(∀x ∈ X)(∃x′ ∈ X) x ∗ x′ = x′ ∗ x = e,

5◦ komutativnost ∗ u X:

(∀x, y ∈ X) x ∗ y = y ∗ x
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Struktura (X, ∗), X 6= ∅ u zavisnosti koje
osobine ima je:

1◦ grupoid

1◦, 2◦ semigrupa

1◦, 2◦, 3◦ monoid

1◦, 2◦, 3◦, 5◦ komutativan monoid

1◦, 2◦, 3◦, 4◦ grupa

1◦, 2◦, 3◦, 4◦, 5◦ Abelova grupa
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(X, +, ·) je prsten ako je:

1◦ (X, +) je Abelova grupa;

2◦ (X, ·) je semigrupa;

3◦ · je distributivna u odnosu na +, tj.
(∀x, y, z ∈ X) vaжi

x · (y + z) = x · y + x · z, (x + y) · z = x · z + y · z.

Ako postoji neutralan element za · ⇒ prsten

sa jedinicom.

Ako je · komutativna ⇒ komutativan prsten.
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(X, +, ·) je poƩe ako je:

1◦ (X, +) je Abelova grupa;

2◦ (X/{0}, ·) je Abelova grupa

(0 je n. el. za operaciju +);

3◦ · je distributivna u odnosu na +.



Zadaci

1. 1.33.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je:

(1) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q},
(2) A = {x + y

√
2 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0}

i ako je a ∗ b = a · b.
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RexeƬe. (1) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q}.

Zatvorenost:

a = x + y
√

2 i b = v + w
√

2.

a ∗ b = (x + y
√

2) · (v + w
√

2)

= xv + xw
√

2 + yv
√

2 + 2yw

= (xv + 2yw) + (xw + yv)
√

2,

x, y, v, w ∈ Q ⇒ xv + 2yw ∈ Q

xw + yv ∈ Q
⇒ a ∗ b ∈ A.

X
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Asocijativnost:

se prenosi iz R:

a ∗ (b ∗ c) = a · (b · c) = (a · b) · c = (a ∗ b) ∗ c.

X
Neutralan element:

je e = 1:

1 ∗ a = 1 · a = a i a ∗ 1 = a · 1 = a.

e ∈ A jer je e = 1 + 0 ·
√

2, a 1, 0 ∈ Q. X
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a ∗ a′ = a′ ∗ a = e
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Inverzan element:

Za a = x + y
√

2 traжimo in. el. a′ = z + t
√

2.

a ∗ a′ = a′ ∗ a = e

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

Odavde za x = y = 0, tj. za a = 0 dobijamo
0 · (z + t

√
2) = 1, xto je nemogu�e, pa element

a = 0 nema inverzan element.



Inverzan element:

Za a = x + y
√

2 traжimo in. el. a′ = z + t
√

2.

a ∗ a′ = a′ ∗ a = e

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

Odavde za x = y = 0, tj. za a = 0 dobijamo
0 · (z + t

√
2) = 1, xto je nemogu�e, pa element

a = 0 nema inverzan element.

Zbog ovoga data struktura NIJE grupa.



Komutativnost:

se prenosi iz R:

a ∗ b = a · b = b · a = b ∗ a.

X



Komutativnost:

se prenosi iz R:

a ∗ b = a · b = b · a = b ∗ a.

X

ZakƩuqak:

(A, ∗) nije grupa.

(A, ∗) je komutativan monoid.



(2) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0}.



(2) A = {x + y
√

2 | x ∈ Q, y ∈ Q, x2 + y2 6= 0}.

Analogno kao u (1) dobijamo da je ∗ u A:

1◦ zatvorena (proveriti i da je a ∗ b 6= 0),

2◦ asocijativna,

3◦ ima n. el. e = 1,

5◦ komutativna.



4◦ inverzan element:
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√

2) · (z + t
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2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.



4◦ inverzan element:

(x + y
√
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√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

z + t
√

2 =
1

x + y
√

2
=

1

x + y
√

2
· x − y

√
2

x − y
√

2
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(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

z + t
√

2 =
1

x + y
√

2
=

1

x + y
√

2
· x − y

√
2
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√

2

=
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√
2
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=

x
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+
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√
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x2
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x2
−2y2 ∈ Q (x2 − 2y2 6= 0 jer

x2 − 2y2 = 0 ⇒ x
y

= ±
√

2 ∈ Q kontradikcija),



4◦ inverzan element:

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

z + t
√

2 =
1

x + y
√

2
=

1

x + y
√

2
· x − y

√
2

x − y
√

2

=
x − y

√
2

x2 − 2y2
=

x

x2 − 2y2
+

−y

x2 − 2y2

√
2.

x, y ∈ Q ⇒ x
x2

−2y2 , −y

x2
−2y2 ∈ Q (x2 − 2y2 6= 0 jer

x2 − 2y2 = 0 ⇒ x
y

= ±
√

2 ∈ Q kontradikcija), a

(x, y) 6= (0, 0) ⇒ a′ = ( x
x2

−2y2 , −y

x2
−2y2 ) 6= (0, 0).



4◦ inverzan element:

(x + y
√

2) · (z + t
√

2) = (z + t
√

2) · (x + y
√

2) = 1.

z + t
√

2 =
1

x + y
√

2
=

1

x + y
√

2
· x − y

√
2

x − y
√

2

=
x − y

√
2

x2 − 2y2
=

x

x2 − 2y2
+

−y

x2 − 2y2

√
2.

x, y ∈ Q ⇒ x
x2

−2y2 , −y

x2
−2y2 ∈ Q (x2 − 2y2 6= 0 jer

x2 − 2y2 = 0 ⇒ x
y

= ±
√

2 ∈ Q kontradikcija), a

(x, y) 6= (0, 0) ⇒ a′ = ( x
x2

−2y2 , −y

x2
−2y2 ) 6= (0, 0).

Stoga inverzan element a′ ∈ A. X



ZakƩuqak:

(A, ∗) je Abelova grupa.



2. 1.40.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je
A = Q \ {−1} i a ∗ b = a + b + a · b.



2. 1.40.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je
A = Q \ {−1} i a ∗ b = a + b + a · b.

RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.



2. 1.40.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je
A = Q \ {−1} i a ∗ b = a + b + a · b.

RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.

Treba jox a ∗ b 6= −1.

Pp. suprotno da je a ∗ b = −1.



RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.

Treba jox a ∗ b 6= −1.

Pp. suprotno da je a ∗ b = −1.

a + b + ab = −1, tj. a + b(1 + a) = −1.

b(1 + a) = −1 − a



RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.

Treba jox a ∗ b 6= −1.

Pp. suprotno da je a ∗ b = −1.

a + b + ab = −1, tj. a + b(1 + a) = −1.

b(1 + a) = −1 − a / : (a + 1) 6= 0

b = −1−a
1+a

= −(1+a)
1+a

= −1



RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.

Treba jox a ∗ b 6= −1.

Pp. suprotno da je a ∗ b = −1.

a + b + ab = −1, tj. a + b(1 + a) = −1.

b(1 + a) = −1 − a / : (a + 1) 6= 0

b = −1−a
1+a

= −(1+a)
1+a

= −1 b ∈ Q \ {−1}.



RexeƬe. Zatvorenost:

a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b = a + b + ab ∈ Q.

Treba jox a ∗ b 6= −1.

Pp. suprotno da je a ∗ b = −1.

a + b + ab = −1, tj. a + b(1 + a) = −1.

b(1 + a) = −1 − a / : (a + 1) 6= 0

b = −1−a
1+a

= −(1+a)
1+a

= −1 b ∈ Q \ {−1}.
Stoga a, b ∈ Q \ {−1} ⇒ a ∗ b ∈ Q \ {−1}. X
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Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R vaжi

a ∗ (b ∗ c) = a + (b ∗ c) + a · (b ∗ c)



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R vaжi

a ∗ (b ∗ c) = a + (b ∗ c) + a · (b ∗ c)

= a + (b + c + bc) + a · (b + c + bc)



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R vaжi

a ∗ (b ∗ c) = a + (b ∗ c) + a · (b ∗ c)

= a + (b + c + bc) + a · (b + c + bc)

= a + b + c + ab + ac + bc + abc



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R vaжi

a ∗ (b ∗ c) = a + (b ∗ c) + a · (b ∗ c)

= a + (b + c + bc) + a · (b + c + bc)

= a + b + c + ab + ac + bc + abc

= (a + b + ab) + c + (a + b + ab) · c



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R vaжi

a ∗ (b ∗ c) = a + (b ∗ c) + a · (b ∗ c)

= a + (b + c + bc) + a · (b + c + bc)

= a + b + c + ab + ac + bc + abc

= (a + b + ab) + c + (a + b + ab) · c
= (a ∗ b) + c + (a ∗ b) · c = (a ∗ b) ∗ c.

X



Neutralan element:

x ∗ e = x + e + x · e = x



Neutralan element:

x ∗ e = x + e + x · e = x

(1 + x) · e = 0 ⇒ e = 0 ∈ A.



Neutralan element:

x ∗ e = x + e + x · e = x

(1 + x) · e = 0 ⇒ e = 0 ∈ A.

i

0 ∗ x = 0 + x + 0 · x = x.

X



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,

odakle je x′ = −x
1+x

∈ Q



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,

odakle je x′ = −x
1+x

∈ Q

(isto i iz x′ ∗ x = e).



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,

odakle je x′ = −x
1+x

∈ Q

(isto i iz x′ ∗ x = e).

−x

1 + x
= −1 / · (1 + x) 6= 0



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,

odakle je x′ = −x
1+x

∈ Q

(isto i iz x′ ∗ x = e).

−x

1 + x
= −1 / · (1 + x) 6= 0

−x = −1 − x, tj. 0 = −1



Inverzan element:

Za x′ vaжi x ∗ x′ = e, tj. x + x′ + x · x′ = 0,

odakle je x′ = −x
1+x

∈ Q

(isto i iz x′ ∗ x = e).

−x

1 + x
= −1 / · (1 + x) 6= 0

−x = −1 − x, tj. 0 = −1

Stoga je x′ = −x
1+x

∈ Q \ {−1}. X



Komutativnost:

Op. + i · komutativne u R,



Komutativnost:

Op. + i · komutativne u R, pa i u A ⊂ R vaжi

a ∗ b = a + b + ab = b + a + ba = b ∗ a.

X



Komutativnost:

Op. + i · komutativne u R, pa i u A ⊂ R vaжi

a ∗ b = a + b + ab = b + a + ba = b ∗ a.

X

ZakƩuqak:

(A, ∗) je Abelova grupa.



3. 1.44.

Ispitati da li je (A, ∗) grupa ako je

A = {(a, b) | a ∈ Q, b ∈ Q, a 6= 0} i

(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d).



(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d).

RexeƬe. Zatvorenost:

Neka su (a, b), (c, d) ∈ A.



(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d).

RexeƬe. Zatvorenost:

Neka su (a, b), (c, d) ∈ A.

Iz a, c ∈ Q \ {0} i b, d ∈ Q sledi

a · c ∈ Q \ {0} i bc + c + d ∈ Q,

pa je i (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc + c + d) ∈ A. X



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R2 vaжi

(a, b) ∗
(

(c, d) ∗ (f, g)
)

= (a, b) ∗ (cf, df + f + g)



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R2 vaжi

(a, b) ∗
(

(c, d) ∗ (f, g)
)

= (a, b) ∗ (cf, df + f + g)

= (acf, bcf + cf + df + f + g)



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R2 vaжi

(a, b) ∗
(

(c, d) ∗ (f, g)
)

= (a, b) ∗ (cf, df + f + g)

= (acf, bcf + cf + df + f + g)

= (ac, bc + c + d) ∗ (f, g)



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A ⊂ R2 vaжi

(a, b) ∗
(

(c, d) ∗ (f, g)
)

= (a, b) ∗ (cf, df + f + g)

= (acf, bcf + cf + df + f + g)

= (ac, bc + c + d) ∗ (f, g)

=
(

(a, b) ∗ (c, d)
)

∗ (f, g).

X



Neutralan element:

Vaжi x ∗ e = x, tj.

(a, b) ∗ (e1, e2) = (a · e1, b · e1 + e1 + e2) = (a, b).



Neutralan element:

Vaжi x ∗ e = x, tj.

(a, b) ∗ (e1, e2) = (a · e1, b · e1 + e1 + e2) = (a, b).

Dobijamo sistem
a · e1 = a

b · e1 + e1 + e2 = b



Neutralan element:

Vaжi x ∗ e = x, tj.

(a, b) ∗ (e1, e2) = (a · e1, b · e1 + e1 + e2) = (a, b).

Dobijamo sistem
a · e1 = a

b · e1 + e1 + e2 = b
odakle

e1 = 1 i e2 = −1, tj. e = (1,−1) ∈ A.



Neutralan element:

Vaжi x ∗ e = x, tj.

(a, b) ∗ (e1, e2) = (a · e1, b · e1 + e1 + e2) = (a, b).

Dobijamo sistem
a · e1 = a

b · e1 + e1 + e2 = b
odakle

e1 = 1 i e2 = −1, tj. e = (1,−1) ∈ A.

Vaжi i

(1,−1) ∗ (a, b) =
(

1 · a, (−1) · a + a + b
)

= (a, b).

X



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).

Dobijamo sistem
am = 1

bm + m + n = −1



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).

Dobijamo sistem
am = 1

bm + m + n = −1
odakle je

m = 1
a
6= 0,



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).

Dobijamo sistem
am = 1

bm + m + n = −1
odakle je

m = 1
a
6= 0, pa je b

a
+ 1

a
+ n = −1, n = −1−a−b

a
,



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).

Dobijamo sistem
am = 1

bm + m + n = −1
odakle je

m = 1
a
6= 0, pa je b

a
+ 1

a
+ n = −1, n = −1−a−b

a
, tj.

x′ = ( 1
a
, −1−a−b

a
) ∈ A.



Inverzan element:

Neka je za x = (a, b) inv. el. x′ = (m, n).

Vaжi x ∗ x′ = e, tj.

x ∗ x′ = (am, bm + m + n) = (1,−1).

Dobijamo sistem
am = 1

bm + m + n = −1
odakle je

m = 1
a
6= 0, pa je b

a
+ 1

a
+ n = −1, n = −1−a−b

a
, tj.

x′ = ( 1
a
, −1−a−b

a
) ∈ A.

Vaжi i x′ ∗ x = e, pa je x′ inv. el. u A. X



ZakƩuqak:

(A, ∗) je grupa.

(A, ∗) nije Abelova



ZakƩuqak:

(A, ∗) je grupa.

(A, ∗) nije Abelova jer ∗ nije komutativna u A:

(1, 0) ∗ (2, 1) = (2, 3) 6= (2, 2) = (2, 1) ∗ (1, 0).



4. 1.39. Neka je

A = {fa,b(x) : fa,b(x) = ax + b, a, b ∈ R, a 6= 0}

i neka je ◦ operacija na skupu A definisana
kao kompozicija preslikavaƬa. Dokazati da
je (A, ◦) grupa i ispitati da li je Abelova.



RexeƬe. Kompozicija funkcija fa,b ◦ fc,d je
definisana kao fa,b(x) ◦ fc,d(x) = fc,d

(

fa,b(x)
)

.

Zatvorenost:

fa,b(x) ◦ fc,d(x) = fc,d

(

fa,b(x)
)

= fc,d(ax + b) = c(ax + b) + d

= acx + bc + d = fac,bc+d(x).

a, c 6= 0 ⇒ ac 6= 0 ⇒ fa,b(x) ◦ fc,d(x) ∈ A. X



Asocijativnost:

Op. + i · su asocijativne, komutativne i
distributivne u R pa u A vaжi

fa,b(x) ◦
(

fc,d(x) ◦ fg,h(x)
)

= fa,b(x) ◦ fcg,dg+h(x)

= facg,bcg+dg+h(x)

= fac,bc+d(x) ◦ fg,h(x)

=
(

fa,b(x)◦fc,d(x)
)

◦fg,h(x).

X



Neutralan element:

Identiqko preslikavaƬe

f1,0(x) = x

je neutralan element za ◦. X

Inverzan element:

Inverzan element za linearnu funkciju

fa,b(x) = ax + b

je linearna funkcija

f 1

a
,− b

a

(x) = 1
a
x − b

a
.

X



ZakƩuqak:

(A, ◦) je grupa.

(A, ◦) nije Abelova jer u A kompozicija ◦ nije
komutativna:

f1,2(x) ◦ f2,1(x) = f2,5(x) 6= f2,3 = f2,1(x) ◦ f1,2(x).



5. 1.59. Dokazati da je struktura

({x + y
√

2 | x, y ∈ Q}, +, ·)

poƩe.



RexeƬe. Oznaqimo

A = {x + y
√

2 | x, y ∈ Q}.



RexeƬe. Oznaqimo

A = {x + y
√

2 | x, y ∈ Q}.

(A, +) Abelova grupa:

Op. + je zatvorena u A:

(x + y
√

2) + (v + w
√

2) = (x + v) + (y + w)
√

2. X



RexeƬe. Oznaqimo

A = {x + y
√

2 | x, y ∈ Q}.

(A, +) Abelova grupa:

Op. + je zatvorena u A:

(x + y
√

2) + (v + w
√

2) = (x + v) + (y + w)
√

2. X

Asoc. se prenosi iz R:

a + (b + c) = (a + b) + c. X



Neut. el. za + je e = 0 = 0 + 0 ·
√

2 ∈ A. X



Neut. el. za + je e = 0 = 0 + 0 ·
√

2 ∈ A. X

Inv. el. za a = x + y
√

2 je

a′ = (−x) + (−y)
√

2 ∈ A. X



Neut. el. za + je e = 0 = 0 + 0 ·
√

2 ∈ A. X

Inv. el. za a = x + y
√

2 je

a′ = (−x) + (−y)
√

2 ∈ A. X

Komut. se prenosi iz R:

a + b = b + a. X



Neut. el. za + je e = 0 = 0 + 0 ·
√

2 ∈ A. X

Inv. el. za a = x + y
√

2 je

a′ = (−x) + (−y)
√

2 ∈ A. X

Komut. se prenosi iz R:

a + b = b + a. X

(A, +) je Abelova grupa.



(A \ {0}, ·) Abelova grupa:

U 1. zadatku (A \ {0}, ·) Abelova grupa.



(A \ {0}, ·) Abelova grupa:

U 1. zadatku (A \ {0}, ·) Abelova grupa.

Distributivnost:

Kako je · je distributivna u odnosu na + u
R, to je ona distr. i u A ⊂ R.



(A \ {0}, ·) Abelova grupa:

U 1. zadatku (A \ {0}, ·) Abelova grupa.

Distributivnost:

Kako je · je distributivna u odnosu na + u
R, to je ona distr. i u A ⊂ R.

ZakƩuqak:

(A, +, ·) je poƩe.



KRAJ QASA


