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Teorijski uvod

Jednaqina ravni π koja prolazi kroz taqku
M(xM , yM , zM ) i normalna je na vektor
~n = (a, b, c) glasi:

a(x − xM ) + b(y − yM ) + c(z − zM ) = 0
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M(xM , yM , zM ) i normalna je na vektor
~n = (a, b, c) glasi:

a(x − xM ) + b(y − yM ) + c(z − zM ) = 0

ili
ax + by + cz + d = 0.

Vektor ~nπ = (a, b, c) je vektor normale na ravan
π.
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Jednaqine snopa ravni koje prolaze kroz
pravu u preseku ravni π1 : a1x+b1y+c1z+d1 = 0
i π2 : a2x + b2y + c2z + d2 = 0 je

µ(a1x+b1y +c1z +d1)+λ(a2x+b2y +c2z +d2) = 0.



Jednaqine snopa ravni koje prolaze kroz
pravu u preseku ravni π1 : a1x+b1y+c1z+d1 = 0
i π2 : a2x + b2y + c2z + d2 = 0 je

µ(a1x+b1y +c1z +d1)+λ(a2x+b2y +c2z +d2) = 0.

Koristi se i

a1x + b1y + c1z + d1 + λ(a2x + b2y + c2z + d2) = 0.



Jednaqine snopa ravni koje prolaze kroz
pravu u preseku ravni π1 : a1x+b1y+c1z+d1 = 0
i π2 : a2x + b2y + c2z + d2 = 0 je

µ(a1x+b1y +c1z +d1)+λ(a2x+b2y +c2z +d2) = 0.

Ugao ϕ izme�u 2 ravni sa vektorima normala
~n1 = (a1, b1, c1) i ~n2 = (a2, b2, c2) je

cos ϕ =
|~n1 · ~n2|
|~n1| · |~n2|

.
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~n1 = (a1, b1, c1) i ~n2 = (a2, b2, c2) je

cos ϕ =
|~n1 · ~n2|
|~n1| · |~n2|

.

Uslov paralelnosti 2 ravni: ~n1 = λ~n2

a1 = λ · a2, b1 = λ · b2, c1 = λ · c2 (λ 6= 0)

i normalnosti ~n1 · ~n2 = 0

a1 · a2 + b1 · b2 + c1 · c2 = 0.



Uslov paralelnosti 2 ravni: ~n1 = λ~n2

a1 = λ · a2, b1 = λ · b2, c1 = λ · c2 (λ 6= 0)

i normalnosti ~n1 · ~n2 = 0

a1 · a2 + b1 · b2 + c1 · c2 = 0.

RastojaƬe taqke T (xT , yT , zT ) od ravni
π : ax + by + cz + d = 0 je

d(T, π) =
|a · xT + b · yT + c · zT + d|√

a2 + b2 + c2
.
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n
(= t)

Dobijamo parametarski oblik :

x = xP + ℓt, y = yP + mt, z = zP + nt.

Prava je odre�ena taqkom P (xP , yP , zP ) i
vektorom pravca ~vp = (ℓ, m, n).



Jednaqina prave koja je data presekom dve
ravni je:

p :

{

a1x + b1y + c1z + d1 = 0
a2x + b2y + c2z + d2 = 0.

Prethodne oblike (i iz Ƭih P i ~vp) dobijamo
rexavaƬem ovog sistema.
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Jednaqina prave kroz taqke A i B je
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RastojaƬe taqke T od prave p je

d(T, p) =
|~vp ×

−→
TP |

|~vp|
.



Prave
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=
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=
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p1 i p2 su paralelne ako je ~vp1
= λ · ~vp2

.



Neparalelne prave p1 i p2 se seku akko
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RastojaƬe izme�u neparalelnih prava
p1 i p2 je

d(p1, p2) =
|−−−→P2P1 · (~vp1

× ~vp2
)|

|~vp1
× ~vp2

| .



RastojaƬe izme�u neparalelnih prava
p1 i p2 je

d(p1, p2) =
|(~vp1

× ~vp2
) · −−−→P1P2|

|~vp1
× ~vp2

| .

Ugao ϕ izme�u prave p i ravni π (koje se seku):

sinϕ =
|~vp · ~nπ|
|~vp| · |~nπ|

.



POLOЖAJ 2 RAVNI U PROSTORU

1◦ π1 i π2 paralelne

~nπ1
= λ~nπ2

i M1 6∈ π2 (ili M2 6∈ π1),

2◦ π1 i π2 se poklapaju

~nπ1
= λ~nπ2

i M1 ∈ π2 (ili M2 ∈ π1),

3◦ π1 i π2 se seku (po pravoj)

~nπ1
6= λ~nπ2

.

Kad se seku pod pravim uglom

~nπ1
⊥ ~nπ2

, tj. ~nπ1
· ~nπ2

= 0.



POLOЖAJ PRAVE I RAVNI

1◦ p i π paralelne

~vp ⊥ ~nπ, tj. ~vp · ~nπ = 0 i P 6∈ π,

2◦ prava p je u ravni π

~vp ⊥ ~nπ, tj. ~vp · ~nπ = 0 i P ∈ π,

3◦ p i π se seku (u taqki)

~vp 6⊥ ~nπ, tj. ~vp · ~nπ 6= 0.

Kad se seku pod pravim uglom

~vp = λ~nπ, tj. ~vp × ~nπ = ~0.



POLOЖAJ 2 PRAVE U PROSTORU

1◦ p1 i p2 paralelne

~vp1
= λ~vp2

i P1 6∈ p2 (ili P2 6∈ p1),

2◦ p1 i p2 se poklapaju

~vp1
= λ~vp2

i P1 ∈ p2 (ili P2 ∈ p1),

3◦ p1 i p2 se seku (u taqki)

~vp1
6= λ~vp2

i | | = 0 (∗)



3◦ p1 i p2 se seku (u taqki)

~vp1
6= λ~vp2

i | | = 0 (∗)

Kad se seku pod pravim uglom

~vp1
⊥ ~vp2

, tj. ~vp1
· ~vp2

= 0,

4◦ p1 i p2 su mimoilazne

~vp1
6= λ~vp2

i | | 6= 0.



Sredixte duжi sa krajevima A i B je S:

xS =
xA + xB

2
, yS =

yA + yB

2
, zS =

zA + zB

2
.



Zadaci

1. sliqan sa 4.3.

Napisati jednaqinu ravni koja sadrжi taqke

A(1, 1, 1), B(0,−1, 2) i C(2, 3,−1).



RexeƬe 1. A(1, 1, 1), B(0,−1, 2) i C(2, 3,−1).

π : ax + by + cz + d = 0.
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π : ax + by + cz + d = 0.

A ∈ π ⇒ a · 1 + b · 1 + c · 1 + d = 0
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A ∈ π ⇒ a · 1 + b · 1 + c · 1 + d = 0

B ∈ π ⇒ a · 0 + b · (−1) + c · 2 + d = 0



RexeƬe 1. A(1, 1, 1), B(0,−1, 2) i C(2, 3,−1).

π : ax + by + cz + d = 0.

A ∈ π ⇒ a · 1 + b · 1 + c · 1 + d = 0

B ∈ π ⇒ a · 0 + b · (−1) + c · 2 + d = 0

C ∈ π ⇒ a · 2 + b · 3 + c · (−1) + d = 0



RexeƬe 1. A(1, 1, 1), B(0,−1, 2) i C(2, 3,−1).

π : ax + by + cz + d = 0.

A ∈ π ⇒ a · 1 + b · 1 + c · 1 + d = 0

B ∈ π ⇒ a · 0 + b · (−1) + c · 2 + d = 0

C ∈ π ⇒ a · 2 + b · 3 + c · (−1) + d = 0

Homogen sistem:

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0



a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0 III − 2 · I



a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0 III − 2 · I

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

b − 3c − d = 0
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− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0 III − 2 · I

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

b − 3c − d = 0 III + II

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

− c = 0



a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

2a + 3b − c + d = 0 III − 2 · I

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

b − 3c − d = 0 III + II

a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

− c = 0

a, b, c vezane promenƩive, d slobodna.
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a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

− c = 0

a, b, c vezane promenƩive, d slobodna.

d = t, t ∈ R

c = 0

b = t

a = −2t



a + b + c + d = 0
− b + 2c + d = 0

− c = 0

a, b, c vezane promenƩive, d slobodna.

d = t, t ∈ R

c = 0

b = t

a = −2t

tj. (a, b, c, d) = (−2t, t, 0, t), t ∈ R.



d = t, t ∈ R

c = 0

b = t

a = −2t

tj. (a, b, c, d) = (−2t, t, 0, t), t ∈ R.

Npr. t = −1 ⇒ (a, b, c, d) = (2,−1, 0,−1),
odakle je

π : 2x − y − 1 = 0.
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π: +(x−1) · (4−2)− (y−1) · (2−1)+(z−1) ·
(

−2− (−2)
)

= 0.

π : 2x − y − 1 = 0.
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~n = ~a ×~b =
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= 2 ·~i − 1 ·~j + 0 · ~k = (2,−1, 0).

Jednaqina ravni koja ima vektor normale
~n = (2,−1, 0) i prolazi kroz taqku A(1, 1, 1) je

2 · (x − 1) − 1 · (y − 1) + 0 · (z − 1) = 0.



Jednaqina ravni koja ima vektor normale
~n = (2,−1, 0) i prolazi kroz taqku A(1, 1, 1) je

2 · (x − 1) − 1 · (y − 1) + 0 · (z − 1) = 0.

Traжena ravan je π : 2x − y − 1 = 0.



2. 4.5.

Napisati jednaqinu ravni koja sadrжi taqku

A(2,−1, 1)

i normalna je na ravni

α : 3x + 2y − z + 4 = 0 i β : x + y + z − 3 = 0.



RexeƬe 1.

Ravan α : 3x + 2y − z + 4 = 0 ima ~nα = (3, 2,−1).



RexeƬe 1.
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Ravan β : x + y + z − 3 = 0 ima ~nβ = (1, 1, 1).
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π ⊥ α, π ⊥ β ⇒ ~nπ ⊥ ~nα, ~nπ ⊥ ~nβ

⇒ ~nπ = ~nα × ~nβ
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~nπ = (3, 2,−1) × (1, 1, 1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

3 2 −1
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (3,−4, 1).



RexeƬe 1.

Ravan α : 3x + 2y − z + 4 = 0 ima ~nα = (3, 2,−1).

Ravan β : x + y + z − 3 = 0 ima ~nβ = (1, 1, 1).

π ⊥ α, π ⊥ β ⇒ ~nπ ⊥ ~nα, ~nπ ⊥ ~nβ

⇒ ~nπ = ~nα × ~nβ

~nπ = (3, 2,−1) × (1, 1, 1) =
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A(2,−1, 1):

3 · (x − 2) − 4 ·
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+ 1 · (z − 1) = 0.



RexeƬe 1.

Ravan α : 3x + 2y − z + 4 = 0 ima ~nα = (3, 2,−1).

Ravan β : x + y + z − 3 = 0 ima ~nβ = (1, 1, 1).

π ⊥ α, π ⊥ β ⇒ ~nπ ⊥ ~nα, ~nπ ⊥ ~nβ

⇒ ~nπ = ~nα × ~nβ

~nπ = (3, 2,−1) × (1, 1, 1) =
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= (3,−4, 1).

A(2,−1, 1):

3 · (x − 2) − 4 ·
(

y − (−1)
)

+ 1 · (z − 1) = 0.

Traжena ravan je π : 3x − 4y + z − 11 = 0.
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RexeƬe 2. α ∩ β = p.

π ⊥ α, π ⊥ β ⇒ π ⊥ p.

β : x + y + z = 3
α : 3x + 2y − z = −4 II − 3 · I

x + y + z = 3
− y − 4z = −13

x = 3t − 10, y = 13 − 4t, z = t, t ∈ R, xto je p u
parametarskom obliku. Kanonski oblik:
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RexeƬe 2. α ∩ β = p.

π ⊥ α, π ⊥ β ⇒ π ⊥ p.

β : x + y + z = 3
α : 3x + 2y − z = −4

x = 3t − 10, y = 13 − 4t, z = t, t ∈ R

p :
x + 10

3
=

y − 13

−4
=

z

1
= t,

~vp = (3,−4, 1). Zbog π ⊥ p uzimamo

~nπ = ~vp = (3,−4, 1).



(x, y, z) = (3t − 10, 13 − 4t, t), t ∈ R,

p :
x + 10

3
=

y − 13

−4
=

z

1
= t,

~vp = (3,−4, 1). Zbog π ⊥ p uzimamo

~nπ = ~vp = (3,−4, 1).

A(2,−1, 1):

3 · (x − 2) − 4 ·
(

y − (−1)
)

+ 1 · (z − 1) = 0.

Traжena ravan je π : 3x − 4y + z − 11 = 0.



3. sliqan sa 4.9.

Ispitati uzajamni poloжaj ravni α i β
(

ako su α i β paralelne izraqunati rastojaƬe
izme�u Ƭih, d(α, β), a ako se seku izraqunati
ugao koji zaklapaju, ∢(α, β)

)

ako je:

a) α : x − y + 1 = 0 i β : y − z + 1 = 0;

b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.



RexeƬe. a) α : x − y + 1 = 0, β : y − z + 1 = 0.

~nα = (1,−1, 0) i ~nβ = (0, 1,−1) su linearno
nezavisni (~nα 6= λ · ~nβ)



RexeƬe. a) α : x − y + 1 = 0, β : y − z + 1 = 0.

~nα = (1,−1, 0) i ~nβ = (0, 1,−1) su linearno
nezavisni (~nα 6= λ · ~nβ) ⇒
ravni α i β nisu paralelne (seku se).



RexeƬe. a) α : x − y + 1 = 0, β : y − z + 1 = 0.

~nα = (1,−1, 0) i ~nβ = (0, 1,−1) su linearno
nezavisni (~nα 6= λ · ~nβ) ⇒
ravni α i β nisu paralelne (seku se).

Ugao ϕ koji obrazuju dat je sa

cos ϕ =
|~nα · ~nβ |
|~nα| · |~nβ|

=
| − 1|√
2 ·

√
2

=
1

2
⇒ ϕ =

π

3
.



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?

Dobijamo je kad fiksiramo 2 koordinate, npr.
y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. A(1, 0, 0).



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?

Dobijamo je kad fiksiramo 2 koordinate, npr.
y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. A(1, 0, 0).

A β: 2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1 = 0, tj. 1 = 0



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?

Dobijamo je kad fiksiramo 2 koordinate, npr.
y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. A(1, 0, 0).

A β: 2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1 = 0, tj. 1 = 0

⇒ A 6∈ β ⇒ α ‖ β.



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?

Dobijamo je kad fiksiramo 2 koordinate, npr.
y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. A(1, 0, 0).

A β: 2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1 = 0, tj. 1 = 0

⇒ A 6∈ β ⇒ α ‖ β.

d(α, β) = d(A, β)



b) α : x− 2y + z − 1 = 0 i β : 2x− 4y + 2z − 1 = 0.

(1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

A proizvoƩna taqka iz α : x − 2y + z − 1 = 0?

Dobijamo je kad fiksiramo 2 koordinate, npr.
y = z = 0 ⇒ x = 1, tj. A(1, 0, 0).

A β: 2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1 = 0, tj. 1 = 0

⇒ A 6∈ β ⇒ α ‖ β.

d(α, β) = d(A, β)

RastojaƬe A(1, 0, 0) do β : 2x − 4y + 2z − 1 = 0 je



b) (1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

d(α, β) = d(A, β)

RastojaƬe A(1, 0, 0) do β : 2x − 4y + 2z − 1 = 0 je

d(A, β) =
|2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1|

√

22 + (−4)2 + 22
=

1√
24

=

√
6

12

pa je i d(α, β) =
√

6
12 .



b) (1,−2, 1) = 1
2 (2,−4, 2) ⇒ ~nα = 1

2~nβ ⇒
ravni α i β su paralelne ili se poklapaju.

d(α, β) = d(A, β)

RastojaƬe A(1, 0, 0) do β : 2x − 4y + 2z − 1 = 0 je

d(A, β) =
|2 · 1 − 4 · 0 + 2 · 0 − 1|

√

22 + (−4)2 + 22
=

1√
24

=

√
6

12

pa je i d(α, β) =
√

6
12 .

d(α, β) =
√

6
12 6= 0 ⇒ ravni α i β su paralelne.



4. 4.11.

Odrediti jednaqinu ravni π koja sadrжi
presek ravni

α : x + 2y + 3z − 4 = 0 i β : 3x + z − 5 = 0

i koja na koordinatnim osama Oy i Oz odseca
podudarne odseqke.



RexeƬe. Snop ravni je

x + 2y + 3z − 4 + λ(3x + z − 5) = 0,

π : (1 + 3λ)x + 2y + (3 + λ)z + (−4 − 5λ) = 0.



RexeƬe. Snop ravni je

x + 2y + 3z − 4 + λ(3x + z − 5) = 0,

π : (1 + 3λ)x + 2y + (3 + λ)z + (−4 − 5λ) = 0.

Odseqak na osi Oy dobijamo kad zamenimo

x = z = 0 ⇒ y =
4 + 5λ

2
.



RexeƬe. Snop ravni je

x + 2y + 3z − 4 + λ(3x + z − 5) = 0,

π : (1 + 3λ)x + 2y + (3 + λ)z + (−4 − 5λ) = 0.

Odseqak na osi Oy dobijamo kad zamenimo

x = z = 0 ⇒ y =
4 + 5λ

2
.

Odseqak na osi Oz dobijamo kad zamenimo

x = y = 0 ⇒ z =
4 + 5λ

3 + λ
.



Kako su odseqci jednake duжine imamo:

1◦ 4+5λ
2 = 4+5λ

3+λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo

2 = 3 + λ ⇒ λ = −1,

pa je π1 : − 2x + 2y + 2z + 1 = 0.



Kako su odseqci jednake duжine imamo:

1◦ 4+5λ
2 = 4+5λ

3+λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo

2 = 3 + λ ⇒ λ = −1,

pa je π1 : − 2x + 2y + 2z + 1 = 0.

2◦ 4+5λ
2 = −4+5λ

3+λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo

2 = −3 − λ ⇒ λ = −5,

pa je π2 : − 14x + 2y − 2z + 21 = 0.



Kako su odseqci jednake duжine imamo:

1◦ 4+5λ
2 = 4+5λ

3+λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo

2 = 3 + λ ⇒ λ = −1,

pa je π1 : − 2x + 2y + 2z + 1 = 0.

2◦ 4+5λ
2 = −4+5λ

3+λ
, za 4 + 5λ 6= 0 imamo

2 = −3 − λ ⇒ λ = −5,

pa je π2 : − 14x + 2y − 2z + 21 = 0.

3◦ 4 + 5λ = 0 ⇒ λ = −4
5 , pa je

π3 : − 7
5x + 2y + 11

5 z = 0,

π3 : − 7x + 10y + 11z = 0.



5. 4.15.

Odrediti pravu q koja sadrжi taqku

A(−1, 3,−2)

i paralelna je pravoj

p :

{

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

.



RexeƬe. Za paralelne prave vaжi ~vq = λ ·~vp.



RexeƬe. Za paralelne prave vaжi ~vq = λ ·~vp.

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

p: x = −2
5 t + 18

5 , y = 4
5 t − 1

5 , z = t, t ∈ R,



RexeƬe. Za paralelne prave vaжi ~vq = λ ·~vp.

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

p: x = −2
5 t + 18

5 , y = 4
5 t − 1

5 , z = t, t ∈ R,

p :
x − 18

5

−2
5

=
y + 1

5
4
5

=
z

1
,

~vp = (−2
5 , 4

5 , 1)



RexeƬe. Za paralelne prave vaжi ~vq = λ ·~vp.

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

p: x = −2
5 t + 18

5 , y = 4
5 t − 1

5 , z = t, t ∈ R,

p :
x − 18

5

−2
5

=
y + 1

5
4
5

=
z

1
,

~vp = (−2
5 , 4

5 , 1) ⇒ ~vq = 5~vp = (−2, 4, 5).



RexeƬe. Za paralelne prave vaжi ~vq = λ ·~vp.

3x − y + 2z − 7 = 0
x + 3y − 2z − 3 = 0

p: x = −2
5 t + 18

5 , y = 4
5 t − 1

5 , z = t, t ∈ R,

p :
x − 18

5

−2
5

=
y + 1

5
4
5

=
z

1
,

~vp = (−2
5 , 4

5 , 1) ⇒ ~vq = 5~vp = (−2, 4, 5).

A(−1, 3,−2) ⇒ q :
x + 1

−2
=

y − 3

4
=

z + 2

5
.
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