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2. Linearna algebra



2.3. Matrice
Teorijski uvod
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DEFINICIJE:

Submatrica matrice A se dobija tako xto
u A odbacimo neke vrste i/ili kolone.

Rang matrice A, r(A), je red Ƭene najve�e
regularne kvadratne submatrice.

Rang nula–matrice






0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0







je jednak 0.
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Elementarne transformacije matrice ne
meƬaju rang i one su:

1◦ zamena mesta 2 vrste (kolone),

2◦ mnoжeƬe vrste (kolone) brojem k 6= 0,

3◦ dodavaƬe vrste (kolone), pomnoжene nekim
brojem, drugoj vrsti (koloni).
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Vektori ~v1, ~v2, . . . , ~vm ∈ Rn su linearno

zavisni ako postoje k1, k2, . . . , km ∈ R takvi da

k1~v1 + k2~v2 + . . . + km~vm = ~0

i (k1, k2, . . . , km) 6= (0, 0, . . . , 0).

U protivnom su vektori linearno nezavisni.



Teorema 1. Rang matrice A, r(A), je najve�i
broj linearno nezavisnih vrsta (kolona).



Teorema 1. Rang matrice A, r(A), je najve�i
broj linearno nezavisnih vrsta (kolona).

Rang r(A) je broj vrsta matrice A u
stepenastom obliku koje nemaju sve
elemente 0.



Zadaci

1.

Ako su A, B, X i B − I regularne matrice,
odrediti matricu X iz matriqne jednaqine

AX−1B − B = AX−1.
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RexeƬe 2. Iz X−1(B − I) = A−1B:

X−1 = A−1B(B − I)−1

i onda je

X = (X−1)−1 = (A−1B(B − I)−1)−1

pa iz formule (M · N)−1 = N−1 · M−1

dobijamo
X = (B − I)B−1A.



2.

Neka je

A =











a 0 b
0 c 0
b 0 a



 : a, b, c ∈ Q, c 6= 0, |a| 6= |b|







,

a · je op. mnoжeƬa matrica.

Ispitati da li je (A, ·) Abelova grupa.
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b 0 a


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
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



m 0 n
0 p 0
n 0 m
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
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RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

a, b, c, m, n, p ∈ Q ⇒ am + bn, an + bm, cp ∈ Q

c 6= 0, p 6= 0 ⇒ cp 6= 0

Pokaжimo jox da je |am + bn| 6= |an + bm|.

Pp. suprotno:

am + bn = an + bm ili am + bn = −an − bm.

am + bn − an − bm = 0



RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

a, b, c, m, n, p ∈ Q ⇒ am + bn, an + bm, cp ∈ Q

c 6= 0, p 6= 0 ⇒ cp 6= 0

Pokaжimo jox da je |am + bn| 6= |an + bm|.

Pp. suprotno:

am + bn = an + bm ili am + bn = −an − bm.

(a − b)(m − n) = 0 ili (a + b)(m + n) = 0



RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

a, b, c, m, n, p ∈ Q ⇒ am + bn, an + bm, cp ∈ Q

c 6= 0, p 6= 0 ⇒ cp 6= 0

Pokaжimo jox da je |am + bn| 6= |an + bm|.

Pp. suprotno:

am + bn = an + bm ili am + bn = −an − bm.

(a − b)(m − n) = 0 ili (a + b)(m + n) = 0

a = b ili m = n a = −b ili m = −n



RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p)=A(am + bn, an + bm, cp)∈A

X
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trica 3 × 3 pa je i u skupu A ⊂ M. X



RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp). X

Asocijativnost:

MnoжeƬe matrica je asoc. u skupu M svih ma-
trica 3 × 3 pa je i u skupu A ⊂ M. X

Neutralni element:

I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1







RexeƬe. Oznaqimo A(a, b, c) =





a 0 b
0 c 0
b 0 a



.

Zatvorenost:

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp). X

Asocijativnost:

MnoжeƬe matrica je asoc. u skupu M svih ma-
trica 3 × 3 pa je i u skupu A ⊂ M. X

Neutralni element:

I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = A(1,0,1) ∈ A. X
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Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Napomena. Inv. element smo mogli dobiti:
A · A−1 = I A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(1, 0, 1), tj.

A(am + bn, an + bm, cp) = A(1, 0, 1).



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Napomena. Inv. element smo mogli dobiti:
A · A−1 = I A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(1, 0, 1), tj.

A(am + bn, an + bm, cp) = A(1, 0, 1).

RexavaƬem sistema
am + bn = 1
an + bm = 0

cp = 1
dobijamo

a = a

a2
−b2

, b = −b

a2
−b2

, c = 1

c
.



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Komutativnost:

Iz komutativnosti + i · u Q sledi

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Komutativnost:

Iz komutativnosti + i · u Q sledi

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

= A(ma + nb, mb + na, pc)



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Komutativnost:

Iz komutativnosti + i · u Q sledi

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

= A(ma + nb, mb + na, pc)

= A(m, n, p) · A(a, b, c). X



Inverzni element:

je inverzna matr. A−1 matrice A = A(a, b, c):

A−1 = A( a

a2
−b2

, −b

a2
−b2

, 1

c
) ∈ A. X

Komutativnost:

Iz komutativnosti + i · u Q sledi

A(a, b, c) · A(m, n, p) = A(am + bn, an + bm, cp)

= A(ma + nb, mb + na, pc)

= A(m, n, p) · A(a, b, c). X
ZAKƨUQAK:

(A, ·) jeste Abelova grupa.



3.

Odrediti rang matrice

A =









2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5









.



RexeƬe.

A =









2 −4 3 1 0

1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









<

<⊃
∼






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
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
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2 −4 3 1 0
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0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









<

<⊃
∼









1 −2 1 −4 2

2 −4 3 1 0

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









II − 2 · I

IV − 4 · I

∼









1 −2 1 −4 2

0 0 1 9 −4

0 1 −1 3 1

0 1 0 12 −3









<

<⊃∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 1 0 12 −3









IV − II



RexeƬe.

A =









2 −4 3 1 0

1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









<

<⊃
∼









1 −2 1 −4 2

2 −4 3 1 0

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









II − 2 · I

IV − 4 · I

∼









1 −2 1 −4 2

0 0 1 9 −4

0 1 −1 3 1

0 1 0 12 −3









<

<⊃∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 1 0 12 −3









IV − II

∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 0 1 9 −4









IV − III

∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 0 0 0 0











RexeƬe.

A =









2 −4 3 1 0

1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









<

<⊃
∼









1 −2 1 −4 2

2 −4 3 1 0

0 1 −1 3 1

4 −7 4 −4 5









II − 2 · I

IV − 4 · I

∼









1 −2 1 −4 2

0 0 1 9 −4

0 1 −1 3 1

0 1 0 12 −3









<

<⊃∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 1 0 12 −3









IV − II

∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 0 1 9 −4









IV − III

∼









1 −2 1 −4 2

0 1 −1 3 1

0 0 1 9 −4

0 0 0 0 0









pa je r(A) = 3.



4.

Odrediti rang matrice

A =





2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1





u zavisnosti od realnog parametra a.



RexeƬe.

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 + 7a − 8 = (a − 1)(a + 8).



RexeƬe.

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 + 7a − 8 = (a − 1)(a + 8).

1◦ Za a 6= 1,−8

|A| 6= 0 ⇒ A regularna ⇒ r(A) = 3.



RexeƬe.

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 + 7a − 8 = (a − 1)(a + 8).

1◦ Za a 6= 1,−8

|A| 6= 0 ⇒ A regularna ⇒ r(A) = 3.

2◦ Za a = 1 ili 3◦ za a = −8

|A| = 0 ⇒ A singularna⇒ r(A) 6= 3 ⇒ r(A) < 3.



RexeƬe.

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −a
1 3 −1
3 −a −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a2 + 7a − 8 = (a − 1)(a + 8).

1◦ Za a 6= 1,−8

|A| 6= 0 ⇒ A regularna ⇒ r(A) = 3.

2◦ Za a = 1 ili 3◦ za a = −8

|A| = 0 ⇒ A singularna⇒ r(A) 6= 3 ⇒ r(A) < 3.

∣

∣

∣

∣

2 1
1 3

∣

∣

∣

∣

= 6 − 1 = 5 6= 0 ⇒ r(A) = 2.



2◦ Za a = 1: u A zamenimo svako a sa 1:

A =





2 1 −1
1 3 −1
3 −1 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 −1
3 −1 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I



2◦ Za a = 1: u A zamenimo svako a sa 1:

A =





2 1 −1
1 3 −1
3 −1 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 −1
3 −1 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼





1 3 −1
0 −5 1
0 −10 2





III − 2 · II
∼





1 3 −1
0 −5 1
0 0 0



,



2◦ Za a = 1: u A zamenimo svako a sa 1:

A =





2 1 −1
1 3 −1
3 −1 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 −1
3 −1 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼





1 3 −1
0 −5 1
0 −10 2





III − 2 · II
∼





1 3 −1
0 −5 1
0 0 0



,

pa je r(A) = 2.



3◦ Za a = −8: u A zamenimo svako a sa −8:

A =





2 1 8
1 3 −1
3 8 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 8
3 8 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼



3◦ Za a = −8: u A zamenimo svako a sa −8:

A =





2 1 8
1 3 −1
3 8 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 8
3 8 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼





1 3 −1
0 −5 10
0 −1 2



<

<⊃
∼





1 3 −1
0 −1 2
0 −5 10





III − 5 · II
∼



3◦ Za a = −8: u A zamenimo svako a sa −8:

A =





2 1 8
1 3 −1
3 8 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 8
3 8 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼





1 3 −1
0 −5 10
0 −1 2



<

<⊃
∼





1 3 −1
0 −1 2
0 −5 10





III − 5 · II
∼





1 3 −1
0 −1 2
0 0 0



,



3◦ Za a = −8: u A zamenimo svako a sa −8:

A =





2 1 8
1 3 −1
3 8 −1





<

<⊃∼





1 3 −1
2 1 8
3 8 −1



 II − 2 · I
III − 3 · I

∼





1 3 −1
0 −5 10
0 −1 2



<

<⊃
∼





1 3 −1
0 −1 2
0 −5 10





III − 5 · II
∼





1 3 −1
0 −1 2
0 0 0



, pa je r(A) = 2.



ZAKƨUQAK:

r(A) =

{

3 za a 6= 1,−8

2 za a = 1 ili a = −8.



5.

Odrediti rang matrice

A =





1 a 2 1
1 2a − 1 3 1
1 3a − 2 b + 1 b − 2





u zavisnosti od realnih parametara a i b.



RexeƬe.

A =





1 a 2 1
1 2a − 1 3 1
1 3a − 2 b + 1 b − 2



 II − I
III − I

∼



RexeƬe.

A =





1 a 2 1
1 2a − 1 3 1
1 3a − 2 b + 1 b − 2



 II − I
III − I

∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 2a − 2 b − 1 b − 3





III − 2 · II
∼



RexeƬe.

A =





1 a 2 1
1 2a − 1 3 1
1 3a − 2 b + 1 b − 2



 II − I
III − I

∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 2a − 2 b − 1 b − 3





III − 2 · II
∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 0 b − 3 b − 3



.



RexeƬe.

A =





1 a 2 1
1 2a − 1 3 1
1 3a − 2 b + 1 b − 2



 II − I
III − I

∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 2a − 2 b − 1 b − 3





III − 2 · II
∼







1 a 2 1

0 a − 1 1 0

0 0 b − 3 b − 3






.

1◦ Ako je a 6= 1 i b 6= 3 onda je r(A) = 3.



2◦ Za b = 3:

A ∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 0 0 0



,



2◦ Za b = 3:

A ∼





1 a 2 1
0 a − 1 1 0
0 0 0 0



,

pa je r(A) = 2.



3◦ Za a = 1 i b 6= 3:

A ∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 b − 3 b − 3





III · 1

b−3

∼



3◦ Za a = 1 i b 6= 3:

A ∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 b − 3 b − 3





III · 1

b−3

∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 1 1





III − II
∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 0 1







3◦ Za a = 1 i b 6= 3:

A ∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 b − 3 b − 3





III · 1

b−3

∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 1 1





III − II
∼





1 1 2 1
0 0 1 0
0 0 0 1





pa je r(A) = 3.



ZAKƨUQAK:

r(A) =

{

3 za b 6= 3

2 za b = 3.



4. Sistemi linearnih
jednaqina

Teorijski uvod



Rexiti sistem = na�i opxte rexeƬe,
tj. odrediti SVA rexeƬa sistema.



Gausov sistem eliminacije

DozvoƩene su 3 vrste transformacija
jednaqina sistema:



Gausov sistem eliminacije

DozvoƩene su 3 vrste transformacija
jednaqina sistema:

1◦ zamena mesta dve jednaqine;



Gausov sistem eliminacije

DozvoƩene su 3 vrste transformacija
jednaqina sistema:

1◦ zamena mesta dve jednaqine;

2◦ mnoжeƬe jednaqine brojem k 6= 0;



Gausov sistem eliminacije

DozvoƩene su 3 vrste transformacija
jednaqina sistema:

1◦ zamena mesta dve jednaqine;

2◦ mnoжeƬe jednaqine brojem k 6= 0;

3◦ dodavaƬe jednaqine pomnoжene sa k nekoj
drugoj jednaqini.



Gausov sistem eliminacije

DozvoƩene su 3 vrste transformacija
jednaqina sistema:

1◦ zamena mesta dve jednaqine;

2◦ mnoжeƬe jednaqine brojem k 6= 0;

3◦ dodavaƬe jednaqine pomnoжene sa k nekoj
drugoj jednaqini.

Imamo 2 karakteristiqna sluqaja:



Imamo 2 karakteristiqna sluqaja:

0 = b
gde je b 6= 0 – tada kaжemo da sistem nije

saglasan, tj. da nema rexeƬa;



Imamo 2 karakteristiqna sluqaja:

0 = b
gde je b 6= 0 – tada kaжemo da sistem nije

saglasan, tj. da nema rexeƬa;

0 = 0
ovu jednaqinu izbrixemo i nastavimo sa
rexavaƬem sistema!



Ovim transformacijama polazni sistem
svodimo na sistem u stepenastom obliku:



Ovim transformacijama polazni sistem
svodimo na sistem u stepenastom obliku:

Ako smo sistem sveli na sistem u stepenas-
tom obliku tada je on saglasan, tj. ima rexeƬa
(jedno ili vixe).



Ako smo sistem sveli na sistem u stepenas-
tom obliku tada je on saglasan, tj. ima rexeƬa
(jedno ili vixe).

PromenƩive koje su na poqetku jednaqina su
vezane a ostale su slobodne promenƩive

(Ƭima dodeƩujemo vrednosti parametara).



Stepenast sistem sa n promenƩivih:

r vezanih i n − r slobodnih.



Stepenast sistem sa n promenƩivih:

r vezanih i n − r slobodnih.

• r = n sistem ima jedinstveno rexeƬe.



Stepenast sistem sa n promenƩivih:

r vezanih i n − r slobodnih.

• r = n sistem ima jedinstveno rexeƬe.

• r < n sistem ima vixestruko rexeƬe

(ili beskonaqno mnogo rexeƬa)

koje zavisi od n − r parametara.



Zadaci

6. Rexiti sistem

x + y − z = −4
2x + y = 0
x − y + z = 6

1) matriqnom metodom;

2) Gausovim sistemom eliminacije;



RexeƬe 1. MATRIQNA METODA

Matrica sistema A =





1 1 −1
2 1 0
1 −1 1





(za Ƭu smo odredili A−1 na II dvoqasu).



RexeƬe 1. MATRIQNA METODA

Matrica sistema A =





1 1 −1
2 1 0
1 −1 1





(za Ƭu smo odredili A−1 na II dvoqasu).

Matrica nepoznatih X =





x
y
z



.



RexeƬe 1. MATRIQNA METODA

Matrica sistema A =





1 1 −1
2 1 0
1 −1 1





(za Ƭu smo odredili A−1 na II dvoqasu).

Matrica nepoznatih X =





x
y
z



.

Matrica slobodnih qlanova B =





−4
0
6



.



Matriqna jednaqina A · X = B





1 1 −1
2 1 0
1 −1 1



 ·





x
y
z



 =





−4
0
6







Matriqna jednaqina A · X = B





1 1 −1
2 1 0
1 −1 1



 ·





x
y
z



 =





−4
0
6









x + y − z
2x + y
x − y + z



 =





−4
0
6





xto je nax sistem.



RexeƬe A · X = B je

X =





x
y
z



 = A−1 · B



RexeƬe A · X = B je

X =





x
y
z



 = A−1 · B

=
1

2





1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1



 ·





−4
0
6



 =





1
−2
3



,



RexeƬe A · X = B je

X =





x
y
z



 = A−1 · B

=
1

2





1 0 1
−2 2 −2
−3 2 −1



 ·





−4
0
6



 =





1
−2
3



,

tj. rexeƬe sistema je x = 1, y = −2, z = 3.



RexeƬe 2. GAUSOV SISTEM ELIMIN.

x + y − z = −4
2x + y = 0 II − 2 · I
x − y + z = 6 III − I



RexeƬe 2. GAUSOV SISTEM ELIMIN.
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− 2y + 2z = 10 III − 2 · II
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x + y − z = −4
2x + y = 0 II − 2 · I
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x + y − z = −4
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x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6



RexeƬe 2. GAUSOV SISTEM ELIMIN.

x + y − z = −4
2x + y = 0 II − 2 · I
x − y + z = 6 III − I

x + y − z = −4
− y + 2z = 8
− 2y + 2z = 10 III − 2 · II

x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

x, y i z su vezane ⇒ sis. ima jedinstveno rex.



x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

Iz III:

z =
−6

−2
= 3.



x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

Iz III:

z =
−6

−2
= 3.

To u II:

−y + 2 · 3 = 8 ⇒ y = −2.



x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

Iz III:

z =
−6

−2
= 3.

To u II:

−y + 2 · 3 = 8 ⇒ y = −2.

y i z ubacimo u I:

x + (−2) − 3 = −4 ⇒ x = 1.



Iz III:

z =
−6

−2
= 3.

To u II:

−y + 2 · 3 = 8 ⇒ y = −2.

y i z ubacimo u I:

x + (−2) − 3 = −4 ⇒ x = 1.

ZAKƨUQAK:

(x, y, z) = (1,−2, 3).



KRAJ QASA


