
V dvoqas veжbi

mr Vladimir Balti�

3. Vektori



3. Vektori
Teorijski uvod



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:

1◦ (V, +) Abelova grupa.



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:

1◦ (V, +) Abelova grupa.

2◦ vaжe jednakosti:

k · (~v + ~w) = k · ~v + k · ~w,



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:

1◦ (V, +) Abelova grupa.

2◦ vaжe jednakosti:

k · (~v + ~w) = k · ~v + k · ~w,

(k + m) · ~v = k · ~v + m · ~v,



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:

1◦ (V, +) Abelova grupa.

2◦ vaжe jednakosti:

k · (~v + ~w) = k · ~v + k · ~w,

(k + m) · ~v = k · ~v + m · ~v,

k · (m · ~v) = (k · m) · ~v,



Definicija 1. K poƩe skalara, V skup
vektora. (V, K, +, ·) vektorski prostor nad K

ako je:

1◦ (V, +) Abelova grupa.

2◦ vaжe jednakosti:

k · (~v + ~w) = k · ~v + k · ~w,

(k + m) · ~v = k · ~v + m · ~v,

k · (m · ~v) = (k · m) · ~v,

1 · ~v = ~v.
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Definicija 3. Linearno nezavisan skup B

koji generixe v.p. V je baza v.p. V .
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Definicija 4. Neka je V v.p. nad K, sa bazom
od n elemenata. Tada je n dimenzija v.p. V ,
dimV .

Ako je V = {~0}, onda je dimV = 0.
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Teorema 2. Neka je V v.p. nad K i dimV = n sa
bazom B = {~v1, ~v2, . . . , ~vn}. Tada se vektor ~v ∈ V

moжe na jedinstven naqin izraziti u obliku
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gde su ai ∈ K.

Definicija 5. a1, a2, . . . , an su koordinate

vektora ~v u odnosu na bazu B.

Pisa�emo ~v = (a1, a2, . . . , an).



Teorema 3. Neka je V v.p. nad K, dim V = n

sa bazom B = {~v1, ~v2, . . . , ~vn}. Neka su
~u = (a1, a2, . . . , an) i ~v = (b1, b2, . . . , bn).

Tada je

• ~u + ~v = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn);

• k · ~u = (k · a1, k · a2, . . . , k · an).
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3

Taqkama A(xA, yA, zA) i B(xB , yB, zB)

pridruжujemo vektor ~v =
−−→
AB:

~v = (xB − xA, yB − yA, zB − zA).

Intenzitet vektora ~v = (x, y, z) je

|~v| =
√

x2 + y2 + z2.

Nula–vektor: ~0 = (0, 0, 0).

Vektor intenziteta 1 je jediniqni vektor.

Jediniqne vektore koji imaju pravac i smer
koordinatnih osa su ~ex, ~ey i ~ez, ili ~i, ~j i ~k.
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Skalarni proizvod vektora ~a i ~b, ~a ·~b, je:

~a ·~b = |~a| · |~b| · cos∢(~a,~b).

Odavde dobijamo

|~a| =
√

~a · ~a.

Ako su ~a = (ax, ay, az) i ~b = (bx, by, bz)

~a ·~b = axbx + ayby + azbz.



Ako su ~a = (ax, ay, az) i ~b = (bx, by, bz)

~a ·~b = axbx + ayby + azbz.

Ukoliko je
~a ·~b = 0,

i ~a,~b 6= ~0 tada kaжemo da su ti vektori
ortogonalni i to oznaqavamo sa ~a ⊥ ~b.
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1) |~c| = |~a| · |~b| · sin∢(~a,~b);

2) ~c ⊥ ~a, ~c ⊥ ~b;

3) smer vektora ~c je takav da ~a, ~b i ~c qine
trijedar desne orijentacije.

Ako su ~a = (ax, ay, az) i ~b = (bx, by, bz) onda je

~a ×~b =
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Povrxina paralelograma nad ~a i ~b je

P = |~a ×~b|
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~b P



Povrxina paralelograma nad ~a i ~b je

P = |~a ×~b|,

a povrxina trougla nad ~a i ~b je

P =
1

2
|~a ×~b|.

~a

~b
P



Mexoviti proizvod tri vektora ~a, ~b i ~c je
izraz

[~a,~b,~c ] = ~a · (~b × ~c ) =
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Zapremina prizme nad ~a, ~b i ~c je

V = |~a · (~b × ~c )|

~a

~b

~c

V



Zapremina prizme nad ~a, ~b i ~c je

V = |~a · (~b × ~c )|,

a zapremina piramide nad ~a, ~b i ~c je

V =
1

6
|~a · (~b × ~c )|.

~a

~b

~c V
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GEOMETRIJSKE OSOBINE VEKTORA

~a i ~b su kolinearni ⇒ ~a ×~b = ~0.

~a i ~b nisu nula–vektori i ~a ×~b = ~0
⇒ ~a i ~b kolinearni.

Za kolinearne vektore ~a i ~b postoji λ 6= 0 tako
da je ~a = λ~b.

~a, ~b i ~c su komplanarni ⇒ ~a · (~b × ~c) = 0.

~a, ~b i ~c nisu nula–vektori i ~a · (~b × ~c) = 0

⇒ ~a, ~b i ~c komplanarni.

Za komplanarne vektore ~a, ~b i ~c postoje
α, β i γ, (α, β, γ) 6= (0, 0, 0), takvi da je

α~a + β~b + γ~c = ~0.



Zadaci

1. 3.3. Neka je

R
3 = {(a1, a2, a3) | a1, a2, a3 ∈ R}

(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)

λ · (a1, a2, a3) = (λ · a1, λ · a2, λ · a3).

a) Dokazati da je (R3, R, +, ·) v.p.

b) Dokazati da vektori

~e1 = (2, 1,−3), ~e2 = (3, 2,−5), ~e3 = (1,−1, 1)

qine bazu u R
3 i izraziti ~x = (6, 2,−7) pomo�u

vektora te baze.
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RexeƬe. a) Neka je ~v = (a, b, c) i ~w = (m, n, p).

U R
3 je + zatvorena jer je

~v + ~w = (a + m, b + n, c + p) ∈ R
3. X

Asocijativnost sabiraƬa vektora u R
3 sledi

iz asocijativnosti operacije + u R. X

Neutralni element je ~0 = (0, 0, 0) ∈ R
3. X

Inverzan element vektora ~v = (a, b, c) je

suprotan vektor −~v = (−a,−b,−c) ∈ R
3. X

Komutativnost sabiraƬa vektora sledi iz
komutativnosti + u R. X

⇒ (R3, +) je Abelova grupa.
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(
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)
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=
(
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)
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=
(
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)
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k · (m · ~v) = k ·
(
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)
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Zbog asocijativnosti operacije · u R je

k · (m · ~v) = k ·
(

m · (a, b, c)
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Zbog asocijativnosti operacije · u R je

k · (m · ~v) = k ·
(

m · (a, b, c)
)

= k · (ma, mb, mc)

= (kma, kmb, kmc) = (k · m) · ~v. X

Konaqno

1 · ~v = 1 · (a, b, c) = (1 · a, 1 · b, 1 · c) = (a, b, c) = ~v.

X

⇒ (R3, R, +, ·) je vektorski prostor.



b) ~e1, ~e2 i ~e3 su linearno nezavisni akko

α · ~e1 + β · ~e2 + γ · ~e3 = ~0

ima samo rexeƬe α = β = γ = 0.
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(2α, α,−3α) + (3β, 2β,−5β) + (γ,−γ, γ) =



α · ~e1 + β · ~e2 + γ · ~e3 = ~0

α · (2, 1,−3) + β · (3, 2,−5) + γ · (1,−1, 1) =

(2α, α,−3α) + (3β, 2β,−5β) + (γ,−γ, γ) =

(2α + 3β + γ, α + 2β − γ,−3α − 5β + γ) = (0, 0, 0)



α · ~e1 + β · ~e2 + γ · ~e3 = ~0

α · (2, 1,−3) + β · (3, 2,−5) + γ · (1,−1, 1) =

(2α, α,−3α) + (3β, 2β,−5β) + (γ,−γ, γ) =

(2α + 3β + γ, α + 2β − γ,−3α − 5β + γ) = (0, 0, 0)

se svodi na

2α + 3β + γ = 0
α + 2β − γ = 0

−3α − 5β + γ = 0.
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∣
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2α + 3β + γ = 0
α + 2β − γ = 0

−3α − 5β + γ = 0

je homogen. Zbog

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 1
1 2 −1
−3 −5 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0

ima jedinstveno rexeƬe: α = β = γ = 0, pa su
~e1, ~e2 i ~e3 linearno nezavisni.



Napomena. Linearnu zavisnost vektora

~e1 = (2, 1,−3), ~e2 = (3, 2,−5), ~e3 = (1,−1, 1)

moжemo ispitati tako xto odredimo rang
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vektora ~e1, ~e2 i ~e3.
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⇒ B = {~e1, ~e2, ~e3} je baza v.p. R
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Napomena. Umesto da pokaжemo da vektori
~e1, ~e2 i ~e3 generixu R

3 mogli smo da iskoris-
timo:

Teorema 4. Ako imamo n lin. nezav. vektora u
v.p. V , za koji je dimV = n, onda tih n vektora
qini bazu v.p. V .

Ovde imamo da je dim R
3 = 3 i pokazali smo da

su vektori ~e1, ~e2 i ~e3 linearno nezavisni, pa
oni qine bazu prostora R

3.
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rexeƬe α = 3 i β = −3, tj.

(−9, 3, 6) = 3 · (1, 2, 3) − 3 · (4, 1, 1).
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3. 3.21. Dati su vektori

~u = (6, 1, 1), ~v = (0, 3,−1) i ~w = (−2, 3, 5).

Odrediti t tako da bude ~u + t~v ⊥ ~w.

RexeƬe.

Oznaqimo ~x = ~u + t · ~v = (6, 1 + 3t, 1 − t).

~x ⊥ ~w ⇔ ~x · ~w = 0.

(6, 1+3t, 1−t)·(−2, 3, 5)=−12+(3+9t)+(5−5t)=0

−4 + 4t = 0 ⇒ t = 1.
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6. 3.32. Na�i povrxinu i duжinu visine
BD trougla ABC ako je A(−3,−2, 0), B(3,−3, 1)
i C(5, 0, 2).

A

B

C D
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2CA · BD i

|−→CA| =
√
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dobijamo BD =
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CA
=

2 · 6
√

3

6
√

2
=

√
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RexeƬe 2. P△ABC = 1
2

√
P1

2 + P2
2 + P3

2

P1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

xA yA 1
xB yB 1
xC yC 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 −2 1
3 −3 1
5 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 20,

P2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

yA zA 1
yB zB 1
yC zC 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 0 1
−3 1 1
0 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −4,

P3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

zA xA 1
zB xB 1
zC xC 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 −3 1
1 3 1
2 5 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −4.

P = 1
2

√
P1

2 + P2
2 + P3

2 = 1
2

√
432 = 6

√
3.



A

B

C D T b

ProizvoƩna taqka T sa prave b data je sa

(xT , yT , zT ) = (xC , yC , zC) + t · −→CA

= (5 − 8t,−2t, 2 − 2t)

(
−→
CA i

−→
CT kolinearni, tj. vaжi

−→
CT = t · −→CA).



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

= 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

= 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t

= 24 − 72t = 0



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

= 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t

= 24 − 72t = 0

t = 1
3 ⇒ podnoжje visine iz B je D( 7

3 ,−2
3 , 4

3 ).



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

= 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t

= 24 − 72t = 0

t = 1
3 ⇒ podnoжje visine iz B je D( 7

3 ,−2
3 , 4

3 ).

Vektor
−−→
BD = (−2

3 , 7
3 , 1

3 ), pa je traжena visina



D ∈ b pa je D(5 − 8t,−2t, 2 − 2t), za neko t.

t odre�ujemo iz CA ⊥ BD ⇔ −→
CA · −−→BD = 0.

−−→
BD = (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

−→
CA · −−→BD = (−8,−2,−2) · (2 − 8t, 3 − 2t, 2 − 2t)

= 16 − 64t + 6 − 4t + 2 − 4t

= 24 − 72t = 0

t = 1
3 ⇒ podnoжje visine iz B je D( 7

3 ,−2
3 , 4

3 ).

Vektor
−−→
BD = (−2

3 , 7
3 , 1

3 ), pa je traжena visina

|−−→BD| =
√

4
9 + 49

9 + 1
9 =

√
6.



7. 3.46. Date su taqke A(1,−1, 1), B(1, 3, 1),
C(3, 1, 1), i D(1, 1, 3).

a) Izraqunati zapreminu V piramide ABCD.

b) Izraqunati duжinu visine hD iz temena D

piramide ABCD.

A

B

C

D

E



RexeƬe. a) A(1,−1, 1), B(1, 3, 1), C(3, 1, 1), D(1, 1, 3).

−−→
AB = (0, 4, 0),

−→
AC = (2, 2, 0),

−−→
AD = (0, 2, 2).



RexeƬe. a) A(1,−1, 1), B(1, 3, 1), C(3, 1, 1), D(1, 1, 3).

−−→
AB = (0, 4, 0),

−→
AC = (2, 2, 0),

−−→
AD = (0, 2, 2).

Zapremina piramide ABCD data je sa

VABCD =
1

6
|−−→AB · (−→AC ×−−→

AD)| =
1

6
|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 4 0
2 2 0
0 2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

|

=
| − 16|

6
=

8

3
.



b) Povrxina trougla ABC je

P△ABC =
1

2
|−−→AB ×−→

AC|.



b) Povrxina trougla ABC je

P△ABC =
1

2
|−−→AB ×−→

AC|.

−−→
AB ×−→

AC =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

0 4 0
2 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (0, 0,−8) ⇒

P△ABC =
1

2
|(0, 0,−8)| = 1

2
· 8 = 4.



b) Povrxina trougla ABC je

P△ABC =
1

2
|−−→AB ×−→

AC|.

−−→
AB ×−→

AC =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

0 4 0
2 2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (0, 0,−8) ⇒

P△ABC =
1

2
|(0, 0,−8)| = 1

2
· 8 = 4.

Iz VABCD = 1
3P△ABC · hD ⇒ hD = 2.



Napomena. Taqka T u ravni ABC je

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC

= (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),
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−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2)



Napomena. Taqka T u ravni ABC je

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC

= (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),

−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2)

i rexavali bi sistem (po t i p)

−−→
DE · −−→AB = 0,

−−→
DE · −→AC = 0.



Napomena. Taqka T u ravni ABC je

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC

= (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),

−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2)

i rexavali bi sistem (po t i p)

−−→
DE · −−→AB = 0,

−−→
DE · −→AC = 0.

RexeƬe je t = 1
2 , p = 0 ⇒ podnoжje E(1, 1, 1).



Napomena. Taqka T u ravni ABC je

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC

= (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),

−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2)

i rexavali bi sistem (po t i p)

−−→
DE · −−→AB = 0,

−−→
DE · −→AC = 0.

RexeƬe je t = 1
2 , p = 0 ⇒ podnoжje E(1, 1, 1).

Konaqno, hD = |−−→DE| = 2.



Napomena. Taqka T u ravni ABC je

(xT , yT , zT ) = (xA, yA, zA) + t · −−→AB + p · −→AC

= (1 + 2p,−1 + 4t + 2p, 1),

−−→
DE = (2p,−2 + 4t + 2p,−2)

i rexavali bi sistem (po t i p)

−−→
DE · −−→AB = 0,

−−→
DE · −→AC = 0.

RexeƬe je t = 1
2 , p = 0 ⇒ podnoжje E(1, 1, 1).

Konaqno, hD = |−−→DE| = 2.

PitaƬe. Xta je jednaqina ravni ABC?
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