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2. Linearna algebra



4. Sistemi linearnih
jednaqina

Teorijski uvod



Kroneker-Kapelijeva teorema

Posmatrajmo sistem:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...
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Kroneker-Kapelijeva teorema

Posmatrajmo sistem:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

B =











a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm











je proxirena matrica sistema.
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Teorema 1. Kroneker-Kapelijeva teorema.
Sistem linearnih jednaqina je saglasan akko

r(A) = r(B).

1◦ r(A) < r(B) sistem nema rexeƬa;

2◦ r(A) = r(B) = n sistem ima jedinstveno
rexeƬe;

3◦ r(A) = r(B) < n sistem ima vixestruko
rexeƬe koje zavisi od n − r(A) parametara.



Kramerove formule

Sistem od n jednaqina sa n promenƩivih:
moжemo rexavati pomo�u determinanti.



Kramerove formule

Sistem od n jednaqina sa n promenƩivih:
moжemo rexavati pomo�u determinanti.

Determinanta matrice sistema

∆ = det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

je determinanta sistema.



Determinante

∆i = detBi, za i = 1, . . . , n.



Determinante

∆i = detBi, za i = 1, . . . , n.

Matrica Bi se dobija od matrice A zamenom
i-te kolone kolonom slobodnih qlanova

b1

b2

...
bn
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• ∆ 6= 0 sistem ima jedinstveno rexeƬe.
Ono je dato pomo�u Kramerovih formula:

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
• ∆ = 0 i neko ∆i 6= 0 sistem nema rexeƬa.

• ∆ = ∆1 = ∆2 = . . . = ∆n = 0 tada

???

ւ ց
nema rexeƬa ili

vixestruko
rexeƬe

MORA Gausovim sis. el.



Zadaci

0. Rexiti sistem

x + y − z = −4
2x + y = 0
x − y + z = 6

3) Kramerovim pravilom;

4) primenom Kroneker-Kapelijeve teoreme.



RexeƬe 3. KRAMEROVO PRAVILO

x + y − z = −4
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= 6.

∆ = 2 6= 0 ⇒ sistem ima jedinstveno rexeƬe:

x =
∆x

∆
= 1, y =

∆y

∆
= −2 i z =

∆z

∆
= 3.
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Gausov sistem eliminacije sa matriqnim
zapisom.
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∼
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

1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 −2 2 10





III − 2 · II
∼





1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6




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Proxirenoj matrici sistema





1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6





odgovara sistem

x + y − z = −4
− y + 2z = 8

− 2z = −6

r(A) = r(B) = 3 (broj promenƩivih)

⇒ rexeƬe je jedinstveno.







1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6





III : (−2)
∼
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

1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6





III : (−2)
∼





1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 1 3





I + III
II − 2 · III ∼




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0 −1 0 2
0 0 1 3


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



1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 −2 −6





III : (−2)
∼





1 1 −1 −4
0 −1 2 8
0 0 1 3





I + III
II − 2 · III ∼





1 1 0 −1
0 −1 0 2
0 0 1 3





I + II
(−1) · II ∼





1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 3







Matrica





1 0 0 1
0 1 0 −2
0 0 1 3



 je ekvivalentna sa

x = 1, y = −2, z = 3,

xto je rexeƬe sistema.
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Ispitati saglasnost i rexiti sistem

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1

3x + 3y + z = 2.
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x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1

3x + 3y + z = 2

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣
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1 2 −1
3 3 1

∣
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∣
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∣

∣

∣

1 −1 3
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2 3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 5

∆ = 0 i ∆x = 5 6= 0 ⇒ sistem nema rexeƬa.



RexeƬe 2. GAUSOV SIS. ELIMINACIJE

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II − I

3x + 3y + z = 2 III − 3 · I



RexeƬe 2. GAUSOV SIS. ELIMINACIJE

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II − I

3x + 3y + z = 2 III − 3 · I

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0
6y − 8z = −1 III − 2 · II



RexeƬe 2. GAUSOV SIS. ELIMINACIJE

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II − I

3x + 3y + z = 2 III − 3 · I

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0
6y − 8z = −1 III − 2 · II

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

0 = −1



RexeƬe 2. GAUSOV SIS. ELIMINACIJE

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1 II − I

3x + 3y + z = 2 III − 3 · I

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0
6y − 8z = −1 III − 2 · II

x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

0 = −1

Sistem nema rexeƬa.



2.

Ispitati saglasnost i rexiti sistem

x − y + 3z = 1
x + 2y − z = 1

3x + 3y + z = 3.



RexeƬe. Kako je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0

sistem MORAMO rexavati Gausovim
sistemom eliminacije.
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x − y + 3z = 1
3y − 4z = 0

z = α, α ∈ R.

Iz II:

3y − 4α = 0 ⇒ y =
4

3
α.

Iz I:

x −
4

3
α + 3α = 1 ⇒ x = 1 −

5

3
α.



Iz II:

3y − 4α = 0 ⇒ y =
4

3
α.

Iz I:

x −
4

3
α + 3α = 1 ⇒ x = 1 −

5

3
α.

ZAKƨUQAK:

Sistem ima vixestruko rexeƬe koje zavisi od
1 parametra:

(x, y, z) =

(

1 −
5

3
α,

4

3
α, α

)

, α ∈ R.



Napomena. Kako je α proizvoƩan realan broj,
mogli smo uzeti

z = 3t, t ∈ R

i dobili bi ”lepxe” rexeƬe

(x, y, z) = (1 − 5t, 4t, 3t), t ∈ R.



3. Ispitati saglasnost i rexiti sistem

x + y + z = 1
x + y + z = 2
x + y + z = 3.



RexeƬe. Kako je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0

sistem MORAMO rexavati Gausovim
sistemom eliminacije.
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x + y + z = 1
x + y + z = 2 II − I
x + y + z = 3 III − I

x + y + z = 1
0 = 1
0 = 2

ZAKƨUQAK:

Sistem nema rexeƬa.



4.

U zavisnosti od a ∈ R odrediti

fundamentalni sistem rexeƬa

i opxte rexeƬe sistema

3x − 2y + 5z + au = 0
6x − ay + 4z + 3u = 0
9x − 6y + 3z + 2u = 0.



RexeƬe.

Sistem ima 3 jednaqine i 4 nepoznate
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RexeƬe.

Sistem ima 3 jednaqine i 4 nepoznate

⇒ NE MOЖE preko determinanti,

⇒ NE MOЖE matriqnom metodom,

⇒ MORA Gausovim sistemom eliminacije

(Kroneker-Kapeli = Gausov sistem elim.)!
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◦ a 6= 4 i 2

◦ a = 4
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Sistem u stepenastom obliku

x, y i z vezane

u slobodna promenƩiva:

u = t, t ∈ R.
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Vra�aƬem unazad dobijamo:

z =
2 − 3a

12
t

y =
1

2
t

x =
3a − 22

36
t.

(x, y, z, u) =

(

3a − 22

36
t,

1

2
t,

2 − 3a

12
t, t

)

, t ∈ R.



(x, y, z, u) =

(

3a − 22

36
t,

1

2
t,

2 − 3a

12
t, t

)

, t ∈ R.

(x, y, z, u) = t ·

(

3a − 22

36
,
1

2
,
2 − 3a

12
, 1
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, t ∈ R.



(x, y, z, u) =

(

3a − 22

36
t,

1

2
t,

2 − 3a

12
t, t

)

, t ∈ R.

(x, y, z, u) = t ·

(

3a − 22

36
,
1

2
,
2 − 3a

12
, 1

)

, t ∈ R.

Vektor X1 =
(

3a−22
36 , 1

2 , 2−3a
12 , 1

)

je

fundamentalno rexeƬe sistema.



2
◦ Za a = 4 sistem se svodi na:

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0
− 12z − 10u = 0 III − 2 · II



2
◦ Za a = 4 sistem se svodi na:

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0
− 12z − 10u = 0 III − 2 · II

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

0 = 0



2
◦ Za a = 4 sistem se svodi na:

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0
− 12z − 10u = 0 III − 2 · II

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

0 = 0

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0



2
◦ Za a = 4 sistem se svodi na:

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0
− 12z − 10u = 0 III − 2 · II

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

0 = 0

3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

Sistem u stepenastom obliku



3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

Sistem u stepenastom obliku

x i z vezane

y i u slobodne promenƩive:

y = t, u = p, t, p ∈ R.



3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

y = t, u = p, t, p ∈ R.

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z = −
5

6
p



3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

y = t, u = p, t, p ∈ R.

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z = −
5

6
p

x =
2

3
t +

1

18
p.



3x − 2y + 5z + 4u = 0
− 6z − 5u = 0

y = t, u = p, t, p ∈ R.

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z = −
5

6
p

x =
2

3
t +

1

18
p.

(x, y, z, u) =
(

2
3 t + 1

18 p, t,−5
6 p, p

)

, t, p ∈ R.



(x, y, z, u) =
(

2
3 t + 1

18 p, t,−5
6 p, p

)

, t, p ∈ R.

(x, y, z, u)=
(

2
3 t, t, 0, 0

)

+
(

1
18p, 0,−5

6p, p
)

, t, p ∈ R.



(x, y, z, u) =
(

2
3 t + 1

18 p, t,−5
6 p, p

)

, t, p ∈ R.

(x, y, z, u)=
(

2
3 t, t, 0, 0

)

+
(

1
18p, 0,−5

6p, p
)

, t, p ∈ R.

(x, y, z, u)= t ·
(

2
3 , 1, 0, 0

)

+p ·
(

1
18 , 0,−5

6 , 1
)

, t, p ∈ R.



(x, y, z, u) =
(

2
3 t + 1

18 p, t,−5
6 p, p

)

, t, p ∈ R.

(x, y, z, u)=
(

2
3 t, t, 0, 0

)

+
(

1
18p, 0,−5

6p, p
)

, t, p ∈ R.

(x, y, z, u)= t ·
(

2
3 , 1, 0, 0

)

+p ·
(

1
18 , 0,−5

6 , 1
)

, t, p ∈ R.

X1 =
(

2
3 , 1, 0, 0

)

i X2 =
(

1
18 , 0,−5

6 , 1
)

su fundamentalna rexeƬa sistema.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 4 ima 1 fund. rexeƬe

X1 =

(

3a − 22

36
,
1

2
,
2 − 3a

12
, 1

)

koje odre�uje opxte rexeƬe

(x, y, z, u) = t · X1, t ∈ R.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 4 ima 1 fund. rexeƬe

X1 =

(

3a − 22

36
,
1

2
,
2 − 3a

12
, 1

)

koje odre�uje opxte rexeƬe

(x, y, z, u) = t · X1, t ∈ R.

2
◦ Za a = 4 ima 2 fund. rexeƬa

X1 =

(

2

3
, 1, 0, 0

)

i X2 =

(

1

18
, 0,−

5

6
, 1

)

koja odre�uju opxte rexeƬe

(x, y, z, u) = t · X1 + p · X2, t, p ∈ R.



5.

U zavisnosti od a, b ∈ R rexiti sistem

2x − y + 3z = 2
x + 2y + z = −1

4x + 3y + az = 0
x − 3y + bz = a − 2.



RexeƬe.

2x − y + 3z = 2
x + 2y + z = −1

4x + 3y + az = 0
x − 3y + bz = a − 2

<

<⊃



RexeƬe.

2x − y + 3z = 2
x + 2y + z = −1

4x + 3y + az = 0
x − 3y + bz = a − 2

<

<⊃

x + 2y + z = −1
2x − y + 3z = 2 II − 2 · I
4x + 3y + az = 0 III − 4 · I
x − 3y + bz = a − 2 IV − I



x + 2y + z = −1
2x − y + 3z = 2 II − 2 · I
4x + 3y + az = 0 III − 4 · I
x − 3y + bz = a − 2 IV − I

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4
− 5y + (a − 4)z = 4 III − II
− 5y + (b − 1)z = a − 1 IV − II



x + 2y + z = −1
2x − y + 3z = 2 II − 2 · I
4x + 3y + az = 0 III − 4 · I
x − 3y + bz = a − 2 IV − I

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4
− 5y + (a − 4)z = 4 III − II
− 5y + (b − 1)z = a − 1 IV − II

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
(b − 2)z = a − 5



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5) z = 0

(b − 2) z = (a − 5)

Imamo 3 sluqaja:

1
◦ a 6= 5 2

◦ a = 5, b 6= 2 3
◦ a = 5, b = 2.



1
◦ Za a 6= 5:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
(b − 2)z = a − 5 IV − b−2

a−5 · III



1
◦ Za a 6= 5:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
(b − 2)z = a − 5 IV − b−2

a−5 · III

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
0 = a − 5



1
◦ Za a 6= 5:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
(b − 2)z = a − 5 IV − b−2

a−5 · III

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(a − 5)z = 0
0 = a − 5

Sistem nema rexeƬa.



2
◦ Za a = 5 i b 6= 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
(b − 2)z = 0



2
◦ Za a = 5 i b 6= 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
(b − 2)z = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b − 2)z = 0



2
◦ Za a = 5 i b 6= 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
(b − 2)z = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b − 2)z = 0

Sistem u stepenastom obliku

x, y i z vezane promenƩive

⇒ sistem ima jedinstveno rexeƬe.



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b − 2)z = 0

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z =
0

b − 2
= 0



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b − 2)z = 0

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z =
0

b − 2
= 0

y = −
4

5



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

(b − 2)z = 0

Vra�aƬem unazad dobijamo:

z =
0

b − 2
= 0

y = −
4

5

x =
3

5
.



3
◦ Za a = 5 i b = 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
0 = 0



3
◦ Za a = 5 i b = 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
0 = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4



3
◦ Za a = 5 i b = 2:

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

0 = 0
0 = 0

x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

Sistem u stepenastom obliku

x i y vezane

z slobodna:
z = t, t ∈ R.



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

z = t, t ∈ R.

Vra�aƬem unazad dobijamo:

y = −
4

5
+

1

5
t



x + 2y + z = −1
− 5y + z = 4

z = t, t ∈ R.

Vra�aƬem unazad dobijamo:

y = −
4

5
+

1

5
t

x =
3

5
−

7

5
t.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 5 sistem nema rexeƬa.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 5 sistem nema rexeƬa.

2
◦ Za a = 5 i b 6= 2, sistem ima jedinstveno

rexeƬe (x, y, z) =

(

3

5
,−

4

5
, 0

)

.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 5 sistem nema rexeƬa.

2
◦ Za a = 5 i b 6= 2, sistem ima jedinstveno

rexeƬe (x, y, z) =

(

3

5
,−

4

5
, 0

)

.

3
◦ Za a = 5 i b = 2 sistem ima vixestruko

rexeƬe koje zavisi od jednog parametra

(x, y, z) =

(

3

5
−

7

5
t,−

4

5
+

1

5
t, t

)

, t ∈ R.



6. U zavisnosti od a ∈ R rexiti sistem

ax + y + z = 1
x + ay + z = a

x + y + az = a2.



RexeƬe. Ovo je sistem 3 × 3 pa rexavamo
preko determinanti

ax + y + z = 1
x + ay + z = a

x + y + az = a2

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a3 − 3a + 2



RexeƬe. Ovo je sistem 3 × 3 pa rexavamo
preko determinanti

ax + y + z = 1
x + ay + z = a

x + y + az = a2

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a3 − 3a + 2

Ali bi ovo trebalo faktorisati!

∆ raqunamo preko osobina det.



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0

1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 2 1 1
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 2 1 1
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 · (a + 2) · 1 · 1 = (a − 1)2(a + 2).



∆ =
a 1 1
1 a 1 II−I

1 1 a III−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 − a a − 1 0
1 − a 0 a − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III

= (a − 1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a + 2 1 1
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2 · (a + 2) · 1 · 1 = (a − 1)2(a + 2).

Imamo 3 sluqaja:

1
◦ a 6= 1,−2 2

◦ a = −2 3
◦ a = 1.



Za 1
◦ a 6= 1,−2 je ∆ 6= 0 ⇒ sis. ima jed. rex.



Za 1
◦ a 6= 1,−2 je ∆ 6= 0 ⇒ sis. ima jed. rex.

∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),



Za 1
◦ a 6= 1,−2 je ∆ 6= 0 ⇒ sis. ima jed. rex.

∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,



Za 1
◦ a 6= 1,−2 je ∆ 6= 0 ⇒ sis. ima jed. rex.

∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a a

1 1 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2(a + 1)2.



∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

x =
∆x

∆
=

−(a − 1)2(a + 1)

(a − 1)2(a + 2)
= −

a + 1

a + 2

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a a

1 1 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2(a + 1)2.



∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

x =
∆x

∆
=

−(a − 1)2(a + 1)

(a − 1)2(a + 2)
= −

a + 1

a + 2
.

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,

y =
∆y

∆
=

(a − 1)2

(a − 1)2(a + 2)
=

1

a + 2
.

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a a

1 1 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2(a + 1)2.



∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,

y =
∆y

∆
=

(a − 1)2

(a − 1)2(a + 2)
=

1

a + 2
.

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a a

1 1 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2(a + 1)2,

z =
∆x

∆
=

(a − 1)2(a + 1)2

(a − 1)2(a + 2)
=

(a + 1)2

a + 2
.



∆x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
a a 1
a2 1 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(a − 1)2(a + 1),

∆y =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a 1
1 a2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2,

∆z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 1 1
1 a a

1 1 a2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (a − 1)2(a + 1)2.

Sistem ima jedinstveno rexeƬe:

(x, y, z) =

(

−
a + 1

a + 2
,

1

a + 2
,
(a + 1)2

a + 2

)

.



Za 2
◦ a = −2 je

∆ = 0 i ∆x = 9 6= 0 ⇒ sistem nema rexeƬa.



Za 3
◦ a = 1 je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 ???



Za 3
◦ a = 1 je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 ???

x + y + z = 1
x + y + z = 1 II − I
x + y + z = 1 III − I



Za 3
◦ a = 1 je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 ???

x + y + z = 1
x + y + z = 1 II − I
x + y + z = 1 III − I

x + y + z = 1
0 = 0
0 = 0



Za 3
◦ a = 1 je

∆ = ∆x = ∆y = ∆z = 0 ???

x + y + z = 1
x + y + z = 1 II − I
x + y + z = 1 III − I

x + y + z = 1
0 = 0
0 = 0

x + y + z = 1



x + y + z = 1

Sistem u stepenastom obliku

x vezana

y i z slobodna:

y = α, z = β, α, β ∈ R.



x + y + z = 1

Sistem u stepenastom obliku

x vezana

y i z slobodna:

y = α, z = β, α, β ∈ R.

Iz I:
x = 1 − α − β



x + y + z = 1

Sistem u stepenastom obliku

x vezana

y i z slobodna:

y = α, z = β, α, β ∈ R.

Iz I:
x = 1 − α − β

(x, y, z) = (1 − α − β, α, β), α, β ∈ R.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 1,−2 sistem ima jedinstveno

rexeƬe (x, y, z) =
(

−a+1
a+2 , 1

a+2 ,
(a+1)2

a+2

)

.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 1,−2 sistem ima jedinstveno

rexeƬe (x, y, z) =
(

−a+1
a+2 , 1

a+2 ,
(a+1)2

a+2

)

.

2
◦ Za a = −2, sistem nema rexeƬa.



ZAKƨUQAK:

1
◦ Za a 6= 1,−2 sistem ima jedinstveno

rexeƬe (x, y, z) =
(

−a+1
a+2 , 1

a+2 ,
(a+1)2

a+2

)

.

2
◦ Za a = −2, sistem nema rexeƬa.

3
◦ Za a = 1 sistem ima vixestruko rexeƬe

koje zavisi od dva parametra

(x, y, z) = (1 − α − β, α, β), α, β ∈ R.
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