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Zadaci i rexe�a

1. Neka je A = {(a, b) : a, b ∈ Q, a 6= 0} i neka je operacija ∗ definisana sa

(a, b) ∗ (x, y) = (−ax, x− bx+ y)

za sve (a, b), (x, y) ∈ A. Ispitati da li je (A, ∗) grupa. Da li je data operacija komuta-
tivna?

Rexe�e:

1. Operacija ∗ je zatvorena u skupu A jer iz a, b, x, y ∈ Q sledi −ax, x− bx+ y ∈ Q, a iz a 6= 0
i x 6= 0 sledi da je −ax 6= 0.

2. Operacija ∗ je asocijativna jer je

((a, b) ∗ (x, y)) ∗ (u, v) = (−ax, x− bx+ y) ∗ (u, v) = (axu, u− xu+ bxu− yu+ v)

i

(a, b) ∗ ((x, y) ∗ (u, v)) = (a, b) ∗ (−xu, u− yu+ v) = (axu,−xu+ bxu+ u− yu+ v).

3. Iz jednakosti (a, b)∗ (e1, e2) = (a, b), odnosno (−ae1, e1− be1+ e2) = (a, b), dobijamo da je
e1 = −1 i e2 = 1. Kako je (−1, 1) ∗ (a, b) = (a, a− a+ b) = (a, b) i (−1, 1) ∈ A, to je (−1, 1)
neutralni element u odnosu na operaciju ∗.

4. Obzirom da je a 6= 0 za svako (a, b) ∈ A, iz jednakosti (a, b) ∗ (u, v) = (−1, 1), odnosno

(−au, u− bu+ v) = (−1, 1) imamo da je u =
1

a
i v = 1− 1

a
+
b

a
i (u, v) ∈ A. Kako je jox i

(

1

a
, 1− 1

a
+
b

a

)

∗ (a, b) = (−1, 1),

svaki element (a, b) skupa A ima svoj inverzni element.

Na osnovu (1)-(4) sledi da je struktura (A, ∗) grupa. Me�utim, iz jednakosti

(1, 0) ∗ (1, 1) = (−1, 2), (1, 1) ∗ (1, 0) = (−1,−1)

sledi da ∗ nije komutativna operacija, pa struktura (A, ∗) nije Abelova grupa.

2. Odrediti sopstvene vrednosti i �ima odgovaraju�e sopstvene vektore matrice

A =





3 2 4
2 0 2
4 2 3



 .

Rexe�e: Kako je

|A− λE| =
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∣

∣

3− λ 2 4
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −λ3 + 6λ2 + 15λ+ 8 = −(λ− 8)(λ+ 1)2,

sopstvene vrednosti matrice A su λ1 = 8 i λ2 = λ3 = −1.

Za λ = λ1 iz jednaqine Av = 8v, gde je v =





x
y
z



, dobijamo sistem koji je ekvivalentan

sistemu
−5x+ 2y + 4z = 0, x− 4y + z = 0.



Ovaj sistem ima jednoparametarski skup rexe�a, a odgovaraju�i sopstveni vektori su
oblika

v(t) =





2t
t
2t



 =





2
1
2



 t, t ∈ R \ {0}.

Za λ = −1 iz jednaqine Av = −v dobijamo sistem koji je ekvivalentan jednaqini

2x+ y + 2z = 0.

Skup rexe�a ove jednaqine je dvoparametarski, a odgovaraju�i sopstveni vektori su
oblika

v(x, z) =





x
−2x− 2z

z



 =





1
−2
0



x+





0
−2
1



 z, (x, z) ∈ R2 \ {(0, 0)}.

3. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra m diskutovati i rexiti sistem

x + 7y − mz = −1
−2x − my + z = m
2x + 25y + (1− 4m)z = −1.

Rexe�e: Neka je D determinanta matrice datog sistema. Kako je D = (2m− 1)(m− 3),
postoje tri sluqaja.

(1) Za m 6∈ {1/2, 3} sistem ima jedinstveno rexe�e

(x, y, z) =

(

Dx

D
,
Dy

D
,
Dz

D

)

,

gde je

Dx =
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∣

∣

∣
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−1 25 1− 4m
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= −6(m− 3), Dy =
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= −(2m− 1)(m− 3),

Dz =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 7 −1
−2 −m m
2 25 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −12(m− 3).

Dakle, u ovom sluqaju je (x, y, z) =

(

6

1− 2m
,−1, 12

1− 2m

)

.

(2) Za a = 1/2 dati sistem nema rexe�a jer je D = 0 i Dx = 15 6= 0.

(3) Za a = 3 dati sistem ekvivalentan je sistemu

x + 7y − 3z = −1
11y − 5z = 1

koji ima jednoparametarski skup rexe�a. Ako je z slobodna promen	iva, tada je
x = −(2z + 18/11 i y = (5z + 1)/11. Dakle, u ovom sluqaju,

(x, y, z) ∈
{(

− 2

11
α− 18

11
,
5

11
α+

1

11
, α

)

, α ∈ R
}

.



4. Dati su vektori

e1 = (4,−1,−2, 10), e2 = (1, a− 2, 0, 2), e3 = (−2,−2,−4, a− 8), e4 = (1, 1, 2, 3)

u vektorskom prostoru V = (R4,R,+, ·), gde je a ∈ R.
a) Odrediti vrednosti parametra a za koje su dati vektori linearno nezavisni.

b) Za a = −1 ispitati da li dati vektori qine bazu vektorskog prostora V . Ukoliko
qine bazu, odrediti koordinate vektora v = (1, 0,−1, 0) u toj bazi, a u suprotnom izraziti
vektor e1 kao linearnu kombinaciju vektora e2, e3 i e4.

Rexe�e: a) Dati vektori su linearno nezavisni ako iz jednakosti

αe1 + βe2 + γe3 + δe4 = 0

sledi da je α = β = γ = δ = 0. Iz navedene jednakosti dobijamo homogen sistem

4α + β − 2γ + δ = 0
−α + (a− 2)β − 2γ + δ = 0
−2α − 4γ + 2δ = 0
10α + 2β + (a− 8)γ + 3δ = 0

koji ima trivijalno rexe�e ako i samo ako je determinanta D ovog sistema razliqita
od nule. Kako je

D =
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4 1 −2 1
−1 a− 2 −2 1
−2 0 −4 2
10 2 a− 8 3
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= −10a2 + 40a− 40 = −10(a− 2)2,

dati vektori su linearno nezavisni za a 6= 2.

b) Za a = −1 iz a) sledi da su dati vektori linearno nezavisni. Kako je dim(V ) = 4,
dati vektori qine bazu prostora V .

Iz jednakosti
(1, 0,−1, 0) = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4

imamo sistem AX = V , gde je A matrica homogenog sistema iz a), X =









x1
x2
x3
x4









i V = vT .

Rexava�em ovog sistema (na primer, Kramerovim pravilom) dobijamo x1 =
1

3
, x2 = −1

6
,

x3 =
5

6
i x3 =

3

2
. Prema tome,

v =
1

3
e1 −

1

6
e2 +

5

6
e3 +

3

2
e4.
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