
A I kolokvijum iz Matematike 1 A
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (A, ·), pri qemu je

A =
{

a− b
√

5 | a, b ∈ Q \ {0}
}

.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (A, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (A, ·) grupa? Da li je struktura (A, ·) Abelova grupa?

2. Date su matrice

A =
[
3 −2
2 3

]
, B =

[−2 1
1 −2

]
i C =



−2 4
1 −2
−2 4


 .

Proveriti da li je matrica A + B regularna, pa ako jeste rexiti matriqnu jednaqinu

XA− C = −XB.

3. U zavisnosti od realnog parametra α rexiti sistem
x + y + z = 2

−x + z = −3
3x + 2y + α · z = 7

.

4. Dati su vektori

~a = λ~i +~j + 4~k, ~b =~i− 2~j, ~c = 3~i− 3~j + 4λ~k (λ ∈ R).

a) Odrediti vrednosti λ1 i λ2 parametra λ za koje su vektori ~a, ~b i ~c komplanarni.

b) Za λ = max{λ1, λ2} izraziti vektor ~a pomo�u vektora ~b i ~c.

5. Odrediti ravan α koja sadr�i pravu p i taqku A, gde je

p :
x− 1

1
=

y − 3
3

=
z + 1
−2

, A(3, 2, 0).



B I kolokvijum iz Matematike 1 B
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (A, ·), pri qemu je

A =
{

a
√

3− b | a, b ∈ Q
}

.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (A, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (A, ·) grupa? Da li je struktura (A, ·) Abelova grupa?

2. Izraqunati determinantu D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3 −4
1 0 1 1
−1 1 −3 4
2 0 4 b

∣∣∣∣∣∣∣∣
. Za koje vrednosti parametra b je D = 0?

3. U zavisnosti od realnog parametra β rexiti sistem
x + y + z + w = 2

−x + z + w = −3
3x + 2y + z + β · w = 7

.

4. Date su taqke
A(1, 1, 1), B(2, 0, 2), C(2, 2, 2), D(3, 4,−3).

a) Izraqunati zapreminu tetraedra ABCD.

b) Izraqunati du�inu visine tetraedra iz temena D.

5. Odrediti ravan α koja sadr�i pravu p i taqku A, gde je

p :
x− 1

2
=

y + 1
−2

=
z + 2

1
, A(2,−1, 1).



V I kolokvijum iz Matematike 1 V
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =
{[

a 0
−a 0

]
: a ∈ Q, a 6= 0

}

i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. Izraqunati determinantu D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 −1 2
−2 0 2 0
3 1 −3 4
−4 1 4 w

∣∣∣∣∣∣∣∣
. Za koje vrednosti parametra w je D = 0?

3. U zavisnosti od realnog parametra ν rexiti sistem
x + y + z = 2

3x + 2y + z = 7
−x + z = ν

.

4. Dati su vektori
e1 = (3,−2, 1), e2 = (2, 1, 2), e3 = (3,−1,−2).

a) Dokazati da vektori e1, e2 i e3 obrazuju bazu prostora R3.

b) Odrediti koordinate vektora x = (4,−4,−3) u bazi {e1, e2, e3}.
5. Odrediti ugao ϕ izme�u pravih p i q, gde je

p :
x− 2

2
=

y + 1
−1

=
z − 5

2
, q :

{
2x + 2y − z + 3 = 0
x + y − 1 = 0

.



G I kolokvijum iz Matematike 1 G
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =
{[

0 −x
0 x

]
: x ∈ R

}

i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. Date su matrice

A =
[
1 2
3 −1

]
, B =

[
2 −3
−1 4

]
i C =




1 −2
5 2
−2 1


 .

Proveriti da li je matrica 2A + B regularna, pa ako jeste rexiti matriqnu jednaqinu

2XA = C −XB.

3. U zavisnosti od realnog parametra Γ rexiti sistem
x + y + z + 2w = 0

−x + y + 2w = −5
3x + y + 2z + Γ · w = 5

.

4. Vektori e1, e2 i e3 obrazuju bazu nekog vektorskog prostora. Ako je

a = 3e1 + me2 + 3e3,
b = me1 + 5e2 + 4e3,
c = e1 + 3e2 + 2e3, (m ∈ R)

ispitati linearnu zavisnost vektora a, b i c u zavisnosti od parametra m.

5. Odrediti ugao ϕ izme�u pravih p i q, gde je

p :
{

x − y − 2z + 5 = 0
−x + y + z − 2 = 0

, q :
x + 2

1
=

y + 3
2

=
z − 3

1
.



D I kolokvijum iz Matematike 1 D
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (A, ∗), pri qemu je

A = (3, +∞)

i neka je operacija ∗ zadata na slede�i naqin:

x ∗ y = 3xy − 9x− 9y + 30.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (A, ∗):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (A, ∗) grupa? Da li je struktura (A, ∗) Abelova grupa?

2. Rexiti matriqnu jednaqinu

[
1 0
2 1

]
·X +

[
0 2
−3 2

]
·X =

[
1 0 2
−1 5 −2

]
.

3. U zavisnosti od realnog parametra δ rexiti sistem
x + y + z + w = 2

3x + y + 2z + w = 7
−x + y + w = δ

.

4. Dati su vektori

~a = (m− 3, 3,−1), ~b = (1,−1, 3), ~c = (1,m + 4,−11) (m ∈ R).

a) Odrediti vrednosti parametra m tako da vektori ~a, ~b i ~c budu linearno zavisni.

b) Za vrednost m iz dela pod a), koja je ceo broj, izraziti vektor ~c pomo�u vektora ~a i ~b.

5. Odrediti ravan α koja sadr�i pravu p i paralelna je pravoj q, gde je

p :
x− 3

2
=

y

1
=

z − 1
−1

, q :
x− 2

1
=

y + 1
−2

=
z + 2

3
.



E I kolokvijum iz Matematike 1 E
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (A, ∗), pri qemu je

A = (−3, +∞)

i neka je operacija ∗ zadata na slede�i naqin:

x ∗ y = 2xy + 6x + 6y + 15.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (A, ∗):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (A, ∗) grupa? Da li je struktura (A, ∗) Abelova grupa?

2. Ispitati rang matrice 


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3




u zavisnosti od realnog parametra λ.

3. U zavisnosti od realnog parametra ε rexiti sistem

x − 3y − z = 1
3x − 10y − 6z = 2

−2x + 3y − 7z = ε
x − 2y + 2z = 2

.

4. Date su taqke
A(2,−3, 5), B(0, 2, 1), C(−2,−2, 3), D(3, 2, 4).

a) Izraqunati zapreminu tetraedra ABCD.

b) Izraqunati du�inu visine tetraedra iz temena A.

5. Odrediti ravan α koja sadr�i pravu p i paralelna je pravoj q, gde je

p :
x− 1

1
=

y + 3
−2

=
z + 1

1
, q :

x− 2
2

=
y + 1

1
=

z

−3
.



L I kolokvijum iz Matematike 1 L
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =








α −β α
0 0 0
β α β


 : α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0





i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. Ispitati rang matrice 


1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1




u zavisnosti od realnog parametra λ.

3. U zavisnosti od realnog parametra λ rexiti sistem
x − 2y = 2

2x − 3y + (2λ + 4)z = 7
−x + 2y − (λ + 2)z = −4

.

4. Dati su vektori
e1 = (2,−3, 1), e2 = (3,−1, 5), e3 = (1,−4, 3).

a) Dokazati da vektori e1, e2 i e3 obrazuju bazu prostora R3.

b) Odrediti koordinate vektora x = (2,−2, 7) u bazi {e1, e2, e3}.
5. Ravan α je odre�ena taqkama A, B i C. Odrediti rastojaǌe taqke D od ravni α, ako je

A(1, 1, 0), B(1, 0,−1), C(3, 1, 1), D(2, 0, 1).



M I kolokvijum iz Matematike 1 M
15. novembar 2008.

prezime i ime studenta broj indeksa grupa za
ve�be

1. Data je struktura (M, ·), pri qemu je

M =








u 0 v
v 0 −u
u 0 v


 : u, v ∈ R, u2 + v2 6= 0





i · oznaqava operaciju mno�eǌa matrica.

Ispitati koje od slede�ih osobina ima struktura (M, ·):
zatvorenost, asocijativnost, neutralni element, inverzni element, komutativnost.

Da li je struktura (M, ·) grupa? Da li je struktura (M, ·) Abelova grupa?

2. Rexiti matriqnu jednaqinu

X ·
[
1 −1
2 3

]
+




1 1
3 −4
−2 3


 =




2 0
3 1
0 1


 .

3. U zavisnosti od realnog parametra µ rexiti sistem
x + y + 2z = 0

−x + 2z = −5
3x + 2y + µ · z = 5

.

4. Vektori e1, e2 i e3 obrazuju bazu nekog vektorskog prostora. Ako je

a = 3e1 + (m + 2)e2 + 5e3,
b = 2e1 + 3e2 + e3,
c = (m + 1)e1 + 9e2 + 3e3, (m ∈ R)

ispitati linearnu zavisnost vektora a, b i c u zavisnosti od parametra m.

5. Ravan α je odre�ena taqkama A, B i C. Odrediti rastojaǌe taqke D od ravni α, ako je

A(0, 2,−1), B(4, 1, 2), C(−4, 0,−4), D(1,−3, 1).



B Rexeǌa I kolokvijuma iz Matematike 1 B
1. Zatvorenost va�i:

(a
√

3 + b) · (c
√

3 + d) = (−ad− bc)
√

3− (−3ac− bd)

(ovde smo koristili osobine asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija + i · u R).
Treba jox da poka�emo da je (−ad − bc)

√
3 − (−3ac − bd) ∈ A, a to se svodi na to da je −ad − bc ∈ Q i

−3ac− bd ∈ Q (oba slede iz a, b, c, d ∈ Q).
Asocijativnost se prenosi (kako je mno�eǌe realnih brojeva asocijativna operacija u skupu R to je
mno�eǌe asocijativno i u skupu A ⊂ R).
Neutralni element za operaciju je broj e = 1 = 0 · √3− (−1) ∈ A.

Inverzni element broja x
√

3− y je broj

1
x
√

3− y
=

1
x
√

3− y
· x
√

3 + y

x
√

3 + y
=

x
√

3 + y

3x2 − y2
=

x

3x2 − y2

√
3 +

y

3x2 − y2
∈ A.

Ali za x = y = 0 imamo da inverzni element ne postoji!

Komutativnost se prenosi (kako je mno�eǌe realnih brojeva komutativna operacija u skupu R to je
mno�eǌe komutativno i u skupu A ⊂ R).

Na osnovu svega izlo�enog dobijamo da je struktura (A, ·) komutativan monoid, tj. ona nije grupa
(jer ne postoji inverzan element za svaki a ∈ A), a samim tim ni Abelova grupa.

Napomena. Karakteristiqna mesta gde se gube poeni u ovom zadatku:

• Nije lepo sre�en izraz za zatvorenost – u mnoxtvu radova je stavǉeno (a
√

3 + b) · (c√3 + d) =
(3ac+bd)− (ad+bc)

√
3 ili, jox gore (jer je netaqno) (a

√
3+b) · (c√3+d) = (ad+bc)

√
3− (3ac+bd).

• Za osobine asocijativnosti i komutativnosti je neophodno re�i iz kog skupa se prenose (za op-
eraciju mno�eǌa). Napomene poput ,,to je ra�eno na ve�bama“ ili ,,Va�i u opxtem sluqaju“ (bez
da se ka�e u kom opxtem sluqaju i kako se prenosi na ovaj) nisu odgovaraju�e.

• Neutralni element nije dovoǉno odrediti, ve� treba i pokazati da on pripada datoj strukturi!

• Potrebno je odgovoriti na oba pitaǌa: da li je struktura grupa i da li je Abelova grupa (mo�e
se re�i kako nije grupa, onda nije ni Abelova grupa).

2. Najlakxe je datu determinantu razviti po II koloni jer ona ima najvixe elemenata 0.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 3 −4
1 0 1 1
−1 1 −3 4
2 0 4 b

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(−2) ·

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
−1 −3 4
2 4 b

∣∣∣∣∣∣
− 1 ·

∣∣∣∣∣∣

1 3 −4
1 1 1
−1 −3 4

∣∣∣∣∣∣

= 2 · (−3b + 8− 4 + 6− 16 + b)− (b + 6− 16 + 8− 4− 3b) = 2 · (−2b− 6)− (−2b− 6) = −2b− 6.

Za b = −3 je D = 0.

Napomena. Datu determinantu smo mogli izraqunati i svo�eǌem na determinantu trougaone matrice.

3. Sistem ne mo�emo rexavati preko determinanti (jer je sistem od 3 jednaqine sa 4 nepoznate), pa
�emo ga rexavati Gausovim sistemom eliminacije.

x + y + z + w = 2
−x + z + w = −3 II + I
3x + 2y + z + βw = 7 III− 3 · I

x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

− y − 2z + (β − 3)w = 1 III + II



x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

(β − 1)w = 0

Za β 6= 1 imamo 3 vezane promenǉive x, y, w i 1 slobodnu promenǉivu z i ǌoj �emo dodeliti vrednost
parametra: z = t, t ∈ R. Iz posledǌe jednaqine dobijamo w = 0. Daǉe, kada w = 0 i z = t uvrstimo u
2. jednaqinu u stepenastom obliku dobijamo y = −1− 2t. Kada y, z, w uvrstimo u 1. jednaqinu dobijamo
x = 3 + t.

Za β = 1 posledǌa jednaqina je jednaka 0 = 0 i ǌu mo�emo obrisati, tj. sistem se svodi na sistem

x + y + z + w = 2
y + 2z + 2w = −1

Vezane promenǉive su x i y, a slobodne promenǉive su z i w i ǌima �emo dodeliti vrednosti parametara:
z = t i w = p t, p ∈ R. Kada to uvrstimo u 2. jednaqinu dobijamo y = −1− 2t− 2p. Kada y, z, w uvrstimo
u 1. jednaqinu dobijamo x = 3 + t + p.

Konaqan zakǉuqak je:

• Za β 6= 1 sistem ima vixestruko rexeǌe sa 1 parametrom (x, y, z, w) = (3 + t,−1− 2t, t, 0), t ∈ R.
• Za β = 1 ima vixestruko rexeǌe sa 2 parametra (x, y, z, w) = (3 + t + p,−1− 2t− 2p, t, p), t, p ∈ R.

4. Na osnovu
−−→
AB = (1,−1, 1),

−→
AC = (1, 1, 1) i

−−→
AD = (2, 3,−4) dobijamo da je

VABCD =
1
6

∣∣∣[−−→AB,
−→
AC,

−−→
AD]

∣∣∣ =
1
6
|
∣∣∣∣∣∣

1 −1 1
1 1 1
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣
| = 1

6
|−12| = 2.

Povrxinu osnove 4ABC tetraedra ABCD dobijamo iz

−−→
AB ×−→AC =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 −1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣
= −2~i + 0~j + ~k = (−2, 0, 2),

tj. P4ABC = 1
2 |
−−→
AB ×−→AC| = 1

2

√
(−2)2 + 02 + 22 =

√
2.

Daǉe, kako je V = 1
3P ·H, dobijamo da je tra�ena visina jednaka HD =

3V

P4ABC
= 3

√
2.

5. Iz p :
x− 1

2
=

y + 1
−2

=
z + 2

1
dobijamo da je vektor pravca prave p jednak ~vp = (2,−2, 1), kao i taqku

P (1,−1,−2). Vektor normale na ravan α, ~nα je normalan na sve vektore u ravni α, pa i na vektor pravca

~vp, kao i na vektor
−→
PA = (1, 0, 3). Stoga uzimamo

~nα = ~vp ×−→PA =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
2 −2 1
1 0 3

∣∣∣∣∣∣
= (−6,−5, 2).

Jednaqinu ravni koja ima vektor normale ~nα i sadr�i taqku A(2,−1, 1) dobijamo kao

α : − 6(x− 2)− 5(y + 1) + 2(z − 1) = 0,

tj. α : − 6x− 5y + 2z + 5 = 0.



Rexeǌa sistema po grupama

grupa A

3. ∆ = α− 1, ∆x = 3(α− 1), ∆y = 1− α, ∆z = 0.
Za α 6= 1 sistem ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) = (3,−1, 0).
Za α = 1 ima vixestruko rexeǌe (x, y, z) = (3 + t,−1− 2t, t), t ∈ R.
grupa B

3. Za β = 1 ima vixestruko rexeǌe sa 2 parametra (x, y, z, w) = (3 + t + p,−1− 2t− 2p, t, p), t, p ∈ R.
Za β 6= 1 sistem ima vixestruko rexeǌe sa 1 parametrom (x, y, z, w) = (3 + t,−1− 2t, t, 0), t ∈ R.
grupa V

3. ∆ = 0, ∆x = −3− ν, ∆y = 6 + 2ν, ∆z = −3− ν.
Za ν 6= −3 sistem nema rexeǌa.
Za ν = −3 ima vixestruko rexeǌe (x, y, z) = (3 + t,−1− 2t, t), t ∈ R.
grupa G

3. Za Γ = 2 ima vixestruko rexeǌe sa 2 parametra (x, y, z, w) = (5
2 − 1

2 t,−5
2 − 1

2 t− 2p, t, p), t, p ∈ R.
Za Γ 6= 2 sistem ima vixestruko rexeǌe sa 1 parametra (x, y, z, w) = (5

2 − 1
2 t,−5

2 − 1
2 t, t, 0), t ∈ R.

grupa D

3. Za δ = −3 sistem nema rexeǌa.
Za δ 6= −3 sistem ima vixestruko rexeǌe sa 2 parametra (x, y, z, w) = (5

2 − 1
2 t,−1

2 − 1
2 t− p, t, p), t, p ∈ R.

grupa E

3. Za ε 6= −5 sistem nema rexeǌa.
Za ε = −5 ima vixestruko rexeǌe (x, y, z) = (4− 8t, 1− 3t, t), t ∈ R.
grupa L

3. Za λ = −2 sistem nema rexeǌa.
Za λ 6= −2 ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) = (0,−1, 2

λ+2).

grupa M

3. ∆ = µ− 2, ∆x = 5(µ− 2), ∆y = −5(µ− 2), ∆z = 0.
Za µ 6= 2 sistem ima jedinstveno rexeǌe (x, y, z) = (5,−5, 0).
Za µ = 2 ima vixestruko rexeǌe (x, y, z) = (5 + 2t,−5− 4t, t), t ∈ R.


