CTPYRTYPE U MATPUIE

AJITEBAPCRKE CTPYKTYPE

MATPUIIE - ITOJAM M OCHOBHE OITEPATIINJE

NCIHHATHA [INUTAHA

AJITEBAPCRE CTPYKTYPE

JlekapToB IpoM3BO I CKYIIOBA

DBunrapua omeparnuja
e Ausredapcke CTpPyKType ca jeJHOM OoneparmjoM
e Anredapcke CTpPyKType ca aBe omepanuje

1 /lekapTOB IIpOM3BOI CKyIIOBa

Hedbmaumuja 1 Ilap eaemenama a u b ko0 xojez ce 3na xoja je npaa
KoMnoHenma (koopourama), a xoja opyza, Hazuea ce ypehen nap
(dsojra) u osnawasa ca (a,b). Ypehewu naposu (a,b) u (¢, d) cy jednaru

aKo u camo axo je a = c u b= d.

Canuno ce gedunuime ypebhena rpojka (a,b, ¢) nHekux esemenara a, b

u ¢, kao u ypebena n-topra (ai, ay, ..., a,).

Axo cy patu ckynosu A u B, moskemo nocmarpartu ypebhene napose
(a,b), rne jeac Aube B.
Jedvmaunuja 2 Ckyn A X B degpurucan ca

Ax B={(a,b) : a€ A,be B}

na3usa ce lexapmoe uau Kapmesujes uau dupexman npoussod ckynosa

AuB.

Canuno ce pedunuire ckyn A X B x O, kao m A; X Ay x --- X A,,.
Cryn A x A ce o3mauaBa u ca A%, a ckyn AxXAx--xAca A"

'
mn




[TPUMEPU

1. Cryn [a,b] X [c.d] je npaBOyraoHUK y KOOpAMHATHO] PABHHU.

2. Cryn R? je koopauHaTHA paBaH.

3. Cryn R? j€ TPOAUMEH3UOHU TTPOCTOP.

2 bunapua omepamnuja

CKyT ca jeHOM WJIM BUINE ollepaliija YMHU ajredapcKy CTPYKTYPY.

Heourunuja 3 Ilpecauxasame x : S* — S, 2de je S menpasan ckyn je
bunapra onepayuja y cxyny S. Ymecmo x(a,b) = ¢ 3a a,b,c € S, nuwe

ce axb=c.

Ha ronaunmm CEYIIOBHMAa onepauuja, MOXEe a ce 3alla HaBOIjeI-LeM

napoBa opuzuHaa - caukae nian Kejamnjesum tadannamva.

Omnepaltiuje MOy ga UMajy pasHa CBOjCTBA.

Hepmaumumja 4 Onepayuja + y ckyny S je:
1. xomymamusHna axo 3a ceaxo a,b € S saxncu

axb=>bxa,

2. acoyujamena axo 3a ceaxo a,b,c €S eaxncu

ax(bx*c)=(ax*b)x*c.

3a aconujaTuBHy Ollepallijy ce MOosKe TUcAaThu U a* b c.




3 Asredapcke CTpYKType ca jeJHOM OIl€epPaIlijoM
Hedbunummja 5 Ypehen nap (S, *) je aazebapcka cmpyxmypa 2pynoud,
a ckyn S je mezos domen. Komymamusan zpynoud je onaj zpynoud wuja

Jje onepayuja KOMYmamueHa.

I[TPUMEPU

1. Ca momenom N mmamo rpynouge (N,+), (N,-). amu n
OecKOHAUYHO MHOI'O ApYIrux, kao mro cy: (N, nzd), (N,nzs),
(N, max), (N, min), ...

2. (P(5),U), (P(S),n), (P(S5),\)

KRapmunannoct rpynousa je KapJIUHAJIHOCT HEroBOT JoMeHa. Y TOM

CMUCJITY HOCTOje KOHAYHU U OCCKOHAYHU Ipynomnian.

Hepuuaumumja 6 ['pynoud ca acoyujamueHom onepayujom je

acouujamusar 2pynoud ULl NOAY2PYNA UL CEMUZPYNA.

Ha npumep, (N, +) u (P(A),U) cy noayrpyne.

Y rpyuonay MOI'y HOCTOjaTH WM HEKU HOCCOHU CIEeMEHTU.

Hebuanmuja 7 Eaemenm e zpynouda (S, *) je Heympasnu esemenm

UAY JEOUHUNHU eAeMENT UAU JeOUNRUYA aKO 3a ceako a € S aas3u

a*e=e€exdad=d.

Hakne, je AMHUYHN CJACMCHT je M KOMYTATUBAH CA CBAKUM CJICMCHTOM
Ipymonia.
Teopema 1 Axo y zpynoudy nocmoju jeQuHUNHY eAEMENM, OH je

jedurncmaeen.

JokA3. AKO mpeTnocTaBUMO Ja MOCTOje Dap ABa jeUHUYHA
CICMCHTa, €] U €g, TAAA J€ €] % €y = €3 U €9 * €] = ¢;. Rako cy
JEAMHUYHU KOMYTATUBHU CA CBAKUM APYIUM eJIEeMeHTOM, TO je

€1 = €9. [ |



Hedbmuaunmuja 8 Axo y epynoudy (S, *) nocmoju HEYMPAAHU EAEMEHM, €

u axo 3a eaemenm a € S nocmoju enemenm a_ ' € S, maxae da je

= . - =
(l *d = a* d — (&

mada 3a f_fﬁl Kancemo 0a je UHBEP3HU UAU CUMEMPUHHU E€AEMEHTTL 30 (.

Teopema 2 Axo y noayzepynu (S,*) 3a a € S nocmoju uHeepaHy

EAEMEH, OH je jeOUHCTMBEH.

Joka3. ARO HIpeTnocraBuMo Ja 3a ¢ HOCTOje ABa WHBEp3HA

1

ejleMeHTa, ay " a;l, Taza je

—1. —1

_ I |
ay” =a; ke =ay

s (axayl) = (ajt xa)xazt =exayt = azl.

1 1

Harne, a; n ay, nucy pasimnuurn eaementn. Wl

Hepmaummja 9 Hoayzpyna (S, %) je epyna axo
1. nocmoju jeduHudHU eneMmeHm,
2. ceaxu easemMHm u3 S uMa UHBEPIHU €AEMENT.

Axo S uma n eaemenama, xaxcemo oa je zpyna peda n. I'pyna je

Komymamuera uau Abenosa axo je onepayuja * KomMymamueHa.
['pyme mory na mmajy CJIUYHY CTPYKTYPY.

Heka cy Sy = (51, %) u Sy = (S, *9) rpyme.

Heprmaumuja 10 Bujexyuja f : 51 — Sy je uzomopduszam 2pyne S; Ha

2pyny So axo 3a ceaxo a.b € S eamcu
Flaxyb) = f(a) *2 f(b).

Ha npwmmvep, pyuknuja f:x — Inx je nsomopdusam rpyne (R7.-) na
rpyny (R, +).



4 Anredapcke CTPYKType ca IBe omepainuje

Heka je S cryn y kojem cy gedunucane e OMHapHE olepamumje: * U
o.

Hepmannuja 11 Bunapra onepayuja * je ducmpubymusHa y 00HOCY
Ha OUHAPHY ONEPAYUJY © axo je
ax(boc)=(ax*xb)o(ax*c),
(aob)xc=(axc)o(bxc)
3a ceaxo a,b,c € S.
Ha npumep, onepamuja Maokema v [ je nucrpubyruBHa y OJMHOCY
Ha omnepanujy cadupama. lla am je cadbupame aucTpudyTUBHO Y

OJMHOCY Ha MHOMKEHme

Hedbmanmmja 12 Cmpykmypa (S, *,0) je npcmen axo je:
1. (S,%) Abeaosa 2pyna
2. (5.0) je noayzpyna

3. Onepayuja o je OucmpubymusHa Yy 00HOCY HA ONEPAUUJY *.
Ha upumep, (Z,+,:) je upcren.

Hepununimmja 13 Hexa je cmpyxkmypa (S, *,0) npcmen u Hexa je e

Heympaaru eaemenm 3a onepauujy *. Osa cmpyxmypa je:
1. meao axo je (S\ {e}.0) epyna,

2. nowe axo je (S \ {e},o) Abenosa 2pyna

[TPUMEPHU
1. (Q,+,) je mome.
2. (R,+,) je nome.

3. (C,+,-) je mome.



MATPUIE - OCHOBHE OIIEPAIINJE

e Ilojam m BpcTe MmaTpuia

e Cadupan,e Mmarpuna

e MHuoxkeme Marpuile opojeM
¢ MHOXeH¢ MaTpUIA

e CremeHn MmarpuIie

e TpaHcnmoHOBaH€ MaTpHIIE

e Heke BpcTe maTpuiia

5 Ilojam maTpuie

5.1 Iedmuannuja maTpune

Heka je K meko nome (ma npumep, R wan C') u mera a;; € K 3a

Hedoununuja 14 Ilpaeoyzaona wema (mabavya) A 00 m - n

eaemenama a, ; pacnopehenur y obauxy

11 D U1in

a1 dg2 ---  Q2p

Aml (2 T Umn

je Mampuya muna m X n Haod nowvem K.



Axo je K = R marpuna je peanna, a ako je IX = C, marpuna je

KOMILJICKCHA. Ja ; ; RAEREMO Jla Cy €JEeMCHTH MaTpHILE.

Marpuie ce o3nayaBajyv OOMYHUM WJIN YIJIACTUM 3arpajaMa HIiIn

BEPTHURKAJHMM P TaMe.
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A= (aij)mxn.- A= [aij]m.xrz-
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A= ||aij||m><-n-

(pen), a esementu

ayj. 5. - . an; 9MHE j-Ty KosloHy (cryGan) marpurne A. Marpuna

THIIA 11 X 1 IMa 11 Bpcra U N KOJIOHA.



5.2 Crmenujajizme MmaTpuie

Croemujananm caydajeBU MaTpUIla UMajy moccOHHA UMCHA.

(@)

MaTpuia Bpcra — MaTpuna tana 1 X n,
MaTpUIla KOJOHA (Belﬂ‘op) — MaTpuna Tana m X 1,

KBAJPATHA MATPUIA — MaTpuna tuna n X n (o3nadapa ce kpahe

n ca (a.ij)n 1 Kaxke na je peja 7, a eJEeMCEHTH a1, 492, . . . , Uy, YMHE

nujaronany marpure A),

HYJa MaTpHWlla — MaTpWIla quH Cy CBU eJlIeMeHTH jeL[HaKH HYJIW YV

nossy K (oznavasa ce ca Oy, nan camo ca O kazna je jacHo Kor

je Tuma),

AvjaroHaJiia MaTpulla — KBaJipaTHa MaTpulla YAjU Cy CBU
CJICMCHTU BaH JUjaroHasic jeJHAKUA HYJIU, & Oap jegan Ha

JIMjaroHaJd pPa3jiuamuT ol HyJIe.

jeMHnYHa MaTpulla — KBaJJpaTHa MaTpulla YAJU CY CBU

eJeMEeHTU Ha JAjarOHAJM e HAKA JeJIMHUINA vV 1oLy A
(ozmauaBa ce ca [, mun E, nam camo [, ogunocuo £ ako je jacHo

KOI' je peaa),

ropmha TPOVIAaoHa — MaTPUIla YM]U CY CBU €JIEMEHTU MCIO/L

avjaroHalJie je HaKl HYJIH,

J0ILA TPOYyraola — MaTpUulla YMjyd €Y CBH eJIeMeHTU W3Ha

AujaroHaljie jelHaKd HYJIN

30Up ¢BUX eJieMeHaTa Ha T'JIABHO] AMjaroHagm marpune A 3ose ce

Tpar Marpuie U o3Havasa ca trA. Iakiue,

n
trA = E Aji.
i=1

Hujaronanny mMarpuny (GopMUpany O CJICMCHATA JIM]aTOHAJIC

Marpune A o3zmauvasamo ca diagA.

Ako je 0;; Kponekepos cumbou, nepunucan ca

Ta,ﬂ,a ]e En, — [6ij]73»'



5.3 JemrakocTt MaTpuIa

3a exeMenr a;; Marpure A kaxkemo na je Ha Mecry (7, j). 3a MaTpuie

HUCTO THUITa& eJIeMeHTHU CY oglr()Bapajth ak0O CY Ha WMCTOM MeCTY.

Hedbuaumuja 15 /lee mampuye cy jednaxe axo cy ucmoz muna u axo

cy um odzosapajyhu eaemenmu jeOHAK.

JenHakocT MaTpulla je pesanuja eKBUBAJICHIU]E.

5.4 IloomMmaTrpume mare MaTpUIle

Hepmanmmja 16 Iloomampuya usu cypmampuya mampuye A je
Mampuya Koja ce 006uja U30CMABHAHEM HEKUT 8DCMA U/UAU HEKUT

KoaoHa mampuye A.

m

n
) : ( ) moaMaTpuila Tuma p X g 3a
p q

ManI/I]_Ia THUIIA 17 X 1 AMa (

p<muq<n.
6 Cadupame 1 omy3umMame MaTpuUIia

C&6Hp&l—be 1 oAy3uMath€ MaTpUulla ce ,I[e(i)I’IHHH_[e 3a MaTpuyle McTor

TUIA.
Hedbwaunuja 17 Hexa je A = (aij)mxn ¥ B = (bij)mxn-
1. 36up mampuya A u B je mampuya C = (¢;j)mxn, 20€ je

(If;_j = ”-ij 4 hf.}’

2. Pazauxa mampuya A u B je mampuya D = (d;j)mxn, 20€ je

(/U = (I-Ejj - bij



Teopema 3 Axo je S cxkyn ceuxr mampuua ucmoz muna, mada je

cmpyxmypa (S, +) Abeaosa zpyna.

IokA3. 30Up ABe MarTpuile je MarTpulla UCTor TUlla, cabupame je
ACOIU]ATUBHO M KOMYTATUBHO, HYJa MaTPUIA je HEYTPAJHA
eseMeHT, a 3a Marpuiy A € S uHBep3HU eseMeHT je CYIPOTHA

marpuna —A = (—ai;j)mxn. W
Basxkmm A — B = A+ (—B).

7 MHOXeme MaTpuIle CKAJIapoOM
Eaementn nosna K CYy CRaJiapH.

Jepuaummja 18 I[lpouzeod mampuye A = (a;j)mxn ¢ cKarGPA \ je

mampuya C' = (¢;j)mxn, 20€ je

Cij = ASij

Osnaka 3a npousso/ ckajaapa A u marpuie A je AA. Ouurienmo na

jel-A=A,0-A=0mn (-1)- A= —A.

Teopema 4 Axo cy A u B mampuue ucmoz muna, a o u (3 cxasapu,

mada eancu:
1. (aB)A = a(BA),
2. (a+ B)A =aA+ (A,
3. oA+ B)=aA -+ aB.

W3 nperxoane nse teopeme ciean tpheme.

Teopema 5 Cxyn ceur mampuya ucmoz muna ca onepayujom
cabupama U ONEPAYUUJOM MHONCEHLA MAMPUYE CKAALAPOM je 8EKTNOPCKU

npocmop wad nomem K.

Hunnmensumja BCKTOPCKOD MPOCTOPa MaTpUIla TUTA 11 X 1 je mn, a
jenuy 0a3y 4MHC CBC MATPUIC TOT TUIMA KOJC HA HCKOM MCCTY HUMajy

je,LlI/IHIfIHy, a CBM ocCTlaJr eJleMeHTHW Cy HYJLe.



8 MHo:keme MaTpuia

[MTpoussou marpuna A u B pedunuine ce camo ako ¢y oHe carjacie,
OJHOCHO ako je Opoj kosona marpure A jeanak 6pojy Bpcera

Marpuie 3.

HNebunannumja 19 3a cazaacrne mampuye A = (@ij)ixm ¥ B = (bij)mxn
npouszeod A - B je mampuya C = (¢ij)ixn, 20€ je

m

(i;j = E (I..g';\.’);“j

k=1

Muoskeme marpuna nma ciaecgacha cojerBa.

Teopema 6 Y3 npemnocmasky cazaachocmu Mampulya 8aHcCu:
I A-{B:-C)=(A:B):C,

2 A-(B+C)=A-B+A-C,

3. (A+B)-C=A-C+B-C,

4 A-BE=F -A=4,

M3 oBe reopeme m cBojcTraBa cadbmparma MarTpuia ciuaegand rBpheme.

Teopema 7 Cxyn ceur keadpamHur mampuya ucmoz peda ca

onepauujama cabupama U MHONCEDAL MAMPULE Je NPCEH CA JeOUHULOM.



9 Crenen maTpuiie

3a EBaApaTHe MaTpHIe ce ,B,E(i)HHI/IIHe N CTCIICH.

Hedbumumuja 20 Axo je A xeadpamua mampuya, mada je

A'=F, A'=A A"=A"'.A

]

N =23 e

Teopema 8 Axo je A xeadpammra mampuua, a m u n NPUPoOOHU

bpojesu, mada je
ik }1”? : ;—1” — Aqm—ﬁ—n
2. (‘;1”7 )N = .z'iln”?.

IOKA3. I[OK&B Ccec U3BOJIMM METOILOM MaTCMATHUYKC HH,L[}/’KHHje IIO. Ha

npumep, n. M3 nedununuje crenena caenmd na je
Am 'Al . A-m A= Am—|—1
na tepheme Baxkum 3a n = 1.
M3 npernocraBke na TBpheme BazxkmM 3a 1, OJHOCHO Ja je
p p ; J
Am . An _ Arn+n
clle/n na je
Am . An+1 _ Am . (An . A)
= (A™-A")- A
_ Am—i—n . A

Am+n+1

na repheme 1. Bawn n 3a n+ 1. Cununo ce nokazyje u 2. W



10 TpancnoHoBame MaTpuIie

HMepumamnmuja 21 Axo y mampuuyu A 3amMeHuMO 8pcme KoOAOHAMA U
0bprymO, 006UjaMO MPAHCNOHOBANY MampPpuuy mampuye A Koja ce

osnavasa ca AT,
T __
3a A = (aij)mxn BMamao ga je AT = (aji)nxm.

Teopema 9 Onepayuja mpancnonosama mampuua uma caeoeha

ceojcmeaa:
1. (ATYT =
2. MA)T = \AT,
3. (A+B)T = AT + BT,

4. (AB)T = BTAT.
11 Heke BpcTe marpuma

MzaBajajy ce Heke BaskHe Kiace MaTpPHUILA.

Jebmnaunuja 22 Keadpamna mampuya A je:
1. cumempuuna axo je AT — A

;]
2. xococumempuuna axo je AT = —A,
3. opmozonaana axo je AT A = F,

m

4. nuanomenwmua axo je A" = O 3a nexo m € N,
. L5 ]
5. udemnomenmua axo je A° = A,

6. unsoaymueHa axoje A~ = F.



M1 — IIPYTO IIPEIABAKE
Hparan bopuh, Pane Jlazosuh

6.10.2008.
JETEPMWHAHTE U MATPUILE

o JJETEPMMHAHTE

e PAHT MATPUIIE

e MHBEP3HA MATPUIIA
e NCITUTHA TTMTAH>A

JETEPMVWHAHTE

o Ilepmyranuje cryma {1,2.... n}
e Ilojam merepmuHaHTE
e OcHoBHA cBOjcTBa
e Paszjyiarame nerepMuHanTe
1 IlepmyTamuje ckynma {1.2,....n}

Heka je P, ckyn cBux nepmytanuja ckyna {1,2....,n}, npu yemy je
nepmyranuja (1,2,...,n) ocuosHa u Heka je 0 = (01, 09,....0,) HEKaA

ApYyTa NepMyTaluja TOT CKYIIa.

Jebmanmuja 1 Axo y nepmymavyuju o eaxcu o; > 0; 3a i < j, onoa

enemMenmu 0; u 0; 06paszyjy jedNy uneep3ujy.

Ha npumep,

-y nepmyrtamuju (2,3,1) ckyna {1,2,3} eaementu 2 u 1, kao u

eJeMeHTH 3 U 1 YMHe MHBep3uje;

-y uepmyramuju {n,n —1,..., 1} ckyna {1,2,...,} cBaka aBa

€JIEMEHTA CY Yy MHBEP3Uju.



Hebmanmumja 2 [lepmymayuja o je napna axo je ykynan 6poj

ungepsuja Inv(o) y wmoj napan, a nvenaphna axo je Inv(c) nenapan 6poj.

Ha npumep,

- Opoj unBepauja y nepmytanuju (3,4, 1,2) ckyna {1,2,3,4} je

2+ 2, na je oHa napHa;

- 6poj unsepsuja y nepmyrauuju {n,n—1,..., 1} exyna {1,2,...,}

i n |
je 9 Uiu

n(n — 1)'

n=ltn=24 - F1l=—"

Teopema 1 Axo y damoj nepmymayuju 08a esemenma 3amene Mecma

(uzepuie Mpancnozuywjy), nepmymayuja Mena NAPHOCM.

Joka3. AKO ce 3aMeHE [Ba CYCCJHA eJICMEeHTa, ODPOoj MHBep3uja ce
Mema 3a 1 (+1 ako Hucy Ouim u —1 ako ¢y Ouian y uHBEp3uju), na

ce MCHa MU IIapHOCT.

Ako usmely esemeHarTa KOJU Memajy MecTa uMa k Ipyrux
eJeMEHATa, OHJIA OHM MOTY Ja 3aMeHe Mecta ca 2k + 1

rpancno3unurja. W

2 Ilojam meTepMmUHAaAHTE

Heka je M, ckyn ¢BuUX KBaApaTHUX MaTpuia ca ejeMeHTuma u3 C

(Moske u onmruje u3 nomsa ).

Hedbuaurnmja 3 Ilpecaurasawe det : M, — C je demepmunanma axo

je damo ca

det(A) = Z (&—l)’r'”'(a)r/]ﬂlHQ(72 O,

"—TE—FJH
3a A = (a;;) € M,,. Hdemepmunanma mampuye A je bpoj det(A) xoju ce

Al.

o3Havasa u ca

[Tojmosu ped, apcme, xoaone, dujazonana,... marpune A ocrajy ucrtu

3a JICTePMUHAHTY MaTpuie A.



[Tpema pedununmjn,

Al 3a A € M, je 36up on n! cabupagka, Ipu deMmy je CBaku
cabupak POU3BO N eJaeMeHTaTa Marpune A (M3 cBake BpeTe u

CBakKe¢ KOJOHEe Ta4YHO II0 jCﬂ,i—lH).

- Cabupnm ca napHuUM nepMyTanMjaMa cy HO3UTUBHU, & Ca

HeMMapHUM HCTATHUBHMUA.

Y nepUHUIUIU TeTEPMUHAHTE CAOUPKE (1g U2y * * * (py, MOKEMO
HpeypeuTu (KOMY TATUBHOCT MHOMKCHA) Y OOIUK (10 -« Gy, -
I[Ipu Tome, je nepmyrainyja 7 MHBEP3HA HePMYyTALKUjU O, 114 je

Inv(t) = Inv(o). Tlpema ToMe, Baku

*4‘ = Z (_1)1711;(7-) Ar110132 * ** Qrp-

'TE-Pn




3 OcHoBHa cBOjCcTBa

Teopema 2

AT| =

Al

Hokaz. 3a A= (a;) n AT = (bij) je by = ay;, ma je

AT Inv(T
AT § (=) b 1brs by
‘TEPn
Inv(r
Z (_1) ( )a'l’rl (1-21—2 cc o Oy,
‘TEPn
Al.

[Tpema Tome, ¢Be MITO BayKKU 3a BPCTE NCTCPMUHAHTHU, BayKU U 34
KOJIOHE, 14 CC HAPCJHA CBOJCTBA U3PAYKABA]Y CAMO 3a BPCTEC.
Teopema 3 Axo ce jedna epcma mampuye A nommoxncu bpojem A,

dobuja ce mampuua B 3a xojy je |B| = \|Al.

Jloka3. AKO je i-Ta BpCTa NOMHOMKEHA ca A, Taja je

Z (=1)I"C)gy, - .. (Ao, ) -+ o,

cEPn

AA

|Bi

N3 teopeme cremm na je

A| =0 ako ¢y CBM CJIEMEHTH HEKE BPCTE
UK KoJoHe Matpulle A jenHaku HyJn.
Teopema 4 Axo dee epcme y mampuyu A zamene mecma, dobuja ce

mampuya B 3a kojy je |B| = —|A|.

Hokas. Y cBakoM cabupky 3a |B| eeMenTH a5, U j,, Cy 3aMCHUINA
MecTa, MITO 3HAUYM Jla Opoj MHBep3uja Mewma napHoct. llpema tome,

Al

CBM cabuUpiy ¢y IPOMEHWJIN 3HaK, na je |B| = —

Teopema 5 Axo cy A u B xeadpamne mampuue ucmoz peda, mada je

Al |B| =

A-D|



[Tocnemune osux TBphema cy u caeneha cBojeTBa:

1.

Ako ¢y mBe Bpere v Mmatpunu A jemHake, Tama je

Al =—|A)).

Al=0

(3&1\101&01\1 HUCTUX BpCTa MMaMO

Ako cy aBe Bpere matpuiie A nponopuuonasdse, taga je |[A| =0
(mesbemeM eeMeHara jeqHe BPCeTe KOC(UIUjeHTOM

HPOIPOUUOHAJHOCTH A0OUjAMO ABE KCTE BPCTE).

Ako je jemna Bpcra marpunie A anmHeapHa KOMOMHANM]ja OCTAJUX,

A =0,

Tajga je

AKo ce jenHa BpcTa garTe MATPUIE TOMHOYKH HEKUM OpojeM u
oolla Apyroj BpcTu, Jo0Mja ce HOBa MaTpULIA KOja MMa UCTY

AeTEePMUHAHTY Kao jarTa MaTpula.

4 Pa3zmaranm.e AdeTepMMHAHTE

Heka je A = (a;;) € M,.

Hebmannmuja 4 Munop M,; enemenma a;; mampuye A je

demepMuHaRMa mampuye Koja ce dobuja u30cmasbamem i-me apcme u

j-me xoaone mampuye A. Kodaxmop A;; eanemenma a,; mampuuye A je

bpoj dam ca

:l‘."j = (‘—l);’%j‘l[.{/m

Teopema 6 (Jlamnacose Gopmyae) 3a cearo i = 1.2,. ... n eaxncu

Al = a;1Ai + aizAiz + -+ + GinAin.

Ako ce ymecTo Ko(parkTopa A v3My KOPAKTOPU KOJU OAN0OBAPajy

eJICMEHTUMa HEKe JApyTe BpeTe, 30UMp Ha JACCHO] CTPAaHWU HPETXOIHe

jemHakocTn je jemHak vHysau. Oba cayuaja MOTY f1a ce 3allWIly Ca

i
E (Iikjiljk = 51J 4’-1‘
k=1

3a t,7=1,2,...,n.



ITPUMEPU

1 2 3
5 06 4 6 4 5
1.4 5 6/=1- _— +3. S
8 0 79 7 8
7 8 9
010
3 4 5 2 X 5
2 3 4 5
2 =14 5 6/+1(3 4 6= 10 + 10
3 4 5 6
8 9 0 7 8 0
7 8 9 0

(O]

AETEPMUHaHTa TPOYLrdaoOHE K ,-".LI/[jElI‘()HZlJ[H(‘- MaTpHuLe _](.‘-JLHHKH j(‘-

IIPOU3BOAY €JiEeMEHaTa Ma ,"LI/I.jElI‘()HElJII/I.

PAHI" MATPUIE

e Ilojam panra
e EslemenTapHe TpaHchopManuje MaTpUIa
5 Ilojam pamra

Heka je nara marpuna A = (@i )msxn-

Jepuannmja 5 Peo najeehe pezyaapre noomampuye mampuye A je
pane mampure A u oznauaea ce ca rangA. Pane nyaa mampuue je

HYAQ.

Jepuanmmja 6 Munop peda r mampuuye A je demepmuranma HexKe

mene Keadpamme nooMampuue peoa .



Hakue,

- paHr MarTpulle je pej Hajpeher mbeHOT MUHOPA Pa3JauduTor 01

HYyJ1e,

- aKko je rangA = r, Tamza je ¢cBAKM MUHOD PEeIa I KOJU j& PA3IUUUT
OJ1 HyJie Da3MCHU MUHOP, a BPCTEe M KOJoHe MarTpuiie A Koje oH

onpebhyje cy DasucHe Bpcere M Da3zsMCHE KOJIOHE,
-V MaTpUIM MOI'Y Jia HOCToje Bullle DA3ZUCHUX MUHODA.

N3 cBojcraBa JeTepMUHAHTH caean aa je rangA = rangAT.

6 EnmemenTapHe TpaHCcdopMAaIuje MaTpHUIA

Hebpununuja 7 Eaemenmaprne mpanchopmayuje mampuue cy:
1. 3amena mecma dee epcme (Koaone),
2. mHoXCeme jedHe apcme (KoaoHe) bpojem pazsuvumum o0 Hy.ae,

3. Hoodasame Hnere apcme (Koaone) 0pyzoj epcmu (Koaonuw).
Teopema 7 Eaemenmapre mparchopmayuje ne Mewajy pane Mampuye.

[Ipema Towme,

- JIBE MATPUIC MMajy UCTHU PAHD' akKO U CaMO akKo ce MOTY

CKBUBAJECHTHUM TpaHCpoOpMalnjaMa CBECTU JeIHA HA JAPYTY;

- AKO je paHr MaTpulle jeHaK 7', OHCIA ¢e OHA CKBUBAJCHTHUM
TpaHcGopMalMjaMa MOKE CBCCTHU Ha ODJIMK Y KOjeM je Da3Hu

MHWHOD ,Z[Mj‘r’i,FOH‘d.H‘dH; a CBM OCTaJIK €JIEMEHTU CY HYJIEe.

NMHBEP3HA MATPUIIA

e Ilojam aajyHTOBaHE MaTpPUIIE
e Ilojam mHBEp3HE MaTpUIe

e CBojcTBa MHBEpP3HE MATPUIE



7 Ilojam anmjyHroBaHe MaTpuIe
Hera je A kBanpartHa MaTpuna u Heka cy A;; HeHU KOPAKTOPH.

Hedpmaunmuja 8 Mampuua adjA dedunucana ca
adjA = (cofA)"

Ha3UBA ce adjyN208aHa Mampuya mampuue A.

[Tpema Towme,

Apn An - Am
A Agp oo A,
= .12 .22 | | 2
4411'?, 4421'?, e ‘47171
Teopema 8 Axo je A xeadpammna mampuya peda n, maoa je
1. A-(adjA) = (adjA) - A = |A|E,

2. ladjA| = |A|™L.

Hoxraz. 1. Ako je O = A- (adjA) u C = (¢;j),, Tana us

n
Ciy = E Oﬂz‘kAjk =
k=1

E. Caunuvo je n 3a Apyry jeaHaKoOCT.

A

(sg'j

A

ciaeam jga je C'=
2. Cuenu u3 1. jep je

|Al - |adj A A

E|=|A"



8 Ilojam mHEBEep3HE MaTpuUIile
3a KBaIpaTHe MATPUIE CE YBOJMU MOjaM UHBCP3HE MATPUIC.

Hepmaunmumja 9 Axo za xeadpamny mampuuy A nocmoju mampuya X,
maxea 0a je

AX =XA=F,
3a mampuyy X Kancemo 0a je uneepana mampuya mampuye A.

Yobunajena oznaxa 3a unaeepany mampuyy je AL,

A

KOja MMa MHBEP3HY peryjiapHa v ja je

Ail\ =1, mro 3HauUM ga MaTpuUia

A =1/|4

N3 nepununuje caeam na je

Ilakme, peryiaapHocT Martrpuie je norpedaH ycjaoB 3a MOCTOjame

HCHE MHBEP3HE MaTpUILe.

Caenehe repheme nokasyje na je 10 U JA0BOJBAH Y CJIOB.

Teopema 9 Pezyraprna mampuua uma jeduncmeeny uHeepsny

MAMPUYY, NPU YeMy je
adj A

-1 _
AT = T

Hokaz. VM3 jennakoctu

A (adjA) = (adjA) - A= |A|E
caenu 4 p
adj . adj .
A- = -A=F,
A A ‘
HITO 3HAYU Aa je V AePUHUIMJU MHBEP3HE MATPUILE
~adjA
A

AKO IIPEeTIIOCTABUMO Ia MOCTOje IBC MHBEP3He Marpuie, X u Y,
rana u3 jepnaxkoctu AX = Fu AY = F cneqm na je YAX =Y u
YAX =X, naje X=Y. R



9 CBojcTBa MHBEP3HE MAaTPUIE

Teopema 10 Axo cy A u B peeyaapre mampuye, mada je:
1 (AU = (AT),
2. (AB)~t = B~1A-,

3. (A")t=(A"H" 3an € N.
Hokas. 1. Cuemmn uz (AA™HNT = (AHTAT y AA-L = F.

2. (AB)(B7'A™YY = A(BB WA '=AFA™' = AA' = E. Cimuno je n
(B~'A71)(AB) = E.

3. Coeq uz 2. 1
3a perviaapay matpuny A moxe na ce neduamme u crened A" 3a
peryJjaapHy I y pil pil

NPUPOIAH 71 HA clegennm HauuH:

AT — (4471)71‘



BERTOPCRKU ITPOCTOPU 11 CUCTEMU

BERTOPCRHM [TPOCTOPU

CUNCTEMN JIMHEAPHUX JEJIHAYMHA
NCITATHA TITNUTAHA

BERTOPCEKHU ITPOCTOPU

o Jlebmaunuja BEKTOPCKOr IIpocTopa
e JluHeapHa 3aBUCHOCT M HE3aBMCHOCT BEKTOpPA

e ba3za n auMeH3Mja BEKTOPCKOT MpocTopa
1 HedbuHUIINja BEKTOPCKOT IIPOCTOPA

Heka je V menpasan ckyn, Heka je K mose u neka cy +: V2 —V n

K xV — V bunapue onepanuje.

Hepumammuja 1 Aazebapcra cmpyxmypa (V. K, +.-) je sexkmopcru uau

AUHEAPHU NPOCMOP aKo je:

1. (V.+) Abenosa zpyna,

2. a-(r+y) =ax+ ay,

3 (a+8)-z=a-z+ 0z,

4. (of3) =a-(-x),

5 1.
3a cee r,y €V ucee o, € K. Eaemenmu cxyna V cy eexkmopu, a

eaemenmu ckyna K cy ckaaapu.

Axo je K = R, sekmopcxu npocmop je peasan, a axo je K = C,

8EKMOPCKYU NPOCMNOP j€ KOMNAEKCAH.

Yecro ce BEKTOPCEKHM IIPDOCTOP O3HadYaBa CaMO Ca V, a & -T Cca «r.



[TPUMEPH
1. V=C, K=R, a+ u-cy crangapate onepamnuje y C,
2. V=R" K=R, a+ u-cy gehpunucanm ca:
L TR tn) + (1, ... Un) = (1 + Y1,y Ln + Un),
alxy,...,: r,) = (axy,...,ax,),

3. V ="P<, (cryn cBux noamnoma crenena ue seher on n), K = R,

a + u - ¢y cabupame MOJWHOMA U MHOYKEH:E MOJUHOMa OpojeM,
4. V = RE (ckyn cBux ¢pyukmmja f: R — R), K=R, a +u - cy
nare ca:
(f +9)(@) = f(2) + g(2), (af)(z) = af(z),
5. V. =Cla,b] (ckyn cBux menpekuanux pyurnuja #a |a,b]), K = R,

a + M - Kao y OpPerxXoMHOM IpPUMEPY.

[Tomohy narux BekTopa n3 V Moske ja ce reHepuilne HOBU BEKTOD.

Hebmnmannmja 2 Jluneapua xomburayuja eexmopa 1, ..., r, uzV je

aexmop r dam ca

T = 01T + QaTg + -+ + QpTy,

20e cy «q, ..., «q, craaapu u3 K.
Hedbununuja 3 Axo je X = {xy1,...,1,}, cxyn ceuzr auneapruz
KOMOUHAUUJA 8EKMOPA T1, . . ., Ty j€ AUHEAPHU OMOMAY UAU AUHEAA HAO

X u oznauasa ce ca L(X).

Iarune,
LX) ={ajz1+ -+ apa, |aq,...,q, € K}.



2 JIumeapHa 3aBUCHOCT M HE3aBMCHOCT BEKTOpAa

Jlepmannuja 4 Bexmopu rq. ..., . r, 8exmopckoz npocmopa V cy
AUNEAPHO 3GBUCHU AKO NOCMOJE CKAAAPU (1, . . ., o, u3 I, 00 xojux je

bap jedan pazsuxum 00 HYAE U 34 KOje 8ANCU

1T1 + AT + - - - + ATy — 0.

Y npomueHom, 8EKMOPY T, .. . ,: Iy CY AUHEAPHO He3aA8UCHU.
Hpyrum pedmma, BEKTOPU Ty, ...,T, CYy JAHEAPHO HE3aBUCHU AKO W3
HABC/JACHC JCAHAKOCTH CJICAM Ja je af = -+ = a,, = (.

Ouurie o je na Cy BEKTOPU OJf KOJUX je jejaH HyJia BEKTOP

JUHEAPHO 3aBUCHU. AKO ¢y x1,..., T, JUHEAPHO 3aBUCHU, OHJIA CY U
T1y..., Ty, T JMHEAPHO 3aBUCHUA.
Teopema 1 Bexmopu x1,....7, CY AUHEAPHO 3048UCHU AKO U CAMO AKO

je jedar 00 BUL AUHEAPHA KOMOUHAUUJA OCTNANUL.

IokA3. AKO €y BEKTOPU 3aBUCHU, Taja V ILUXOBOj JIUHEADPHO]
KOMOMHAIMU je Dap jelaH cKajap pasjimduT oJ HyJse. Bekrop vi

Ta] CKaJIap je JUHecapHa KOMOUHAIM]a OCTAJIUX.

O6puyTo, ako je jepan oJ WMLUX JMHeapPHA KOMOWHAIIM]A OCTAJIMX,
OH/Ia je JIMHeapHa KOMOMHAIM]Aa CBUX je/iHAKA HYJIM, a jejaH ckaJjap

je jemnak 1. W

Jlebvmmanmuja 5 Leckonauno MH020 8eKMOPa CY AUNEAPHO HE3ABUCHU
aKo je ceaku muro8 KOHAYAH NMOOCKYN AUHEAPHO HEIABUCAH. &

npomueHom, 8EKMOPU CY AUHEAPHO 3AB8UCHU.

3 Ba3a u muMeH3H1ja BEKTOPCKOT IIPOCTOpPA

Hebnaunuja 6 Cryn auneapho HesasucHur sexmopa je basa

sexmopckoz npocmopa axo je L(B)=V.



Teopema 2 Ceakxu sexmop sexmopckoz npocmopa MOMCE ce Ha
jedurcmeern HavuH U3PA3UMU Ka0 AUHEAPHA KOMOUHAYUIG 8EKMOPG

baze.

Tokas. Heka je x € V u nweka je B = {xy,....r,} basa. Kako je

L(B)=V, 1o je x € L(B). Ako npernocraBumMo na je
=021+ Qply = )61171 + -+ 5711:71:
rana je

(al - /61)3:1 = oc ( Xy, — ﬁn)xn — 0:

na 3001 He3aBUCHOCTH BeRTODa Dasze cJie

g —Pi=ar—Fo=---=a, — [ =0,

Bekropeku npocrop nma Buie 0asza, ajam cy CBC MCTE

Kap dMHaJIHOCTH.

Ako Haza mMa kKoHadan OpoOj BEKTOpa, TPOCTOp je

KOHaA4YHO- JIUMMCH3MMOHAJIAH .

Teopema 3 Cee basze KOHAUHO-OUMEHIUOHANHOZ BEKMOPCKOZ TLPOCMOPA
umajy jednax bpoj sexmopa.
Hedbmnaunuja 7 Bbpoj eaemenama baze KoHAUHO-0UMEHIUOHANHOZ

eexmopckoz npocmopa V # {0} je dumenzuja moe npocmopa u

oznayvasa ce ca dimV. 3a V = {0} je dimV = 0.
[TPUMEPU

1. dimR" = n.

2. dimP<, =n+ 1.

CBaku JIMHEeaApPHO He3aBUCaH CKYII BEKTOPa BEKTOPCROL' IIPpOCTODAa ](:‘

M Da3a WM J1e0 HeKe Dase.



Hera je V' Bekropckm mpocrop auMeH3Uje n U HeKa je

B={x,...,x,} jenna Ha3a tor nmpocropa.
Hedbmnaunuja 8 Axo je za
A = @¥qdry aF @igdiy) =F ° = ° 57 Qipdls

3a x €V, ckanapu aq, o, ..., v, cY KoopoduHame sexmopa r Yy bazu .

HOODL{HH&T@ CBakKOTI' BEKTOpa Y [AaTO] Das3n cy je,LlHHC'I’BeHe.

.

CUCTEMU JIMHEAPHUX JEJHAYNVMHA

e [lojam cucrema nmuHCAPHUX jeHAYUHA

® Hp aMCpOBO IIPpaBUJIIO

4 IIOJAM CUCTEMA JIMHEAPHNX
JEITHAYUYNMNHA

4.1 HedbmHNOMja cucTeMa U pelieHa

Heka je K maro nmosse u Heka a,;,.b;, € K zai=1,....mnuj=1,..., n.

7

Hepunuimuja 9 Cucmem S obauka

D118 FF @eite =5 © © © JF Olpdts, by
911 + A9y + -+ - + A9, Ty b
Ap1T1 T AT T+ * T AmpTy = /)m
je cucmem AUHEAPHUT JeOHANUHA Ha0 nomsem X ca HenoszHamum
3 TR > T Iy, KOCPUUUJEHMUMA (1;; U CA0D0OHUM Yaanosuma b;,. Axo je
by = by =---=b, =0 cucmem je romozen, a Yy NPOMUBHOM je

nexomozen. Cucmem S je Keadpamuu 3a 1m = n, a4 NPaBOY2AOHU 3G

m # n.

KRpahu 3anuc cucrema je

mn

E (Iijxj:bi; i=1,2,...,m.

J=1



Hedbnaumumja 10 Ypehena n-mopxra (o, o, ..., a,) € K" je peweme
cucmema S aKo 3aMeHOM Y cucmemy Ty ca o 3ak =1,..., n dobujamo
m maunuz jednaxocmu. Cucmem je pewus (cazaacan,
nenpomueypeywan, mozyh) axo uma bap jedno peweme, a y NPoOMUBHOM
je mepewus (Hecazaacar, npomusypewan, Hemozyh, xonmpaduxmopan,).
Axo cucmem uma camo jedno pewemne, onda je odpehen, a axo uma

guue peuemna, onoa je neoopehen.

Y namem je K = R. Cryn c¢Bux peniemha cucreMa S 03HAYABAMO Ca

Rs.

Hebmaumuja 11 Cucmemu S; u Sy cy eK8uBaAAEHMNU AKO UMGJY UCTLE
ckynosee pewemna, 00nocHO ako je Rs, = Rg,.

Jebunnunuja 12 Exeueasenmue mpanchopmayuje cucmema cy:
1. 3amena mecma jedHavurama,
2. 'MHowcemwe’ jednavwune bpojem KoOju Huje Hyaa,

3. ’0odasame’ jedne jednavune 0pyz0j jeoHaMUuUHU.

Teopema 4 Exeusasenmre mpanchopmayuje He mMenajy cKYn peuwena

cucmema.

4.2 MaTpuuyHHM 3a0MC CUCTEMA

Axo je A= (a;j)mxn. B BexkTOp ciaobonnux dianoBa u X BEKTOD

HEIMMO3HaTUX, CUCTEM MOMe [a ce 3allhile Yy 06JII/II{}/'

AX = B,
OJIHOCHO
11 A2 e @m\ 171\ by \
(o1 o2 -+ (ay ) bQ
U1 U2 - amn/ -Tn/ bm

Marpuna A je marpuna cucrema S, a marpuna A = (A|B) je

IIpolirnpeHa MaTpHlla CHUCTeMa.



Ako rosone marpuie A ozmaunma ca A, ....A,, cucrem Moke ja ce

3anmiie Uy o0JUKY

T bl
€9 bg
(4 4 - a)| 7=
TTI bm

OJHOCHO

1A+l +-- 1A, = B.

Ako je A perynapha mMarpuiia, pememe cucrema je onapeheno

BekropoMm X = A7l B (pememe marpudne jeanadune).
P P P J

5 KRPAMEPOBO ITPABNMJIO

5.1 KpamepoBe ¢popmyie

Heka je AX = DB narm kBagpaTHU CUCTEM Ca PEryJIapHOM MaTPUIIOM

A u meka je |A| = D.
W3 jennakocrn
A A - Am b1
adj A 1| A A 0 Ap by
X=A'p=2Y%.p- — .
441-73, 44211 o 44nn bn
cjaesm Jla je
1 T
T — — Z bi*Aik
D i=1
3a k=1.....n. Axo je D, nerepmunanra kKoja ce gobdbuja o

JerepMUuHaHTe D rako mrro ce k-ra koJsoHA 3aMeHU BEKTOPOM B;

T

rafa je )

i—1 biAir pa3Boj Te nerepmunanTe no k-roj kononu. llpema

ToMe, Baxkun caenehie rspheme.



Teopema 5 Axo je mMmampuua cucmema pezysapHa, Cucmem uma

jeduncmeerno peuieme 0amo ca

_ D,
-

T
Ose gopayse cy noznare kao Kpamepose popmye.
5.2 Iluckycuja peniema cucreMa

Ha ocunoBy KpamepoBux dgopmysa cienm na:
1. cucrem mMa je MHCTBEHO pelneme ako je [ #£ 0,

2. cucreMm je wemoryh ako je D =0 wu Dy # 0 3a neko

HeMa JUPEKTHOD OJNOBOPaA O PEHMBOCTU cucteMa ako je D =0mn

Ll

D, =0 3a csako k € {1,2,..., n}, seli Tpeba pasmarparu

? ?

cybunerepymunanTe u 3a D w 3a Dy,

Crenujaano, xomoren cucrem 3a [ # 0 umMa caMo TPUBUjAJHO

pelnieine.






CUCTEMU JIMHEAPHUX JEJHAYMHA

e KPOHEREP-KAIIEJIMJEBA TEOPEMA
e TAYCOB AJITOPUTAM
e NCIINTHA ITNTAIA

KPOHEKEP-KAIIEJIMJEBA TEOPEMA

e IIpocrop BpcTa m mpocTop KOJIOHA MaTpUIle
¢ Teopema

¢ PemaBame cucreMa

1 IIpocTop BpcTa M NpoCTOpP KOJIOHA MaTPUIIE

Heka cy Aq, As, ..., A, ®kouone marpurie A cucrema S.

Teopema 1 (o 6aszucuom munopy) Axo je rangA = r, mada:
1. mehy xkoaonama Ay, ..., A, nocmoju r neza8UCHUL,
2. ceaka 00 0CTNAAUT 1L — T KOAOHG J€ AUNEAPHA KoMOUHAUUja 1

Heza8UCHUT KOAOHA.

Joka3. V3 npernocraBke cienam Jia MaTpuiia A MMa peryJjiapHy
noaMarpuny pena r. llpermocraBumo na je To moamaTpuiia Kojy

oapehyjy npBux r BpeTa M NPBUX 7 KOJOHA.



1. Jloraskmumo na cy roaone Ay, ..., A, nuneapno mezasucue. Y cioB
oAy + awAs+ - A =0

oapebyje xomoren cucrem

ajjog + apog + -+ ape, = 0
g1y + agecy + -+ - +agpa, = 0
ariy + arpiy + -+ appa, = 0
U100 + A2y + -+ - + Apra, = 0

Rako npBux r jeamaumba 4yMHM KBaJAPATHU CUCTEM Ca PEryJapHOM
MaTpuIoM, oH (mpema Kpameposoj reopemun) nma je AMHCTBEHO

peleme, OJHOCHO CAMO TPUBMjaJHO permeme. [Ipema Tome, u 1eo

CUCTCM MMa CaMO TPUBU]jAJIHO PCHICILE, TA JC (v = (vg = +++ = (..
2. Hokaxnmo na je kouona A; (j=r+1,....n) auneapua
kombunanuja rkoaona Aq, ..., A,.. Heka je

L N 5 P 05

Ayl 0 App Oy

Qg1 - Qpr Qgj
LUE CY i, Qg2 . . . . Qjy, A €JIEMEHTH k-T€ BpCTe MaTpHIe

(A1..... 4. 4;). Kako je rangA =r, to je M; =0 3a cBaku Opoj
ke{l,2,...,m}. Pazsojem merepmunanre M; no nocsuemsnoj BpeTu

nobujamMo zga je

ap1Cri11 + ap2Cryro + - - + air Crgrp +agiM =0



(koedummjent y3 ay; je ynpaso gerepmunanra M perymnapne
noamarpuie pega r, a Cryqq... .. Cy41, ¢y oaroBapajyhn

ko(arropu). M3 ose jeanakoctu umamo (M # 0)

Cria Cri1 Criiy

M M

= ap] + QaQga + T+ Ay,

HITO 3HAYM JIa je dp; U3 KosoHe A; nqnHeapHa KoMOMHanMja

cjieMeHaTa agi. . .., ap 13 komoua Aq..... A,
Kako ce 3a cpako k = 1....,m nobuja mcra JuHeapHa KOMOMHAIIA]A.,
TO je

441' = C}:1441 + C]f244‘2 e C]f,,flr.

ITpema rome, konona A; je amHeapHa KOMOMHAIMja KOJOHA

A A R

Ncro rBpheme Baku u 3a spcre. lakie, Opoj nezasucHux spcra
Marpuie A jenHak je OpPoOjy HE3aBUCHUX KOJOHA, OJHOCHO PAHTY

MaTpHIIe.

N3 reopeme ciuies pa je kBasgparTHa Marpuia peryiaapHa ako U camMo

ako CY ILeHe Bpcere (KOJIOIIG) JIMHeapHO He3aBUCHE.

Jlebvnunmja 1 Bexmopcku npocmop zenepucan epcmama mampuye A
je npocmop epcma, @ NPOCMop 2eHEPUCAH Koaonama mampuye A je

npocmop KoaoHa.

Kako ne3aBucHe Bpcre umnae a3y mpocTopa BpcTa, a He3aBUCHE
KOJIOHC 4uHe Da3y NpocTopa KOJOHA, TO Cy JUMCH3Mja ITPOCTOPA

BpCTa W AUMEH3Uja MpocTopa KOJOHA jelHake paHry marpuie A.



2 Teopema

Teopema 2 (Kponerep-Kanenujesa) Cucmem auneaprur jednaxuma
je caz2AacaM aKo U CaMo aKO je panz MamMpuye CucCmema jeonax paHzy

NPOULUPEHE MAMPUUE CUCTNEMA.

Iokas. Heka je A marpuna cucrema u A = (A|B) npommpena

MATPHUIA CHCTEMA.
= (Heonzoonocm)

AKO je cucreM pemmB, Taja je koJoHa B jamHeapHa KOMOWHAINM]A
kosioHa Aq. ..., A, marpune A, ma je auMeH3nja MpoOCTOPA KOJOHA
MaTpuie A jeaHaka JIMMeH3Ujru npocTopa kosona marpumne A. Ha

OCHOBY IpeTXo/He TeopeMe TO 3Haud ja je rangA = rangA.
< ([Mosownocm)

Kako je rangA = rangA, nuMensuje npocropa kKoJjona Marpuna A u
A cy jennake. To 3paum na je B numeapua KoMOMHAIMja KOJOHA
Ai.....A,. OIHOCHO /14 TOCTO]E CKAJAPU (X, ...,(, TAKBUA Ja je
a4 +a2#0mn

B = Cl]_;ql + QQAAQ =0 Ck.nAAH_.

W3 nocaenme je AHAKOCTUA CJIEAN A ]€

by = appan + apas 4+ -0 4 Aoy
by = anoq + apay 4+ -+ ag,qy
bm = Um1¥1 + Qpaty + .- TF i
[MTpema tome, (aq, g, ..., ) je pememe cucreMa, IITO 3HAUM Ia je

cucrem permus. W



3 PemaBame cucremMma

3.1 Hexomoren cucrem

Ha ocnoBy Kponckep-RanenujesBe teopeMe Moske ce YTBPAATUA A& JIA

je maTm cUCcTeM carjiacaH.

[IpernocraBumo na jecre, npu yemy je rangA =r. Tauxa mebhy
Bpcerava mMarpuie A (a Tuve n marpune A) nHocTtoju TadHO T
He3aBUCHUX. AKO je 1 < m, IPEOCTAJUX 1M — I jeJHAUYNHa MOKE Ce

ON0AIIATH.

Heka je jenan 6azucam MmuHop oapeben ca npBux r Bpcra W NPBUX 7
KosioHa Marpuie A (1o ce yBek Moske HOCTUNN eKBUBAJIEHTHUM

TpanchopManmjara BpeTa U KOJOHA ).

OabanuBameM MOCAeABLUX M — T jepnaduna (y cuaydajy m > 7)

n00MjaMo 3a N > 7° eKBUBAJCHTAH CUCTEM

aj1ry T+ Qe + -t T+ A1 b1 — Gury1Try1 ccc — GipTy
a21r1 + azrs + -+ d2:02 by — Gorp1Try1 0 — GopTy
ar1T1 + Qs + -+ AppTo b?" — Oppi1Lyr1 - — Uppdip
[TpomenssnBe x4, ...,T, cy DaszucHe WINA 3aBUCHE, a TPOMEHJLUBE
Tpi1y ..., Ty Cy CHODOAHE WM HE3aBUCHE. 3a 7' =N y CACTEMY He

MocToje caodoaHe MpoMeH/bUBE.



Teopema 3 Cazaacan cucmem uma jJeQUHCMEEHO PeuLemwe aKo U CAMO

KO J€ PAHZ MAMPUUE CUCTNEMA JeOHAK OPOJY HENOIHAMUL.

Iokaz. Heka je rangA =r.
= (Heonzoonocm)

CucreM KOjU MMa JeJIMHCTBEHO Pellemhe HeMa CJa000aHe TPOMeH/bUBE,

na je r =n.

< ([Mosownocm)

Ako je r = n, opbanuBarmemM m — r jeJIJHAYMHA KOje HUCY Yy Da3MCHOM
MUHOPY, 400UjaMO KBaJAparaHyd CUCTEM 4ddja je Marpulla peryJjapsa,

na on uma jeauacrseno perreme. W

[Ipema Tome,

1. Ako je rangA = n, cucrem UMa jeJIMHCTBEHO PeIIee Koje ce
Moke godutu KpamepoBuM nmpaBmiioM, HAKOH OA0AIMBATHA

‘'CYBUINHUX jeqHaunHa (AKO UX MMA).

2. Ako je rangA < n. makon ondanmBama CYBUITHUX jejHadnHa
(ako ux uma), noduja ce ksaaparan cucrem CY = D pena r, rue
je Y BekTop HEeKUX 1 O Iy, ...,T, HENO3HATUX U IHe Ce V
BekTopy D mojaB/byjy HpeocTaumx m — r cJoDOIHIX
Henoznatux. CBaka o1 cJODOJHAX HEMOZHATUX MOMKE Jla y3Me
MPOU3BOJLHY BPEAHOCT, Ma je cucreM HeoxapeheH, a CKVI pelrermna
Rs je n — r-mapamerapcku.

3.2 XOoMOreH cucTeM

XoMoren cureM je carJacai u uma rpusujaino pemewme (0,0,...,0).

Teopema 4 Xomozen cucmem uma HEMPUBUJAAHO PeULEHBE AKO U CAMO

axo je paMz Mampuye CuUCmema Mam 00 6Poja HENOZIHATNUL.

Hoka3. M3 nperxoame reopemMe cienan jia cUCTeM UMa jeJHUCTBEHO
pememe 3a n =7 W ga je Heoapebhen 3a r < n. Y OpBoM ciuydajy
CHUCTEM MMa CaMO TPUBMU]JAJIHO PCIICHE, a y JAPYIOM ciydajy je

neoapebhen, oanocHo uMma 1w Herpusujaana pemema. W



[Ipema Tome,

1. Aro je rangA = n, cucreM MMa caMO TPUBU]JAJHO peliemne. Y

cuayydajy kBajaparTHor cucrema ycaosn je |A| #£ 0.

2. Akro je r < n, cucreMm je meoxnpehen, a cKyn pemema je
n — r-napaMeTapcku.

Basxku n ciaenehe rBpheme.

Teopema 5 3a r < n ckyn peuwema TOMOZEHOZ CUCTEM Je 8EKMOPCKU

npocmop OUMeHIUJe n — 7.

Jenny 0a3zy BEKTOPCKOI IPOCTOPa Pelleha XOMOIeHOI CUCTEMA YUHE
peiema Koja ce nodujajy Tako ImTo cJIodOMHEe TPOMCHILUBC y3UMajy

BpeAHOCT HYyJIa, OCUM jeiHe drja je Bpanoct 1. Takpa pemema dume

¢vEIaMeHTa HN cucTeM perema. Ako je Xi...., X,
GyHIAMEHTAJIHN CUCTeM pelieha U X IPOU3BOJLHO pellehe CUCTeMA,
Tajga je

X=cXi+coXo+ - +cX,_,

38, HCKC PCAJIHC KOHCTAHTE Cp,....Cphp.

'’AYCOB AJITOPUTAM

e KB aapaTH CHUMCTCM

e IIpaBoyraoam cucrem

4 RKBampaTHH cucTeM

4.1 PerysapHa Mmarpuna cucreMa



Cauuno je n y ommrem cavdajy. Hera je mar cucrem AX = B, rae
je A = (a;j), perynapua matrpuna. [Ipumenom eremenrapnux
TpanchopMalmja BPIKA ce eJMMUHAIM]A ITPOMEH/LUBUX M CUCTEM Ce

CBOJIM HA TPOYTAOHY (hopMmy.

Ako je a;; # 0, Taga MHOKEH,EM NMPBE jeAHAYUHE PEIOM ca —dgy/dyy,
—agy/ayq, ..., y1/011 1 gogaBameM qpyroj, rpehioj,..., MO CJI€ JIH>0]

) )

jeHAunHr, 100UjaMO €KBUBAJEHTAH CUCTEM

a11r1 + ajare + - - + a1, = by
agg Ty + -+ aglz, = by
QSQ) Lo T+ a”gllzrzlﬂ'n = bgll)

Ha taj naumn je mpoMeH/LMBA 7| €JUMUHUCAHA W3 CBUX jeHAYMHA,

OCHUM IIPBE.
(_leI/U-HIO7 CIAMMWMHHUCAILCM IIPOMCHJ/JLMBE o M3 INOCIHCOILUX 71 — 2

jeaHaumHa 100MjaMO €KBUBAJIEHTAH CUCTEM (Y3 IPEeTHOCTABRY

199 7£ O)

a7 + ayoe + ay3xs + - - +apx, = b
aglg):rg = aé?rg + -+ a.g,ln):fn = b(Ql)
2 2 2

agzz?»)T2 e T a(Q)Tn — 6(2)

nn



HacraBmwajyhin oBaj mocrymnak, mocje n — 1 Kopak mMaMo

CEBMBaJICHTAH CHCTEM TpyraoHor 00 JIMKA

ai1r1 + apprs +aizrs + - - +apr, = b
aélg)rg + (1(2?.’{’3 S oo oS aéi,f:rn = bgl)
2 2 2
aég):rg + .-+ af(gn):rn = b_.g )
a 517;1_ 1) ‘Tn — bgl_ 1)

k—1
e Y cioBu aglk ) # 0 mory ce o0e30eaUTH epMy TOBAHEM

] clHavYrHa y CHUCTEeMY.

e 13 Tpoyranor obamka cucTeMa ce JeJIHOCTABHO padyHa

JCTECPpMWMHAHTA MaTpHUIC CUCTCMa M _ieAIIOC'l‘aBIIO pemaBa CUCTCM.

e [lomazehu on nocnenme jepanadnbe npema MpBoOj, CYKIECUBHO ce
peliaBa jelHa Mo je/lHa IPOMEH/LUBA, a Pellele cCucTeMa je

JCIMCTBCHO.

e Opaj mocrynak je mo3nar kao [aycos aazopumanm.
4.2 Cu"ryjlapHa MaTpuia cucreMa

laycoB agropuraMm ce MOMKC TPUMCHUTA Uy CaAy4Ya]y Kaza
MaTpuila cUcTEeMa HUje peryJjapHa, ¢ TUM IMITO ce rTaja J1o0uja
eKBUBAJIEHTAH CUCTEM creleHacTor obamka. Bucune crenenmka

cy 1. a gyskuae mory outm Behe o 1.

Ha npumep. moxke ce poduru cucrem 00JIMKA

z — 2y + 3z — u = 2
z + u =1

0 =0

0 = 0

[Ipomenmuse r U 2 (HA MOYETKY CBAKOD CTENECHUKA) C€ peliaBajy

13 cucreMa, a ocralie Ccy CJlOﬁO,LlHe IIpoMeHJ/LHUBEe.



Mebhyrum, Moske ce 100UTH U CUCTCM OOJIUKA

T — 2y + 3z — u = 2
g o w = 1

0 =1

0 = 0

Y ToM caydajy CUCTEM HUje carjacaHt.

Y ommreMm cayyajy, 3a r(A) =k < n nocaenma jenHauyuna
cucTeMa je

(k—1)

Qpp. T+ -+ a0 — =D

kn k
MN3za me caenu n — k jepmakoct o kojux je npsa 0= ¢, a

ocrasue cy obauka 0= 0.

1. Ako je ¢ # 0, cucrem HeMa pelrema.

2. Aroje ¢ =0, cucreMm je carsacan n Heoapehen. M3 nocuaenme
JeMHAYMHC PEHIABAMO JCJHY TPOMCH/LUBY a OHJIA yHA3a 1 U
ocranux k — 1 npomensuBux. CKyI peliema cucreMa UMa

n— k caoboaHux npoMeHpuBUX (mapamerapa).

5 IIpaBoyraonmu cucrem

Heka je pnar cucrem AX = DB ca m jeamaunda u 7 HEIO3HATUX

(m #n).

1. Ako je m >n u rangA < n ajgropuraMm je UCTHU KAO Yy cJiaydajy
KBaJIPATHOI' CUCTEMa ca HeperyaapHOM MaTpUIOM CUCTEMA.

2. Ako je m < n omer MUCTO, ¢ TUM IITO Ce€ MOI'Y ajJi U He MOpAajy

nojapuTu jennarkoctn obaukga 0 =cu 0 = 0.



Ako je m >n u rangA = n, raga ce ['aycoBum asropurmom

N00Mja eKBUBAJICHTAH CUCTEM OOJMKA

11T + Q12T + A13T3 + * *+ + A1 Ty = bl
(lg;)f[’z + (l( )IB + -+ ag})l’n — bgl)
as T+ o+ anw, = by
ag Va, = Y
0 = ¢
0 =0
0 = 0

Y ToM ciiydajy cUCcTeM MMa JeJMHCTBEHO pPellerme ako je
c=0. Y nporuBHOM CHCTEM je HeCArJIACaH.



BERTOPU

e [lojam BekTOpa M OCHOBHE omepaluje
e CraJjiapHM TPOU3BOJ BEKTOPA
e Bekropcku mpom3BO/ BEKTOPA
e MemoBuTy Npous3Bo BEKTOPA

e VMcnurua nurama

ITOJAM BEKTOPA
1M OCHOBHE OIIEPAIINJE

¢ Bekrop y mpocrTopy
e OcHOBHe omepalrje BeKropa

¢ KoopmuHare BeKTOopa

1 BerkTop y mpocTopy

Herka je II npocrop koju onazxkamo u #weka cy A u B aBe Ttauke Tor

npocropa.

Hedbmaunuja 1 Jyawc AB y xojoj pazauxyjemo novemny mauxy A u
kpajwy mavky I3 je opujenmucana dyxnc uau eexmop. Ilpasa p xoja
cadpacu mavke A u B je nocad moz sexmopa u ona odpehyje mezoa
npasay, a cmep sexmopa je 00 A ka B. Hyawcuna dyamcu AB je

UHMEH3UMEM UAU HOPMA 8ERTILOPA.

—
Osznaka 3a Bekrop je AD mum d nam camo a.



Crenmjaiiu BEKTOPU Cy:

1. jermaryHM BeKTOP MM OPT - BEKTOP YUJU J€ MHTEH3UTET jeHaK

JeIMHNIN,

2. nysa Berrop (0) - BEKTOP KOjU MMa MUCTY HOYETHY U KPajimy

TAYKy WM 4YM]U OpaBall 1 cMep HUcy oznpebhenn.
. y Yy On

Heka je V ckynl ¢BUX BeKTOpa MPOCTOPA.

- H % . -
Hedbunautja 2 Bexmopu AB uw CD w3V cy jednaxu axo nocmoju
mparncaayuja oyncu C'D y oync AB xojom ce mawka C' npecaukxasa y

mauky A, a mauxa D y mauxy B.

Teopema 1 Peaauuja jeonaxocmu sexmopa u3 )V je peaauuja

eXB8UBANEHUUJE.

—
Ruaaca ekBuBasiennmje sekropa AD je ckyn Bekropa g Jar ca
) —_—
Vi = {a€V|a=4B}.

3a pa ca BEKTOPUMAa JMOBOJLHO je YV3eTU MO jesaH BeKTOD U3 CBaKe

RJIace.

lepmanmuja 3 Bexmopu cy:
1. Koaureapru aKO UMGJY napaseare HOCAYE,

2. KOMNAGHAPHY AKO CY Y NAPANEAHUM DABHUMA.

2 OcHOBHe omepamuje BeKTopa
— _—  — —
Herka je a=AB, b=CD =BE nc= AE.
HMedurunuja 4 Onepayuja + : V> — V dedunucana ca
a+b=c

je 3bup eexmopa.

Heyrpannu exeMenT v oHOCY Ha olepalmnjy cabupama je Hyaa
8exmop, a MHBEP3HU €JIeMeHT MOCTOJU 3a CBAKM BEKTOD & U O3HavaBa

ce Ca —a.

Teopema 2 Cmpyxmypa (V. +) je Abeaosa zpyna.



Heka aceV u A e R.

Hepumaunmja 5 Onepayuja - : R x V — V degdunucana ca
A-a=Db

je MHOdNCEmE BEKMOPA CKAAAPOM AKO je urmeHaumem eexmopa b
A

cCMED ucmu Kao cmep sekmopa a 3a A > 0, a cynpoman 3a A < 0.

jeOHaK -|al, axo my je npasay ucmu xao npasay eexmopa a u axo je

Teopema 3 Cmpyxmypa (V,+. ) je eekmopcru npocmop.
Teopema 4 Y npocmopy V saxcu:
1. ceaxa mpu HEKOMNAGHAPHA BEKMOPA CY AUHEAPHO HE3ABUCHA,

2. ceaxa uemupu eexmopa CYy AUHEAPHO 3A8UCHA.

[Ipema Tome, npocrop V je TpoaUMEeH3MOHAJAH U CBAKA TPU

HEeKOMIIJIAaHAPHA BEKTOPa YMHe Da3y Tor mpocTopa.

3 KoopmiHare BeKTOpA

Heka je B = {a,b,c} 6a3a npocropa V u neka je O npousBoJssHa

' — — — .
rauka npocropa Il. Bekropu OA =a, OB =b u OC = ¢ onpebhyjy
Tpu oce, T, Yy U Z KOoje 3ajento ca radykom O uymHe jenan
KOOpAMHATHU cucTeM Koju ce o3HavaBa ca Oxyz. Tauka O je

REOOpAWUHaTHN I[MOYeTak.




AKO cy DA3UCHU BEKTOPU y3ajaMHO HOPMAJHUA, KOOPJAUHATHU CUCTEM
je mpaBoyram miau /lekapToB, a ako €y W je IMHUYHU, KOOD AUHATHHA
cucTeM je OpTOHOPMUpAaH. JeAUMHUUHN BEKTOPU YUjU CY TOYEeHN
raukn () obuuHoO ce o3Havapajy ca i, j u k. Roopaunarum cucrem

MOKe OUTH JeCHr UJIW eHI'JIeCKU W JIEeBW WJIX (bp?lHHyCHI/I.

Heka je M jom jenma nmpousBosbHa rTadka npocropa Il m meka cy x., y

M z meHe KoopamHare (ancyuca, opouHama v anaukama).

ledbumaumuja 6 Bexmop OM je padujyc eexkmop uau eexmop

noaoacaja mawke M y oonocy na mauxy O.

3a paanjyc BEKTOD ¢e KOPUCTH U O3HAKAa T.
. ’—%
Teopema 5 3a padujyc eexmop ON saxncu

OM = zi + yj + zk.




Teopema 6 Ilpecauxasamwa
f:M—OM, ¢g:0Mw— (x.y.2). h:(x,y,z)— M
cy bujexuyuje uameby npocmopa I1, V u R®.

360r Tora ce yecto tauka u3 I, ypehena tpojka uz R u pammjye
—

BeKTOp 13 V nuaeHtudukyjy, npu yemy ce nume OM = (x,y, z).

M
F  e—

—
3a x, y n z ce Kayke na cy n koopjaunarte sekropa OM. Ako je

z,Y,2)

YV Vi
I = C)J[l = (1'1,@/1_. 21), I'y = ()J[Q = (TQ_._’yQ_. ZQ),
Taga je
1 +ro = (21 + @2, Y1 + Yo, 21 + 22),  Ar1 = (Azq, Ayr, Az),

KaO M1
—_

MiMs = (29 — 1,2 — 11, %2 — 21)-

X

CRAJIAPHU TTPONM3BO [

e J/lepumHUNIja 1 OCHOBHA CBOjCTBA

CrajslapHU IpPpOU3BOA Y OPTOHOPMMPpAHO)] 0a3u

Pacrojame namehy nBejy Tauaka

e Yrao m3Mmelhy mBa BeKTOopa

Eyraunockm mpocTop



4 IlepmHUDUIja 1 OCHOBHA CBOjCTBA

HMeounummuja 7 Onepayuja - : V? — R dedunucana ca

a-b = |a||b|cos£L(a,b)

Jje CRAAAPHU MPOU3B00 8EKMOPA.

Kopucrn ce n o3naka (a,b).

Huperrno u3 jgeduHUNIje cielle HeKa CBOJCTBA CRaJAPHOD

NpoOUu3BOJIa.

Teopema 7 3aa,b.c€V u A € R sancu:
1. a-b=Db-a,

2. (a+b)-c=a-c+b-c,

3. (Aa)-b = Aa-b),

4. a-a=|a]* >0,

5. a-a=0 axo u camo axo je a = 0.

5 CkaslapHU POM3BO Y OPTOHOPMUPAHOj 0a3u

Heka je {i.j,k} opronopmupana 6a3a gecne opujenranuje.

Ouuriie o na je



Teopema 8 Axo jea = (a,.a,,a.) ub = (b, b,.b.) y 6aszu {i,j k},

mada je y moj basu

a-b=ayb, + ayby + cicy.

Iokas. Rako je
a=azi+a,j+ak, b=>bi+b,j+b.k,
TO je

6 Pacrojame m3amebhy nBejy Tauaka
3a a=Db umamo aa je
a-a:ag+a§+ai.

Kako je a-a = |a|?, o je unrensurer Bekropa a uar ca

la| = \/aﬁ +aZ + a2.

Ako Taukama My u My oprosBapajy pajinjyc BEeKTOPU I'y U 'y, Tala je

—
MMy =ro —rq, na je pacrojame d uamebhy rauvaka M; u My naro ca

_
d = ‘1[1‘1[2| = |I'2 - I'1|:

OJHOCHO Ca

d= \/(Tz —21)?2 + (Y2 — 1) + (22 — 21)2.



7 Mepa yraa usmebhy mBa BekTOpa

N3 nedununumje ckajsapHoOr MPOU3BOAA UMAMO Ja je

a-b
cos{(a,b) = allbl’

OJIHOCHO TIPCKO KOOPAUHATA YV OPTOHOPMHUPAHO] Oa3n

Wl = @0, AR
2 2 2 2 2 2"
Vai +al +aZ /b2 + b2 + b2

cos£(a,b) =

IBa menyJira BekTopa a u b ¢y oproroHaJHa ako U caMO ako je
a-b=020.
Heka cy a, # u v yraosu nsmehy Bektopa a = (a,,a,,a.) n oprosa i,

j u k. Kako je

TO je
a ) My a

cosao = —, cosf= ", Cosy=
a |a

Croenujasano, 3a |a| =1 je
cosa =a,, cosfl=a, COSY=a

~ .
Z9

MITO 3HAUM Jla CY COS, COS /3 U cOS~y OpPTOroHaAJHE HMPOjeKIn]je
JEAMHUYHOI BEKTOpa Ha KOOpAMHATHE OCe, OJHOCHO KOOPJAUHATE TOD

JENMHUYHOT BEKTOPA.

Jlakmie, ako je a jeMHUYHN BEKTOP, OH/AA j€

a = cosai+ cos (3] + cos k.

3a nIpou3BOJLAH BEKTOD a Bayku

cos® o + cos? 3 + cos® vy = 1.



8 Eyrmunckm mpocTop

AKo ce y BeKTOpckOM mpocropy R" nedunnire ckaJapHU TPOU3BO I

ca
n
a-b= Z G.-Afbk_
k=1
3a a = (ag,..., ap) mb=(by,..., b,) moduja ce n-MMEH3UOHAJIHNA

Eyknuackm npocrop.

Hopwma Bekropa ce gedunuiie Kao u y mpoctopy V., ajlu ce o3HadaBa

ca ||a||. Harie,

lall = Va-a = yfa? +af + -+ a2.

Ha npumep, Bekropu cramgapge dasze nMajy HOpMY jennary 1.
3a Bekrope a u b ce kaxke na cy oprororaanu ako je a-b=0. Ilpema
TOME, BeKTOpHU cTannapaie daze cy mebhycodno oproronananm, na je

ra ba3a jenna opronopmupana daza v Eyvkaumnckom npocropy R™.

Hedunumy ce, rakobhe, 30up a + b u pasumka a — b, Kao U pacrojame

d namehy a n b ca

d=b—a|=+/(by —a1)2+ -+ (b, — a2

Yrao namehy Bekropa a u b oapehen je ca

arby + - - -+ apb,
N R Y/ I o

BERTOPCRKUN ITPON3BO

cos £(a,b) =

¢ Jlepmamnmja m oCHOBHA CBOjCcTBA

e BerTopcku mmpom3BOon y OPTOHOPMUPAHO) 0a3m



9 IIldmHEMIMja 1 OCHOBHA CBOjCTBa
Hedurunmja 8 Onepayuja x : V> — V xojom ce napy eexmopa a u b
dodenyje 8exmop C Koju UMQ.:
1. npasay opmozonasraH Ha eexmope a u b,
2. cmep npu xojem a, b u ¢ obpasyjy mpujedap decne opujenmanuje,
3. unenzumem jednax |a||b|sin £L(a,b)
je eexmopcKu npoussod 8eKmopa.
Bekropcku npoussos Bekropa a u b je Bekrop a x b.

[Tpema geduannmjn maTensuTeT BekTopa a X b jexnak je Mmeprom

OpOJjy MOBPIIMHC NapaJicJorpaMa KOHCTPYUCAHOD Hall BCKTOPUMa a

u b.

0}

-
a
N3 pedunnnmje ciene HeKa CBOJCTBA BEKTOPCKOI IPOU3BOA.

Teopema 9 3a a.b.ccV u A€ R sancu:
l.axb==bxa,

axa=—o,
ax(b+c)=axb+axce,
(a+b)xc=axc+bxc,

(Aa)x b = ax {(Ab) = Xa % b);,

==Y kR Ra e

axb=o0 (a,b#0) axo u camo axo cy eexmopu a u b KoaureapHu.



10 BekTOopckmu mpou3BOa Yy OPTOHOPMUPAHO] Oa3m
Heka je {i,j,k} opronopmupana 6a3a pecue opujeHTammje.

Teopema 10 Axo je a = (ay,ay, a.) ub = (by,b,,b.) y 6asu {i,j, k},

mada je y moj basu

axb=(a,b. —a.b,, —a,b, +a.b,. a,b, —a,b,).

Hokas. T'epbheme caenm u3 jennakocrTu
axb = ((13:1 + a.yj -+ azk) X (brl -+ byj + bzk)
= ((bez - a;:by)i - (a.t:b:: — azba‘:)j + (al’by o aybr)k

BeI{TOpCRI/I IPpOUu3BOLA MORE Ha €€ 3allvilie U Yy 06.}11/11{}’

ay, G Ay (. a;

Yy . xX Z] i y
axb= i— J+ k
b

Y

nin y obamky gopmatine gerepMUHAHTE,

axb= (g Qy Ay -
be by b.

Heka je * onepanuja y R? nepuHucana ca
(ay,ag, as) * (by, by, b3) = (agbs — asby, asby — aybs, ayby — asby).

Teopema 11 Cmpyrxmype (V,+, x) u (R*, +, %) cy usomopdne.

Tokas. Mzomopduszam ce octBapyje oujeknujom [ :) — R? natom ca

fa) = (ag, ay, a.).

JennocraBno ce mpoBepasa jia je

fla+b)=fa)+ f(b), flaxb)=f(a)xf(b)



MEHNIOBUTU ITPONU3BO/I BERTOPA

¢ JlepmHUIIIja 1 OCHOBHA CBOjCTBA
e MemoBuTH IpOU3BOL Y OPTOHOPMUPAHO] 0a3m
e 'eomeTpujcka MHTEpPIIpETANAja

11 MedbuHnnmja m OCHOBHA CBOjCTBa

Hedvmunuja 9 Onepayuja koja npecaukasa V° y I dedunucana 3a
eexmope a, b u ¢ xKao ckasapHu npouszeod sexmopa a X b u aexmopa c

Jje Mewosumu npoussod eexmopa.

Menosuru npousBo BeKTopa a, b u ¢ osznavasa ce ca [a, b, c.
Haxae,

a,b,c/=(axb)-c.

M3 cBojcraBa BEKTOPCKOI U CKaJIAPHOI TPOU3BO/LA CJede HEKa

CBOJCTBa MENIOBUTOL IMIPOU3BOA.

Teopema 12 3a mewosumu npouzsod 8anNCu:
1. Ma,b,c] =[Aa,b,c] = [a, Ab,c] = [a, b, Ac],

2. [a,b,c| =0 axo u camo axo cy a, b u c auneapHro 3a8uUCHU, 00HOCHO

aro CY KoMnaAaHapHU.

IOKA3. 3a CBOJCTBO 2.

=

Axo je [a,b,c] =0, tana jeaxb=oummc=onmaxb lLc VY
OPBOM cay4ajy ¢y a u b komuneapuu, a y rpehiem cy cBa Tpn
BeKTOpa HopMaJHa Ha a X b. IIpema Tome, y ¢Ba Tpu ciydaja cy

BEeKTOPK a, b n C KOMIIJIaHaPpHHA.
<=

Ako je H6ap jenan oxa Bekropa a, b, ¢ muam a x b myaa Bekrop. rana
je MEeHIOBUTH ITPOM3BOJL jeanak Hyau. Y mporusHoM je a X b L ¢, na

je omer memoBuTH npoussoa jeanak uyau. W



12 MenioBuTtu Dpou3BOa Y OPTOHOPMUPAHO] O0a3m
Heka je {i,j,k} opronopmupana faza necue opujenranmje u Heka je

a=azi+ta,j+ak b=0bi+0bj+bk, c=ci+c,j+ck

Teopema 13 3a a.b.c € V samcu:

a.b,c]=1|b, b, b.
e B G
Hoka3. Rako je
a, da. a, . ay
Yy Z| xr Z| . T Yy
axb= i— J+ k.
b, b. b, b b, by,
TO je
a, . (y . (y
Yy 2 T z T Yy
a,b,c] = Cx — Cy + C.
Ay a,
= |bs b, b.
Cp Cy Co

M3 cBojcraBa merepMUHAHTE CJiele JOII HEKa CBOjCTBA MENIOBUTOL

IIPOU3BOa.

Teopema 14 3a a.b.c € V saxncu:
1. [a,b,c] = [b,c,a] = [c,a, b] (yurauune nepmymayuje),

2. [a,b,c] = —[a,c,b] = —[b,a,c] = —[c, b, a].



13 I'eomeTpujcka MHTEpIpETAaIja

Heka cy a, b 1 ¢ nekoMiianapiu BEKTOPU.

Teopema 15 Ancoaymmna epednocm mewosumoz npoussoda [a, b, cl

jednaxa je sanpemunuy napaseasonuneda odpehenoz sexkmopuma a, b u c.

Iokas. Heka Bekropm a, b u ¢ obpa3yjy rpujenap upecue

opujeHTalunje.

0,

A
Axo je P noppmuna napaJesorpama oznapebhenor sekropuma a u b u

ako je H nyskmua oaroBapajyhe BucuHe napaJiesonuie 1a 3aipeMuHe
V, rana je
a,b,c] = (axb)-c
= |axb|-|c|[cosL(a x b,c)
= P-H
= V.

Axo Bekropu a. b u ¢ obpa3syjy rpujesap gese opujeHTalnje, Tala

je H=—|c|cos£(a x b,c), na je [a,b,c] =—V.

IIpema rome, |[a, b,c]|=V.



AHAJIUTNYRA 'EOMETPUJA

e [PaBan v mpocTopy

e [IpaBsa y mpocropy

e [IpaBa u pasan

e XumneppaBaH

PABAH Y ITPOCTOPY

e Pasnu o0uunu jeqHaumHe paBHU

e Pacrojame Tauke onm paBHU

e Y3ajaMHM IOJIO:KA] OBE]y paBHU

e Yrao m3amelhy mBejy paBHHU
1 Pa3zau obaunm jemHauymHe paBHU
Heka je Oxyz npaBoyriau KOOpAUHATHA CUCTEM
u veka je My(ro, yo, 20) Purcupana,

a M(x,y, z) npousBo/pHa Tadyka Jare paBHU 7.

Pasan 7 je oupebena raukom My € T 1 BeKTOPOM N KOjU je

HODMaJIaH Ha paBaH 7.



1.1 OomTu 06Uk

— —_—
Axo jer=O0OM, rg=OMy u n= (A, B,C), rne je A2+ B? +C? +#£0,
rana je n- MoM = 0.

O6puyro, ako 3a #Heky rauyky M mpocropa BazkM HperxoaHa
jennakoct, onga rayka M npunajga paBoum 7.

¥

/ | M, A
TR

e —
I

D

@,
[Ipema ToMme, omnmTu 0OMUK jeAHAUMHC PABHU je
n-(r—rp) =0,
BCKTOPCKU, OJIHOCHO
Az —z0) + Bly —yo) + C(z— 2) =0

7

CKAJIAPHO UJU Yy KOOpAuHaTaMa. BeKTop N je BEeKTOp HOPMaJe

paBHU 7.
Ako je n-ro = —D, Taza je jenHauynMHa pABHU

n-r+0D =0,
OIHOCHO

Az +By+Cz+ D =0.

1.2 PaBaH Koja caOp:KM TPU OATe TAa4dKe

Heka je paBan 7 oapebena raukama Mi(xq,y1, 21), Ma(x9, Yo, 29) 7

f\fs(fg- Yz, 23)-




Jennauuna paBau 7 je

BEKTOPCKW, OJHOCHO

r—ry Yy—hyh =<2—2
Lo — X1 Y — WY1 Z2— 21 =0,
Lz —T1 Y3 — Y1 23— 21

CKAJAPHO WU Y KOOD AMHATAMA.
1.3 CermeHTHU OOJIMK
Ako cy mare Tauke Ha koopaunataum ocama, Mi(a,0,0), My(0,b.0) n

M3(0,0,¢), jennauuna paBau 7 ogpebhene Tum Tauvkama je

T

rT—a Yy =z
—a b 0]=0
—a 0 ¢
OMHOCHO
(x — a)bc + abz + acy = 0.

N3 ose jegnaumbe n006MjaMo cerMeHTHU OOJIME PaBHU T
r Yy oz
e !
a b ¢



OBaj o6k MOke da ce nodbuje m U3 onmrer 0OJUKA jeHaunHe

paBHu
Az + By +Cz=-D
JlesbemeM JieBe U jecHe crpame ca —D 3a D # 0 u craBiamem
-D . —-D —D
A - B’ = g

1.4 Hopmanan o0k

a —

Heka je p omncrojame koopaunarnor noderka O o1 garte paBHu 7 U
HeKa je Ng jeAMHUYHNA BEKTOP HOPMAaJE Te paBHU. 3a paiujyc

BEKTOD T IpOU3BOJbHE Tavke M paBHU T Baskmn

(r —png) - ng = 0.




W3 oBe jeanakocTn modUjaMo HOpMaJaH OOJIUK jeIHAYUHC PABHUA
r-ng—p=>0

NN CKaJapHoO
rcosa +ycosF+ zcosy —p =0,

riae ¢y «, [ Uy yIJIOBM BEKTOPa HOPMAJIE Ca KOOPJAMHATHUM OCAMA.
W3 onmrer obauka jenqnavyuae paBHU

Az +By+Cz+D =0

HOpMAaJIaH ODJMK MOKe Ja ce j0buje nessemen ca |n| mam —|n|
3aBUCHO 04 3Haka mapamerpa D (y3uma ce cynporan 3uak). llpn
ToMe je Ny = £(cosa, cos 3, cosy) n

'

cosoe =-—, cosf}=-—, cosy= ﬁ,
n

|’ n|

rue je |n| = VA2 + B2 + C2,
2 Pacrojame Tauke oo paBHU

M3 mopmannor obanka jepnaumae paBHu T - Ng — p = 0 jeamocraBHO
ce oanpebyje oncrojame meke rauyke My on re pasum. Ako je M,
npojexnuja rauke My Ha gary paBam, TParKeHO OJCTOjabe je

. e
jennako uarensurery pekropa Mol .




s
Kako rauka M, npunana pasum u kako je Bekrop My M, konnneapan

ca Ng, UMaMo Jla je

I‘Q-DO*]):U, I‘1*I‘2:/\n0.

M3 oBe nBe jennakocTn cjaemnma
(I‘l — /\l’lg) ‘N — P — 0,
OJIAKIIC e
A= ry -Nng — p.

I[Tpema Tome,

d = |/\| = |r1-ng—p|

UM CKAJIAPHO,

|AI1 + By +C= + D|
VAZ B2+ (02

Hakie, Tpamxkeno ojcrojame ce noOMUja TAKO IMITO Ce Y HOPMAJHOM

d:

OOJIUKY jelHaunHe paBHU 3aMeHe KoopauHare tavke M m y3me

allCoJIYTHa BpeagHOCT.

3 ¥Y3ajamMHU moJIO:Kaj] OBEjy PaBHU

Jlate paBaM T M Ty MOT'Y Ja OY/AV HapaJene Wi 1a uMajy

3aje JHUUKUX Tavaka, a J1a ce He Tokaanajy’ (Hucy ucre).

Ako cy
AlI—i—Bly—i—ClZ—i-Dl, Agfl’—i—Bgy—i-CQZ—i—Dg =0
je/lHAYMHE PABHU T W T, TAla
N H A By Oy
. 7w || m2 ako u camo ako - — = —
Ay By O

Ay By O By

Ay~ By Cy Dy

2. m= o aRO M CaMO akoO

A, B
A 7 By

3. m 1 Ty HUCY mapaJeade ('Ceky ce’) akO W caMo ako

A Oy

A 7 Cy’

NJIn



4 Yrao nuamelhy nBejy paBHU

Yrao nu3mely paBamn m u m je jeanak yriuy mamely muUXOBUX

HOpMAaJia Ny U Ny.

Haxue,

1 1oy

COS i(?t_ly 772) W
1| - (112

A41442 -+ BlBQ —+ 0102
VA 4+ B} + C3\ /A3 + B3+ C3

PaBuu 7, u m cy oproronajgae ako je yrao msmehy mwux npas,
OJMHOCHO ako je

nl-ngzO

nJIn

A1As+ BBy + C1Cy = 0.
I[TPABA Y IIPOCTOPY

e Paszau obaumu jemHauMHEe IpaBe
e Y3ajaMHM mOJIO:KAaj OBEjy IIPpaBUX

e Yrao m3amebhy nBejy nmpaBux



5 Pa3zau o0J/miu je mHaUYMHE IIpaBe

Hera je My(xo, 99, z0) hukcupana, a M(x,y, z) npousBoJbHA TAYKA

npaBe p U HeKa Cy g U ' PaJM]yCc BEKTOPU TUX Tadaka.

5.1 KanoHcku 00JIuK

Ako je mpaBa p oapebena taukom My m Bektopom vV = (a, b, ¢), Tana
ce meHa jeqHavrHa J00Mja U3 yeJoBa Ja CY BEKTOPU I' —Tg U V

KOJIMHeapHH!,
X — 2y Y — Yo 2 20
a b c

OBo je KAHOHCKM WJIM CUMeTPUYaH OOJIMK jejHAUYMHEe NpaBe.

JEJJ,IIF)_I-H/IIIFJ_ MOEe Ha ce Hallhlle 1 Y 06JlIfIKy

T — Iy Y — Yo Z =20

CoS v cos 3 cosy

riae cy «, 3 u vy yriou u3mMehy BeKTOpa V M KOOPJAMHATHUX OCA.

5.2 IIlapamerapcku 00K

M3 kanonckor obamka ce nodbuja napavMerapckn OOJMK jeJHAUnHe
npaBe

r=xzg+ Aa, y=1yo+Ab, z=2z+ Ac

NI Y BEKTOPCEOM 06JII/IKy

r =rg+ AV.

CBakoj BpeAHOCTH mapamMerpa A oAroBapa jeaHa Tadka IpaBe p.



5.3 IIpaBa Koja canp:ku IOBe maTe TadKe

Axo je mpasa p onpebena raukama M (x1,y1, z1) u Mo(xa, 4o, 29) unjn
—

CY paarjyc BEKTOpPHU Iy U e, rasa Bekrop MM, =re —r; onpebyje

npaBall IpaBe.

O

[Ipema ToMe jeanaumpa npase p je
r=ry+ Arg —ryq),

OIHOCHO CEaJIapHO
r— I Yy — 11 A |

To — I Yo — 2y — 2

5.4 OomTy 00JINK

IIpernocraBuMo na je upaBsa p IPECEK PaBHU Ty U To YMjU BEKTOPH
nopvavia Ny = (Aq, By, Ch) m ng = (Ay, By, () nucy roanHeapHu.
Jennaunme

r-n1+D1:O, r-n2+DQ:O

HJIA CEaJlapPpHO
Aix+Biy+Ciz+D1 =0, Ax+Boy+Coz+Dy=0

peacTaB/bajy ONIITHU ODJIUK JeJHAUYMHE MpaBe p.



M3 ommrer obamka Moke sa ce j00Uje KAaHOHCKU U OOPHYTO.

Kako je panr mperxoaHor cucreMa jejHak 2. IPeTHoCTABUMO 12 je

Ay

D= ' # 0. Jeano pememe cucrema je (xg,yo.0), rue je
Ay By
1 |=Dy B 114 =Dy
Di-p, B, D4, —D,

Berrop koju oapebhyje npasar npase je ny x ns. [Ipema tome,

KAHOHCKK ODJIMK jeJIHAUMHE TIpaBe p je

€T — I Y=Y Z— 20

Bl Ol Cl 441 441 Bl
BQ CQ CQ 442 442 BQ

ObdpHYTO, U3 CUMCTPUYHOT OOJUKA UMAMO Ja j¢

r — Ig Y — Yo =20 Z — Zp

a b a G

oJlaKiIc ce Ao0Mja ONIITU OOJUK

Aix+ Biy+ D1 =0, Asx+ Coz+ Dy =0.




AKo je mar mapamMerapCckm OOJUK T' = g + AV. OHJa CKaJapHUM
MHOMKEHEM JIeBe U JeCHe CTpaHe OBe jeAHaKOCTU BEKTOPUMA 1] U N2

KOJU Cy HOPMAaJIHU HA BEKTOD V JIOOMjaMO jeHAKOCTHU
r-ny =7rg-Nny+Av-n; =rg-nq,
I Ny =Tg- Ny + AV-1y = I'g - No.
OBe jeaHakocTy NPCACTABLAJY JCAHAUMHC PABHU
r-ng+0, =0 r-ng+Dy=0,

rae je Dy = —rg-ny u Dy = —rp-ny. Ob6uuno ce 3a Ny 1 N ysuMmajy

asa oxa sekropa (b, —a,0), (¢,0,—a), (0,c, —b).

6 Y3ajaMHU OoOHOC OBEejy IpaBUX

IlaTe cy npaBe p; u py unje cy jenHadume

r—r  Yy—y  Z—z T =Ty Y—Ya Z— 2

(aq bl Cq (9 bg Co

6.1 Komnimanapue npase

[IpaBe p; 1 py ¢y KOMIIAHAPHE aKO ¢y BeKropu Ny = (aq, by, cq),

Ny = (as, by, co) m MMy KOMIIAHADHU, OJHOCHO AKO je
M. ng.re — 1] =0

NI CRaJIapHO
To— X1 Ya— Y1 za— 2
aq b]_ C1 = O.
5 bg Co
Ako CYy BEKTOPU 11 W g KOJIMHEeApPHUW, IIpaBe p1 WU po CY IHapaJiejiHe.

AKO ¢y joIl M BEKTOPU Nj U 'y — I'y KOJUHEAPHU, IIPaBe Ce

TIORJIAAjy .



6.2 MumonJsazHe nmpase

[Ipase p; m py cy MUMOMIIA3HE aKO BeKTOPU Ny = (ag, by, cp),

No = (ag, by, co) m MMy Hucy KOMILIAHAPHU, OJHOCHO AKO je
[1’11, NNo. Ty — I'l] 7£ 0.

Sa MuMomJias3He mpaBe p; U p MOCTOJU 3ajeHUYKa HOpMaJia,
OJHOCHO ITpaBa p KOja je HOpMaJHa W Ha p; M Ha po. IIpaBan npase p
](3 N7 X No.

Moske na ce oapenu u Hajkpahe pacrojame nsmely npaBux p; u po.
Heka je m paBan koja je napaJjiejina nIpaBoj pi U CaJpEU PaBy pa.

Jennauynna paBHU T je

(r—ry)-(n; x ng) = 0.
Tpaxkeno pacrojame d jeaHako je oacrojaiby OMIO KOje Tadke IpaBe
p1, Ha npumep My, on pasam 7. Ilpema towme,

|(ry —12) - (N X Ny
|1'11 X 1’12|

d =
7 ¥Yrao usmebhy mBejy mpaBmux

Yrao uzmehy npaBux p; u po je yrao usmcehy IUXOBUX BCKTOPA

HOpMaJia Ny U Ng. [Ipema Tome,

cos £(py,pa) = cos4(ny, ny)
17 - No

N1 - [na
19 -+ bl bg -+ C1Co
Vai +03 + a3+ b+

HpaBe P1 WU Py CY OPTOTOHAJJHE akKO ](3 ng -1Ng = O, OJHOCHO
a9 —+ blbg —+ CoCo = U

[TPABA 1 PABAH

e Y3ajaMHM TOJIOZKA] IIpaBe M paBHMU

e Yrao mamebhy npase n paBHU



8 ¥Y3ajaMHM 1M0JIO)KA] IpaBe U pPaBHU

Heka je npasa p oapebena taukom My(xg, 4o, 20) ¥ BEKTOPOM

v = (a,b,c) u weka je pasan m onpebena BekropoMm HOpMAaJe

n= (A B,C) n napamerpom D. Jlakie, jeanadune npaBe p m paBHA
T Cy

r=ro+Av, r-n+D=0
WJIA, CKaJapHO,

= i Yy —1 % = Z
O b O Ar+By+Cz+D=0.

a b c

8.1 IIpaBa n paBaH cy mehycooHO mapaJiejiHe

I[IpaBa p u paBan 7 cy MehycoOHO napasesHnd ako CY BEKTOPU V U N

y3ajaMHO HOPMAaJIHUA, OAHOCHO aKO je
v.-n=>0

WJIN, CKAJIAPHO,

aA+bB + cC = 0.
8.2 IIpaBa ’mponupe’ paBan

3a paanjyc BEKTOP T 3ajCAHUYKC TAavyKe NPaBc p U paBHUA T

(mpousopue Tavke) Bazku
r=ro+Av. r-n+D=0.
3aMCHOM I U3 NIPBC V JAPYIY JCAHAKOCT HOOUjaMO
(ro+Av) - n+D =0,
OJIHOCHO

ro-n+ D

V-1

A =
[Ipema ToMe, paanjye BEKTOP 3ajCAHUYKC TAYKe j¢ AT ca

ro-n+ 0
V-n

r —rg— V.



9 Yrao uamelhy nmpaBe u paBHU

Yrao namelhy nmpaBe p U paBHM 7T je jejHaK KOMILJIEMEHTY yIJia

n3mely npase p u Bekropa HopmaJdie pauu 7. llpema rTowme,

sind(p,w) = cos (E — A(p, 7?))
= cos4(v,n)
_Vv:n
V|- n]

aA+bB + cC
Va2 + b2+ 2\/A2 £ B2+ (2

[IpaBa p je HOpMaJsHa Ha paBaH T akKO M CAMO akKO CY BEKTOPU V U N

KOJMWMHEaAPHUA.

XUIIEPPABAH

10 XuneppaBan y EyrauackoM mpocTopy

Y EyrauackoM npocTopy Moske na ce neduHUIne mojamM Koju

ojroBapa 1nmojMmy pasan y npocropy Il

Heka je y Bekropckom mpocropy R" nedpunucan ckajaapHU TPOU3BOL

ca

X - y — 131@/1 — I’QC{]Q 4 In.yn-

10.1 Heduannuja xuineppaBHUI
Cryn ¢Bux Tavaka X € V' 3a Koje Basxku
X-a+a=70

je n — l-auMen3nonasHa paBal WA Xuneppasan y mpocropy R™.

Ba a=(0q,...,q,), jelHAYNHA XUTIEPPABHU e

Ty + oy + - oo+ apr, + a = 0.



XUNeppaBHU, Tala je

Ckl(l“-l —ay) + CIQ(IQ —as)+ -+ O‘n(I‘n —a,) =0

MJI

a-y =10,
3y =X —a

AHaJ0rHO TTOjMY OPTOrOHAJHOCTHA BEKTOPA MOKEMO AedUHUCATH /1A
cy BekTOpU X My 3 R oproronannu ako je X-y = 0. ¥ tom cMmuciy

3a BEKTOP & Mo:keMo pehiu ga je BeKTOp HOpMaJie XUIIeppPaBHU.

[lopen mojuma zuneppasar MOry ce yBeCTH U HOJMOBHU k-0umen3uoHa
pasam, npasa, OYxic, HOPMAAA HA PAB8AH, 00cmojame maire 00
Tuneppastu, npecex dee pasHu, y2ao uamehy dae npase, yzao uamehy
npase u TUNEPPAEHU.

10.2 CroenujaJsiHu CJIy4yajeBU XHUIIEPpPABHI

1. Y mpocropy R (mpaBa) jeaxmaunna XUmeppaBHU je

arry +a =0,
HITO MPEJACTABHA TAYKY Ca KOOPAMHATOM — /i,

2. Y npocropy R? (paBan ca KOOpJAMHATHUM OCAMa T| U T3)
jeaHavyrHa XUIleppaBHA je

a1 + asxs + a = 0,
MTO MPENCTABLA jeJHAUNHY MpaBe Vv PABHMU.

3. Y mpocropy R? (mpocTop ca KOOpAMHATHUM OcaMa Ty, To U T3)
jeqHauYrMHAa XUNCppaBHU e

a1y + o + asxrs + o = 0,

1O HPeJACTaB/LA jeHAUnHy paBHU (y OmITeM ODJINKY ).



PYHKIINJE
KAPIVHAJIHNM BPOJEBU

OYHRIINJE

e llojam u BpcTe QyHKIIUjA
e Komnosunuja ¢pyHKIUja
e NuBep3na ¢pyHKIUja
1 Ilojam u BpcTe dyHKNMIja

Hpe'l‘HOCTaBI/IMO da Cy XnY HellpasH CKYIIOBH.

Hedoununuja 1 Axo ce ceaxom eaemenmy xr € X npudpyxucu (dodeau)
mayHo jedan eaemenm y € Y, xaxmcemo da je defunucana gyrxuyuja
(npecauxasamwe, onepamop) f xoja npecauxasa X yY. 3aY =R
KOpUCMU ce U mepmun pynkuyuoneaa, a 3a X C R u Y = R xopucmu ce

MePMUH, PeAIHa PYHKYUJQ.

dbyurnuja je, naksae, geduHACAHA HA HEJOM CKYIY X U jeaHO3HAYHA.

Osnaka f: X — Y 3maum na ce ckyn X mpecaumkaBa v ckym Y, a
o3nake f:x—yuy= f(r) 3nave na ce eaement r GyarIUjoM [

IpecAnKaBa y eJIeMeHT .
Cryn X 30BeMoO nomMeH, a ckyn Y je rkonomen. Eiement x je

APrYMEHT, OPUTMHAJ, & €JIEeMEHT Y je CJIIUKA.
Ckyn ¢BuUX maposa (opueunaa,caukae) je moiackyn ckyma X x Y,

OAHOCHO jeaHa OMHApHA peJalnja.

Ako je A C X, rana je f(A) osnaka 3a cryn {f(z) |z € A}. Ckyn

f(X) je ckyn csux spemnoctu dynkumje f.

PyuKIUja je TOTOVHO AchUHUCAHA CAMO aKO Cy AATHU JIOMCH,

KOOOMEH M IIPpaBWJIO IIpec/IMKaBaka.



Basne cy caenehe ape jeapocraBue GyHKIM]C.

Hedbnanmuja 2 Pynryuja f: X — Y je

1. KoHcmanma uAU KOHCMARMMO npecauxasame axo je [(r) = ¢ za

ceaxo r € X u nexo c €Y,

2. udenmuuko npecauxasame axo je Y = X u f(x) = = 3a ceaxo r € X.
JennakocT GyHENUja ce ACHUHUIIC CAMO 38 UCTE HOMCHC M KOJOMCHC.

Hedbuaunuja 3 Pynuxyuje f,g: X — Y cy jeonaxe axo je f(x) = g(x)
3a ceaxo r € X.

Panykyjy ce caenehe tpu spere gyvuknmja.

Hebnanmmja 4 Pynxuyuja f: X — Y je:
1. cupjexyuja axo je f(X) =Y,
2. unjexyujo uau 'l — 17 axo uz f(x) = f(x2) caedu x| = xs,
3. bujexyuja axo je uCmo8pemMeHO U CUPJERYUIA U UHJERYUL]A.

3a OUjeKInjy ce KOPUCTe M TEPMUHHM Yy3ajaMHO je AHO3HAYHO

npecankaBame (KOpecrnonaennnja) il OMyHUBOKO MPeCJANKaBALe.

2 Romno3unmuja dyHKIUja

Hedvaunuja 5 Hexa cy dame pynxyuje f: X —Y ug:Y — Z.
Synkyuja h : X — 7 defunucana ca h(x) = g(f(x)) sa v € X ce so08e

Komnosuyuja pynrkyuja g v f u o3navasa ca go f.

3a KOMIIO3UIM]Y (YHKIMjA BaKU aCONMjATUBHU 3aKOH, a HEe BarKN

KOMYTaTUBHN.

Teopema 1 Hexa cy dame dynxuyuje f: X =Y, g:Y — Z u
h:Z —U. Tada 30 r € X saxncu

ho(go f)=(hog)o f.

Joraz. M3 nedmnunuje komnosunmje GpyHKIMja ciaeamn jga je

(ho(go f))x)=h((go f)x)) = h(g(f(x))).

Ucro nobujamo u 3a ((hog)o f)(z). A



Teopema 2 Axo je f : X — Y bujexuyuja, mada nocmoju jedHo u camo
jedno npecauxasame g Y — X za xoje cy foqg ugo [ udenmuukra

npecaurasama.

3 NuBep3Ha yHKIMIja
Ha ocnoBy nperxone Teopeme ce yBOIM MOjaM MHBep3He (VHKIM]E.

Jepmaunmja 6 Axo je pynxyuja f: X — Y bujexyuja u axo je
pynryuja g1 Y — X maxea da cy go f u f o g udenmuuxa
npecaurasamna, mada g 308eM0o URBEPIHOM PyHKyUjom 30 [ u

oznavasamo ca [

Wusepsna dyusnuja 3a f~ 1 je f.

KAPIVMHAJIHN GPOJEBU

e Moh u ekBuMBaJsicHII]ja CKyIOBa
~ . = .
e IIpedpojuBu 1 HenpedpPOjUBU CKYIIOBH

4 Moh u ekBuBaJ/ieHIIIIja CKyIIoBa

Hebnaunuja 7 /lea ckyna umajy uemy moh axo nocmoju bujexuyuja us

jednoz y Opyzu. 3a maxee CKYNo8e KANCEMO 0a CY eKeUBAAEHTIHU.
Teopema 3 ExsusaseHuuja ckynosa je pesauuja exeusaseHuuje.

HMepunumuja 8 Ckyn je beckonauan axo je ex8uUBANEHMAH HEKOM

CBOM NPABOM NMOOCKYNY, G Y NPOMUBHOM j€ KOHAYAH.

3a CKyMoBe KOju mMajy mcry Mol kKaske ce ja mMajy ucrTu

Kapaubasgan 0poj. Rapmuuamaum Opoj ckyna X ce o3HauvaBa ca

cardX .

Hebmnaunuja 9 Kapounaanu 6poj Konaunoz ckyna je jednax 6pojy

me208UT eAeEMeEHATA.



Teopema 4 Axo cy X u Y nenpasnu ckynosu, mada je

215

2.

3

card (XUY) < card X +cardY,

card X < card P(X),

dand Pl = graR,

Hakge, ne nocroju najehin kapnunaauum 6poj.

Cryn N mma moh wam kapaunaaau 6poj Ny (aned myaa, aned -

IPBO CJOBO XeOPEejCKor mueMma).

Ckyn peananux 6pojeBa mMa MON KOHTHHYMA WU KapIAHAJIHA
opoj c. Illpm Tome je oNo — ¢,

[TpernocraBka ga He TOCTOJU CKYT YMjU j¢ KapJAMHAJIHA OPO]
Behu oy Ny U Mamu o1 ¢ je MO3HATA Kao XUIOTe3a O

KOHTUHYYMY W OHA ce Yy OKBUpPY nocrojefie Teopuje nHe Moke HU

nokaszatu U onosprayTu!!!

5 IIpeGpojuBu 1 HEeNPeOpPOjUBU CKYIIOBU
Hepmuammumja 10 Ckyn xoju je exsusaaewman cxyny N je
npebpojua. Becxonavan ckyn xKoju Huje npebpojus je Henpebpojus.
Ouunrue o na je yHmMja asa npedpojuBa CKyla HeOPOjUB CKYIIL.

MebhyTtum, Baskn M MHOTO BUIIIC.

Teopema 5 Ynuja npebpojuso mMH020 npebpojusur cKynosa je

npebpojue cryn.



Iokaz. Heka cy Aj. Ao, ... npebpojuBm CKYIOBU U HEKa je
A =U;en4;. Axo je

A = {0-11- (12, A13, - - }

S 7
Ay = {ans 122, 23, . . }
S S

Az = {0-31-. a3a, A33, . - }

CJIEMCHTE CRYIIa A MokeMo Ja H(}pebal\-{o YV HU3 Y3UMaAHEM

eJeMeHaTa 1Mo JujaronajgaMa, y3 W30CTaBhamhe ejieMeHaTa Koju
ce onas/pajy. W

Kako je Q npebpojusa yauja panuonaaaux opojesa u3 (a,a + 1]
3a a € 7, caenn ga je m () upedbpojuB CKYIIL.

Hapasno, nocroje n nenpedpojuBmu CKYIOBMA.

Teopema 6 Cxyn (0.1) je nenpebpojue.

Nokas. lIpernocraBumo cviporao. Ako cy

a1 = O a11a12 ... A1y - .« -,

ag =0,a9109...0,. ..,

cu eaementu ckyna (0,1), onga je Opoj
a=0,a100...00p....

ruae je ap # age (k€ N), pazanumur ox Bux 1 Takohe npumaia
crymy (0,1). Kourpammknuja. Wl

M3 oBe uumenuiie u npedpojuBocTr ckyna () cieny ga mocroje
UPpAaInoOHAJHN OPOjeBU, OAHOCHO /A je AeUHUINja KOjOM CY

yBeenn dobpa.



M1 - OCMO IIPEIOABAILE

Ilparan Hopuh
17.11.2008.

HN30BU

o /lepuHUNM]ja HU3A U TPUMEDHU

e ['paHuyHa BpeAHOCT HU3A

e CBOjCcTBA KOHBEPICHTHUX HU30BA

e Tauke HaroMuIaBaHa HU3A

e KpurepujymMu 3a KOHBCPTCHIIM]Y HU3A
JIESVIHNIIMJA HU3A U IIPUMEPU

e OrosmmHa Tauke y R

e Jlepmaumnmja am3a y R

e I[Ipuvepu HuzoBa y R

1 OroJsimHa Tauke y R

Jebpuaummuja 1 Hexa cy a u b peaanu bpojesu, maxeu da je a < b.
1. Cxyn (a,b) dedurucan ca
(a,0) ={z €R : a <z <b}
Ha3uea ce unmepeaan (omeopenu) ca Kpajesuma a u b.
2. Cxyn [a,b] dedunucan ca
[a,b)={zx €R : a <x <b}
Ha3uea ce cezmenm (odcevar) ca kpajesuma a u b.

3. Cauuno ce defunuwy noayomeopenu unmepeaay [a,b) u (a,b).

4. Oxoauna 6poja © € R je ceaxu omeopenu uHmeps8as Koju cadpxiciu

x. Osnaxa je O(z).

S

Hrmepsan (r — e,z 4+ ¢), 20e je € > 0 je e-okoauna b6poja x.

Osnaxa je O ().



3a "Heka TBphema kKopucHO je ckyn R monyHMTH ca aBa eJaeMeHTa:
—oc u +00 (i camo o). IIpowupenu ckyn peaanur bpojesa R je
IaT ca

R=RU{—0o0,+x},
pyU YeMy 3a CBaKM peaJiaH Opoj x Baxku —oo < 1 < +00.

Hedpunuiny ce U CKyIOBU
(a,+oc)={z€R : z>a}, (—o0,b)={zecR : z<b}
KOje YV3UMaMO 3a OKOJIMHe Tadaka +oo u —oo. CuanyhHo je
[a,+oc) ={z€eR : x >a}, (—oo,b]={recR : x<b}.
3a onepatuje ca eJeMeHTUMa —00 U +0C yeBajajy ce je HAKOCTH:
(—o0) + (—o0) = —o0, (+00) + (+00) = +o0,
(~00) - (~50) = +00,  (+30) - (+00) = +o0,
(~00) - (H00) = o0, (+00) - (00) = o0,
Axo je v € R, tana je x + (+oc) = 400 u = + (—o0) = —oc.

A¥ko je x >0, rana je x-(+00) =400 u - (—00) = —00, a ako je
x < 0, rana je x-(+00) =—0c u - (—0) = +00.

’:X: . —
MNapaszu —, oo — o0, 0-0oc Hemajy cvmucia y R.

2 Hednmaunuja HU3a y R

Hebomanmuja 2 Huz y R je dpynxuuja f : N — R. Bpednocm f(n)

ozHavasamMo ca d,, U 308EMO0 N-MUM HYAAHOM HU3A.

Huz oznauasano ca (ay)pey wimm (a,)0", wian camo (ay,).

Cauuno ce peununie u Hu3 y cryny A (mim HU3 egemeHaTa CKyla

A) - kao pynruuja f N — A



Hebunanmmja 3 Husz (a,) je oepanuvern axo nocmoje peasru bpojesu A

u B maxeu da 3a ceaxo n € N saxncu

A<a, <B.

bBpoj A je nome orpanndeme (OrpaHuuemne ca Jome cTpaHe), a

6poj B je ropme orpaHuvene (OrpaHuYene ca rOPHE CTPaHe).

Yecnos uz peuHUNM]E je eKBUBaJEHTaH ycaoBy |a,| < M, rae je

M nozutuBan peasian 6poj.
lebmnannmja 4 Huz (a,) je
1. pacmyhu (neonadajyhu) axo je a, < a,., 3an €N,
2. empoeo pacmyhu (pacmyhu) axo je a, < a,.1 3an €N,
3. onadajyhu (nepacmyhu) axo je a, > a,,1 3an €N,
4. cmpozo onadajyhu (onadajyhu) axo je a, > a,.1 3a n € N.
Husoeu (1) - (4) cy monomonu Huz08u.

3 Ilpumepu HH30Ba y R

1. 3aa,=n>jea; =1, a,=4, a3 =8, ..., OJHOCH
1, 4, 8, 16, .... n®

Hwuz je pacryhu u Heorpanuden.

1 1

2. Ba a, = — (xapMOHUjCcKM HU3) je a1 = 1, ay = 57 g = S0 vos
n

OJHOCHO
1 1 1 1

5: g: E: Seod o
Huz je onapajyhu u orpanudecH.

L

3. 3a a, = (—=1)" umamo —1,1,—1,1,...
Hwuz je orpanuden, anau Huje Hu pactyhu, HU onagajyhu.

1. Ba a, =, 1+ a, o (n>2) u ap =ay =1 (Pubonauujes HU3)
MMAaMO

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,

Huz je pacryhu u HeorpaHudeH.



3

Cly—1

1 )
5. 3a a, = 5 (t,_ 1+ (n>1wua; >0 HU3 je orpaHUyYecH
010310 ca /3,

2 2 3 e 3
—_—a, = p—1 + _ Zid + > 2

1
/3" 7 P 1 3 p1

u onajsajyhu,

(a, + a,) = a,.

| =

Up4l = § n, + (I_ <
n

I'PAHMYHA BPEJHOCT HU3A

e Jlebpmuunmja rpaHMuHe BpeaHOCTU HM3a
e Bes3a KoHBepreHnmje m OorpaHUYEHOCTU HU3a
e KoHBeprenmumja MOHOTOHOT HUM3a

4 IedmHUIMja TPAaHIYHE BPEIHOCTH HM3A

Jepmnanmmja 5 Epoj a € R je epanuuna epednocm wusza (a, ) axo
C8AKA OKOAUHG 00 4 COPAHCU CBE YAAHOBE HU3A, OCUM KOHAYHO MHOZO.
Januc je

lim a, = a

n—0OC

UAY
a, — a (n — oo)
Husz xoju uma 2paruuny epedHocm je KoHBep2eNmat, a Y NpomusHoOM
dusepzenman.
[Tpema medpunmnmju, 3a cBaky okoJguHy O(a) TOCTOjU MPUPOTAH
6poj no (Koju 3aBUCU OJ TE OKOJIMHE) TAKAB Ja 3a 70 > 71y BaKK
a, € O(a). Hakie, caMO YIAHOBU dq, da, .. ., 4,, HE MODajy OUTH Y

orosiman O(a).

Ako 3a OKOJMHY y3MeMo £ okosimHy O-(a), taga 3a cBako £ > 0

MOCTOJU TPUPOAaH ODPoj np(€) 3a KOju Basku

n>ny = l|a,—al <e.



ITPUUMEPU

, . 1 . 1 .
l. Ako je a, = —, rana je |a, — 0| <& 3an>ng>—, na je
n £
. .1
lim a,, = lim — = 0.
n—o0 n—oao 11
. n . 1 1
2. Axo je a, = ——, Tanma je |a, — 1| = —— <e3an>ng>-—1,
n-+1 n + 1 £
na je
. i Tl
lim a, = lim —— =1
n—oc n—oo N+

3. Axo je a, =n un a € R, Ttana 3a cBagy orkonmuay O(a) mocTojn
DECKOHAYHO MHOT'O YJIAHOBA HM3a KOJU CY BaH T€ OKOJIMHE.
[Ipema ToMe, HU3 je AMBEPIEHTAH.

) . N _ .

1. Ako je a, = S —- 1 @ € R, rana 3a cBaky okoauny O(a) nmocroju

OCCKOHAUYHO MHOI'O 4JIaHOBA HU3A H()I]H CY BaH TE€ ORKOJMHC.

H[)(‘_\'[él. TOMEC, HHU3 .j(‘ ANBEPIEHTAaH.

5 Be3a kKoHBeprexiuje M OrpaHNUYEHOCTH HHU3A

Teopema 1 KoneepzenmaH HU3 je 02pAHUYEN.

Iokas. Heka je a rpanuuna BpeaHocT Husa (a,). Ban okosuse O (a)
HAJIA3M C€ CAMO KOHAUHO MHOTO eJieMeHaTa Tor Huza. AKo je
HajMalbu 4iaH HU3a KOJU je BaH OKOJIMHE jeJHakK m, a Hajsehu

jemnak M, Tama Baxku
A =min{a —e,m} <a, <max{a+e, M} =B.
[Tpema tome, Hu3 je orpanuueH. W

OrpaHuueH HU3 HEe MOpa OUTU KOHBepreHTad. Ha npumep, 3a
a, = (=1)" je

a,| <1, a vz (a,) HUje KOHBEPIrEHTAH.



6 Teopema 0 MOHOTOHOM HU3Y

Teopema 2 MornomoHn U 02panu“en HU3 je KOHBEP2EHMAHN.

Hokas. IlpernocraBumo sga je HU3 pactyhu u z1a je

a = sup{a, | n € N} (Hajuame ropwe orpanudecme). M3
OrPAHUYCHOCTU HU3a ciaeaun nga je a < +oc. Tana 3a cako £ > ()
nocroju 6poj ng € N 3a koju je a,, > a — <. Rako je nu3 pacryhu, to

je a, > a,, 3a n > ng, OJHOCHO
an, € (a —z,a) ¥n > ny.
[Tpema Tome, a, — a (n — o).

Canuno je u 3a ounanajyhu aus. W

KRako je koHBepreHTan HM3 orpaHuUucH, uMaMo 1 ciaenehe TBphene.

Teopema 3 MonomoH Hu3 je KOHEEP2EHMAH AKO U CAMO GKO je

o2parHu“en.

Ako pacryhu Hu3 HMje orpannden, raga a, — +00 (n — o0).

Ako onamajyhin Hu3 HUje orpaHudeH, Tajga @, — —o0 (N — 00).

CBOJCTBA KOHBEPI'EHTHUX HU30BA

¢ JenMHCTBEHOCT TPAaHUYHE BPEIHOCTU
e Hyna Hu3oBm

e I'pannyHa BpenHOCT 30Upa U IIPOM3BOJAa HM30Ba



7 Je mMHCTBEHOCT I'PAaHUYHE BpPEIHOCTH

Teopema 4 Konsepzenmar Hu3 uma camo jeOHY 2paHyuHy 8pedHoCm.

Jokas. TIpernocraBumMo cynpoTHO, Ja HU3 (a,) uMma dap mase
rpaHudHe Bpegaoctu, @ u b. Axko cy Ofa) u O(b) nucjyHKTHE
OKOJIMHE, OHJA HE MOTY CKOPO CBHM YWIAHOBU HU3a (OCHUM KOHAYHO
MHOro) 6uru y obe te okosaune. [Ipema Tome, npernocrapka Huje
A00pa, OJHOCHO HUje Moryhie ja HU3 MMa BUIIC I'DAHUYHUX

BpPEJHOCTUA.

8 HyJsna Hn3oBu
Heburnmmja 6 Husz je nysa Hu3 axo xKoHeepzupa Ka HYAU.

Huz (a,) je, makae, Hyjaa HU3 ako 3a ¢Bako £ > 0 mocroju

HpUpoIan Opoj np Takas Ia 3a 1 > ng BakH |a,| < .

Ako HU3 (a,) KOHBEPTUPA Ka 4 U aKO je (, = d, — d, Taiaa je «,
HyJ1a HU3. Baxku 1 oOpHYTO - ako je «, HyJa HU3, Taja je a

rpaHudHa BpeaHocT Husa (a,). lakne,

lim a, =a < a, =a+«a,, lima, =0.

n—oo n—oo
3a Hyaa HU30Be Baxku ciaenehe tspheme.
Teopema 5 1. Sbup dea Hysa Hu3a je HYAQ HU3.
2. Ilpouszeod ozparuvenoz u HYaa HU3A je HYAa HU3.
3. Ilpouszeo0d dsa Hysa HU3Q je HYAG HU3.
JTokasz. Heka cy (a,) u (b,) nyna nuzosu u #Heka je (r,) orpanuden
HU3.
1. Ako je ¢, = a, +b,, Tana u3
£ £
|a,| < 2 3an >ny, byl < 5 38 N > Noy

cJaenu
=
2

[Tpema Tome, (¢,) je Hy1a HUSZ.

£
lcn| < lan| + |b,] < =+ =6 n> max{rnq, ng}.



2. Ako je d, =1, -a,, Tana u3
lon| < M, a,| < 77 AN > 1y

ciaeau

v €
|d,| = |25 - |a,| < M- =" > ny.

A

[Tpema tome, (d,) je Hyaa HU3.

3. Hus (a,) je orpanuuen, a (b,) je uyaa uu3, na rspheme ciaenu u3s

2. 1

9 I'parnuHa BpemHOCT 30Mpa M MPOM3BOIJA HU30BA

Teopema 6 Heka je a epanuuna epednocm Huza (a,) u Hexa je b

epanuvna epednocm wuza (b, ). Tada je

1. lim (a, + b,) = lim a, + lim b, =a + D,

n—0oQ n—oo n—oo

2. lim a,-b, = lim a, - im b,, = ab.

n—od n—0o0 n—oo

Ilokaz. Heka je a, =a+a, u b, =0+ 3,, rue cy (a,) u (3,) #yaa

HU3O0BUA.
1. V3
a, +b,=a+b+a,+06,=a+ b+,

ruae je (v,) BHyila Hu3 (IperxojHa TeopeMa), Cielu Ja

ap + b, = a+b (n— o).
2. U3
A, - bn = ab + Oy * bn + ,Bn * gy + Oy ‘,[371

ciaennt a, - b, —ab (n —oc). A

Cianyuno TprCH:.C BaylM 1 3a KOJUYHHWE JIBa KOHBEPreéHTHa HM3a.



Teopema 7 Heka je a epanuina epednocm wuza (a,) u Heka je b # 0

epanuyna epednocm wuza (b,), npu vemy je b, # 0. Tada eaxncu
1. Huz (1/b,) xoneepeupa xa 1/b.

2. Hus (a,/b,) xoneepeupa xa a/b.

Hokas. Heka je a, =a+a, u b, =b+3,.

1. Kako je b # 0, 1o je |b,| > ¢ >0 3a n > ng, na je auz (b-b,)

orpanuver. U3
1 1
b, b b-b,

caremm na je uu3 (1/b, — 1/b) nyna nu3, ognocno 1/b, konseprupa

ka 1/b.

(b—03,)

ay,
2. Uz — = o a,, 1. 1 nperxomane Teopeme caeau tspheme. W
)’TI, )Tl

TAUKE HATOMMJIABAHA HU3A

e JlepmHUIMja 1 ycJOBU €r3vcTeHINje
e Y CJIOB 3a KOHBEPreHIINjy HU3a

10 Mepmaunmuja m ycJIOBU €Tr3UCTEHIIAjE

Hebouanmmja 7 Epoj a je mauka Hazomurasama Huza (d,) aKo ce8aKa

OKROAUHA TNE TNAaYKE Ca 01{) U OECKOHAYHO MHO020 YAAGHO08A TMO2 HU3A.

Ban okonuHe Tauke HATOMUIABama MOke Takohe OUTU HECKOHAYHO
MHOIO Tadaka HU3A.

Ha nu cBaku HU3 umMa (Oap jenHy) Tauky Haromuiaasamwa? Ilpe
TeopeMe Koja maje OAroBOP HA OBO MUTAHE MMaMO MOMOTNHO

TBpheme.

Teopema 8 (Kanwmopoe npunuyun ymemnymuz odcevara) Axo je

. b,|), HU3 ymemnymur odcevaxa,
Y Y
[a1,b1] D [ag,bo] D -+ D [an, b,] O ---

wuje dyacune mexuce nyau (lim (b, — a,) = 0), mada nocmoju mawro
n—oco

jedna mavwka Koja npunada c8UM MUM 00CEYUUMA.



Hokaz. KRako je
Uy, § Lyt 1 S bn—l—l § b?lr ne Nf

Hu3 (a,) je pactyhiu u orpanudeH (ropwma rpasuia je, Ha IpuMep,
bi1), a vus (b,) je onaxajyhu u orpanuuen (noma rpaHuna je, Ha
npumep, ap). 1o TeopeMu 0 MOHOTOHOM HM3Y CJCAM Ja CYy HU30BU

(a,) u (b,) kouBeprenaTau, a us ycaosa lim (b, —a,) =0 cuaean na je

n—oo

inf{b,,} = lim b, = lim «a, = sup{a,} = a.
T ' —00 '

n—0oo n

Tauka a npunaga CBUM UHTEPBAIUMA [d,,b,] (@, < a < b,) u HujenHa
ApyTa Tadka He npunaia ¢BuM uHrepsBaguma (3amro?). W
Caeneha reopema gaje oaroBop Ha IMUTAHKE O €I3UCTEHIU]U TaUYaKa

HarOMHJ/JIaBalka HH3a.

Teopema 9 (Kowwu - Boayanosa meopema)
1. Csaku ozpanuveHn Hu3 bpojesa uma mayky Hazomusasana y R.

2. Ceaxu Husz bpojesa uma mawky nazomuaraeama y R.

Jlokas. Herka je (r,) matm Hus.

1. TTomro je HU3 OTrpaHUYEH, CBU HETOBU YWIAHOBU NPUNAIA]Y
HEKOM OJICeUKY [a,b]. AKo Taj opcedak MoAeIUMO Ha [Ba ICia
(Ha npuUMep, JeJHAKUX JIy3KUHA), Taga he y JeHOM O/ HUX
(o3Hauumo ra ca [ag, b]) duru GeckoHaUHO YIaHOBA HU3A (1,).

Hacrasmamem Tor NOCTYIIK& ,.T_'LO6I/1j'dl\IO HHU3 YMCTHYTHUX OJCCHaKa

[a,b] D [ay, b1] D [ag,by] D <+ D [a,,b,] D -
auje ayskude tesxke vyau (b, —a, = (b —a)/2"). Tpema
KaHTopoBOM HPUHLMIIY YMCTHYTHUX OJICCUAKA HOCTOJU TauKa
KOja MpUNALa CBUM ogcednuMa [a,,b,]. Csaka okonauna Tauke c
CajpyEU HEKM OJcevak [a,,b,], a 1o 3naun 1 HECKOHAUYHO MHOTO
ujanosa Husa (1,). [Ipema Tome, ¢ je Tauka HaroMujaaBama TOD

HH3a.



2. AKO je HU3 HEOTPAHUYEH OM03T0, TA/a Ce YV CBAKO] OKOJIMHU
Tadvke 400 HaJa3u OCCKOHAYHO MHOI'O 4jaHOBa HMU3a, 1a je +0o0
Tavyka HaroMunaaBama Tor Huza. CIMuYHO, aKo je Hu3
HEOTPAHUYEH 00310, TAUKa —OC J€ HeroBa Tadka

HaroMmJgaBala.

Kako n3 1. umaMo na orpaHu4veH HU3 MMa TadyKy HaroMuiaBaka,

TO 3Ha4UM a4 CBAaKM HMU3 MMa Ta4dRy HaroMmjaaBamha Yy R. N

11 Y cioB 3a KOHBEpPreHIIN]y HM3a

Huz mosxke mMary M BUllle Tadyaka HAOMMUJIABAHA.

ITPUMEPU
1. 3a a, = (—1)" rauke HarommiaBama cy —1 u 1.
( L / :

- - _1\n
2. 3a a, = n=1" tauke maromunasama cy 0u = o0.

Teopema 10 Ceaxu Huz uma Hajmanwy u Hajeehy mauxy

Hazomuaasamwa Y R.

Jebmanumumja 8 Jam je nusz (a,).

1. Hajeeﬁa mavka HazoMurasamna moz Huza 3o8e ce limes S'U.pE‘I"I:O‘I' u

o3nawasa ca limsup a, uau ca lim, . .a,.

n—oQ

2. Hajmama mavwxa nazomuaasamwa moz Husa 3o0ee ce limes inferior u

osnawasa ca liminfa, uau ca lim,  __a,.
n—oo
ITPUMEPU
1. 3aa,=(-1)" jelim,  _a,=—1wulim, .a, =1
[ L | T l -
2. 3aa,=(—1)"{1+—] je
' ! n
, , 3
inf {a,} =—-2, liminfa, =—1, limsupa, =1, sup{a,}= >
e n— 00 4

n—: 0C T



Teopema 11 Ilompeban u dosombaM Yycaoe 3a KOHEEPZeHUUJY HU3G je 0a
ON UMA CAMO JEOHY TMAYKY NAZOMUAABATA O, NPU eMmy je |a| # +0oo)

(uaw da je ozpanuven u 04 uUMaG CAMO JEOHY MAUKY HAZOMUAABATA).

Ilokaz. Ilorpeban ycaos (=) Heka vu3s (a,) MMa rpaHudHy BPEAHOCT

a, HeKa je b # a u veka cy Oa) u O(b) nMcjyHKTHE OKOJIMHE TUX
rauaka. Y okoauHu Tauke O(a) HaJaze ce CBU YJIAHOBU HU3A OCUM
KOHAUHO MHOTO. To 3nHauu ga ce y okoaunu O(b) mamasu camo
KOHAYHO MHOI'O Tadyaka HU3a, 1a b HUje Tauyka HArOMUJIABAHA HU3A
(a,). TTpema tome, Hu3 (a,) MMa caMo JeJqHY TAUKY HATOMUJIABAHA

(To je a).

Hosoman ycioB (<) Heka je a jegmHa Tauka HAPOMUJIABAHA HU3A

(a,) m Hera je O(a) NpoU3BOJLHA OKOJMHA TE Tadyke. Kako HU3 HeMma
APYTUX Tadaka HAOMUIABAHA, BAH TC€ OKOJIMHE J€ CaMO KOHAYHO
MHOTO Tadaka HU3a, jep 6u y nporusHom (no Komwu - Boanaunosoj
TEOPEMU) €JIEMEHTH BaH HU3A MMAJM TAUYKy HaroMuiIaBama. l[lpema

ToMe, a je rpanudHa BpeaHoct Huza. W

KPUTEPNIJYMU 3A KOHBEPT'EHIIJY HUN3A

e Ilorpeban m noOBOJBAH YCJIOB 3a KOHBEPrEeHIIU]Y HU3a

e Teopema o Tpu HU3a
12 IloTpebaH M MOBOJLAH YCJIOB 334 KOHBEPreHIIN]Y
HN3a
Hebmnanmuja 9 Husz (a,) je Kowujes axo 3a ceaxo € > () nocmoju
npupodar 6poj ng(c) makxas da je

|H,,, — r!,,\ < & m.n > ng.
Teopema 12 Kowujes nHu3 je 02paHuven.

Teopema 13 (Kowujes kpumepujym, nompebar 1 0080.baH YCA08 34
xonaepzenyujy nusza) Hus (a,) je Koneepzenman ako u camo axo je

Fowujes nus.



Nokaz. Tlorpeban yenon (=):

Ako je lim a, = a, Tama 3a £ > 0 mocroju npupoaan 6Poj ny TaKas

n—oo
aa je
am—al <5, fan—al <
Uy —a|l < =, |a, —al < =
e 2 il 2
3a m,n > ng. lamna je
| — | = | —a+ a— ay| < ay, —a|+|a, —a| <&, m,n > ny,

na je (a,) Komujes nus.

HoBosan ycioB (<=):

Heka je (a,) Komujes Hu3 1 Heka je

a, = lim a,. a =lim,_a,

T— 00

(Ha OCHOBY TIPETXOJHE TeOpEeMe HU3 je orpaHudeH). Taja 3a ¢Bako
> 0 nmocTojn ng U MOCTOjE M, N > Ny 34 KOJe BaKU
£ £ £
. — am| < =, |am —an] <=, |a.—a| <=,
3 3 3
na je
|a* — a.| < |aw — ap| + |am — an] + |a, — a.| < €.
[Tpema Tome, HU3 (a,) MMa caMo jeJHy TAuKy HaroMujaabama. Ha
OCHOBY jeJIHE OJ1 IPETXOJHUX TeopeMa (YCa0B 33 KOHBEPTEHIM]Y

Hu3a) (a,) je KOHBepreHTaH HU3.

13 Teopema o Tpmu Hmu3a

Teopema 14 Axo je a, < b, <c, 3an > ng u axo je

Iim a,, = lim ¢, = a,

nN—00 n—00

mada je lim,,_... b, = a.

Ioka3. 3a cBako € > 0 moctoje NpUPOIHU OPOJEBU 1 U Tig TAKBU Ia

Baskn a, € O (a) 3a n >ny u ¢, € O(a) 3a n > ns.

Kako je a, <b, < ¢,, Bazxu b, € O:(a) 3a n > max{ni,ns}, na je

lim b, =a. A

n—oco



JIOJTATAR

n
Hw3 unju je ommrum ynan a, = |1+ — j& KOHBEPIe€HTAaH.
n
n

Iokasz. V3 HejenmnakocT

1 T l T l T 71 l
1+ — 1 — — =(1—— >14n-—=1——, n>1
n n n? n? n
ciemn :
1 ™ l V=
<l+—> (1——) > 1,
n n
na je

| J. n | J_ 1-n n n—1 | J. n—1
a, = | 1+ — > 1—— = , =1+ . = Up_1.
n n n—1 n—1

3a k < n Baxku

_ k _ " ko k2
L= L+ = <14+ -+ —
n n noon
(npBa HejeAHAKOCT caem U3 OGUHOMHE (OpPMYyJTIe, a ApyTra ¢e JTaKo

nokazyje uaayknujom ). Crenujanso, 3a k = n uMamo

1 n
2 < (l + —) < 3.
T

ITo TeopeMu 0 KOHBEPTEHIMJU MOHOTOHOT U OTPAHUYEHOT HU3A, HU3
(a,,) je kouseprenran. W

I'panununa BpeaHocT Huza (a,) je 6poj e (jeaHa o/ HajBarKHU]UX
KOHCTAHTHU Yy MATEMATHUIN) KOJU je UPAIMOHAJAH U KOJU je

npudIkHO jesHak 2.71828.



M1 - JIEBETO IIPEIJABAILE

Hparan Hopuh
24.11.2008.

I'PAHVUYHE BPE/IHOCTU oY HRKIMNJA

lim f(x), lim f(x), lim f(z)

LT—a Lr—ai L—a_
lim f(x), lim f(z), Lm f(x)
T—00 T——+00 T— —00

Peanne ¢pyHEIMje peagHe NTPOMEHILUBE

,H(‘il)I/IHI/II],I/II](‘ I'PaHWUMYHKMX BpPCIAHOCTIM

(_)('()GI/IH(‘ I'PaHUYHWUX BpPCAHOCTH

Ymunopehusawme OECKOHAYHO MaJuX (yHKIM]A

PEAJIHE #YHKIIMJE PEAJIHE IIPOMEHJbUBE

e Ilojam m mpumepu
e Kiacudpuramuja ¢pyHKIIja

1 Ilojam m mpuMmepn

Peanna (yHkmmja peasde nposmensmuse je pysrmmja f: D — R,

rae je D C R.

dyHKIIM]a MOKe OUTH 3aaTa Ha pazjMuyuTe HAUMHE, a Hajuenihe

AHAJUTUHUKHUM HM3PDa30M.

Makcumanan nomen Dy 3a (yHKIU]Y Koja je aepuHUCAHA HECKUM
AHAJIUTUYKUM M3Pa3oM je odJiacT AeUHUCAHOCTU Te (YyHKIU]e.
Ha npumep, 3a f:xz+— /x je Dy =[0.400), a3a g:x+ Inx je
D, = (0,+00).



3a ¢pyurnujy f: D — R ckyn ' nepunucan ca

F:{($>y)|y:f(x)ax€D}

je meH rpaguk. NeoMerpujckn, rpauk pyHKIM]E je CKYII Tadyaka
y R?. Kaza je Taj ckyl auHMja, KameMo ga rpadus GpyHkmuje f
npeacrasmha KpuBy y = f(x).

2 Runacuduranuja ¢pyHKIIja

Hebumaummja 1 dynxuuja f: D — R je oepanuvena axo nocmoje
peaanu b6pojesu A u B maxeu da 3a ceaxo x € D saxncu

A< f(z) < B.
Ycaos n3 gepuHunmje je ekBuBascHrad ycaony |f(z)| < M, rae je M

MO3UTUBAH peaJaH Dpoj.

Hepnaummja 2 Pynxyuja f : D — R je na C C D

1. pacmyha (neonadajyha) axo 3a cee x1,r9 € C sagncu
Ty <19 = f(x1) < f19),

2. cmpozo pacmyha (pacmyha) axo 3a cee x1,15 € C' saxncu
T <19 = flx1) < f29),

3. onadajyha (nepacmyha) axo sa cee x1,x5 € C' samncu
Ty <19 = f(x1) > f29),

4. cmpozo onadajyha (onadajyha) 3a cee r1,12 € C' saxncu
ry < 19 = flay) > fas),

Synryuje (1) - (4) cy monomone pynryuje.



Hedumaunumja 3 Hexa je D cumempuuan ckyn (axo x € D, mada je

—r € D). dyuxyuja f: D — R je
1. napua axo je f(—x) = f(x) 3a ceaxo r € D,

2. nenapna axo je f(—x) = —f(z) 3a ceaxo v € D.

Jebmanmmja 4 Pynxuuja f: D — R je nepuoduuna axo nocmoju

nosumuean 6poj 1" (nepuod) maxae da 3a ceaxo v € D saxncu
r+TeD, fle+T)=f(x).

[TocToje n pasHe apyre kanace yHKIM]a, KAO IITO Cy KOHBCKCHE U

KOHRKaBHEC MJIKM €JICMCHTapHe M HecJIeMeHTapHEe.

JIE®VHNIINJE TPAHNUYHIMX BPEIHOCTU

e ['panmuHa BpeaHOCT Yy TaUKU
e JemHocrpaHe rpaHMYHE BpeaHOCTHU
e I'paHuuyHa BpemHOCT ¥ OECKOHAYHOCTU

e beckoHnauna I'paHW4YHa BpeaHOCT

3 I'parnuHa BpeOgHOCT Y TAUKU

Jebmanmmja 5 Hexa je U(a) oxoauna mauxe a € R u nexa je U.(a)

mEHA & OKOAUHA.

1. Cxyn U(a) 6ez mauke a je npodbywera oKOAUHG MAYKE 4 U 03HAYAEA
(o]

ce ca U (a).

2. Cxyn U.(a) 6e3 mauke a je npobyweHa £-0K0AUHA TNAYKE O U
Q

osnauasa ce ca U, (a).



Heka je ¢pyurumja f nedpunucana y npoOyIEHO] OKOJIMHU TAUKe (@

(MOKE M y TaYKM @, aju HEe MOopa).

Jebuannmja 6 Peaaan 6poj A je epanuvwna epedHocm ual AUMEC

pynryuje f y mauku a axo 3a ceaxy oxoauny V bpoja A nocmoju

(o]

npobywera 0KOAURG [ mawke a maxea da je f(U) C V. Kaxce ce jow u
da | xoneepzupa (mexcu) xa A kada T mexncu Ka a, wmo ce zanucyje ca
lim f(x) =
T—a
AU

T(F) — A, T — a.

YKOIMKO je pyHENM]a DeUuHUCaHA U Y TAYKU (4, HeHA BPEJIHOCT

Yy TOJ TAUYKM HE YTUYEe HA I'PDAHUYHY BPEIHOCT.

AKO yMeCTO HMPOU3BOJLHUX OKOJIMHA y3MEMO £-OKOJHMHE, Taaa je
A numec pyurnuje fy rauku a ako 3a ¢sako £ > 0 nocroju

d(g) > 0 Tako na Bakwu
0< |z —a|l<d=|f(x)—A|l <=

I'panuuna BpegHocT ce ciaudHo geduHUIne U 3a QyHKIU]Y
f:D— Ry cayuajy kaga nomMeH [ He caiap:ku IpoOyIIeHY
OKOJIMHY TAa4YKe 4 Koja je Tauka Haromu/aasama ckyna [). Tama

ce y ACPUHUIMIU y3UMa YCJI0B

FUND) C V.

IIPMMEPU

1. Ako je f(x) = sgn(x), Tana He nocToju lim f(x).

L—

(W]

Ako je g(x) = |sgn(z)|, taga je lim g(x) =1 # g((

r—

Ako je f(r)=13ax2€Qu f(r)=03axr €Q, tana [ mema

IPAHUYHY BPEIHOCT HU Yy JEHO] TAUYKU.

(O]



Teopema 1 Axo nocmoju epanuvna epednocm dynxuuje [ y mauku a,

mada nocmoju okoauna U(a) maxea da je f ozpanuvena y npobywenoj

Q
oxoaunu U (a).

okA3. Ako je A rpanuyHa BpeIHOCT Yy TAYKU d, Tala 3a OKOJUHY V
(o]
on A nocroju okosmna U ox a takBa ma je f(U) C V. Kako je V

o]
orpanuder ckyu, 1o je u U orpanuuen ckyn. W

4 JemHocTpaHe TPaHUYHE BPEIHOCTHU

JepHocrpane rpannusde BpeaHocTu pyHkuje [y raduku a gobujamo
AKO Y AC(PUHULKUJU TPAHUYHE BPEIHOCTU yMecTo okoauHa Ula) u
(o} (o]
U (a) yamemo camo jgecue okosube U(ay) v U (ay), ogHOCHO caMo
Q
aese okosune U(a_) u U (a_), npu yemy je

(e]

Ulay) = Ula) N [a,+00), U (as) = Ular)\ {a},

Ula_) =U(a) N (—oc,al, U (a_) =Ula_) \ {a}.

CIIOJ_LM_].&JIHO, 3a JieBe U JeCHe E-OROoJIMHEe MMaMO

1. dyurnuja [ nepunucana y gesoj okonauau U(a_ ) Tauke a uma
JICBY IPAaHUYHY BpeaHocT A ako 3a CBAKO € MOCTOjU 0 TAKBO 1A
Barku

r € (a—d,a) = |f(x)—A| <e.

2. Oyurnuja f neduaucana y necHoj orkoaunau U(ay) Tauke a uma
JICCHY TPAHUYHY BpeIHOCT B ako 3a ¢Bako £ moctoju d TakBo na
Bayku

r € (a,a+9) = |f(z) — Al <e.

Ako nesa u AeCHa 'paHUYHa BpPEeaHOCT IlOCTOjC, IIUIIIe ce

A= lim f(x)=f(a_), B= lim f(z)= f(ay).

T—a_ T—ray



HapaBHo, ako nMocToju rpaHUdHa BPEAHOCT (DYHKIM]EC Y TauyKW d,
OHJA TTOCTOje U JAeBa U ACCHA TPAHUYHA BPEIHOCT Y d U JeJIHAKE CY.

Mebhyrtum, Bakut u1 0OOpPHYTO.

Teopema 2 Pynxuuja f: D — R uma epanuuny epednocm y mauku a
aKo U CaMO KO NOCMOJe AEBA U 0ECHA ZPAHUYHA 8PEOHOCT. Y MO]

Ma4ky U aKo ¢y OHe jedHake.

Hakue,

lim f(z)=A & lim f(r)= lim f(x)=A.

LT—a L—ad_ L—a4
5 'paunuyHa BpeoHOCT Y 0OECKOHAYHOCTHU
Ucra nepununmja rpaHnvHe BPeIHOCTU OCTaje U Yy ciay4dajy
a € {—o0,+o0}.

3a OKOJIUHEe
Uni(=00) = (—00,—M),  Unt(+00) = (M, +00)
UMaMO

1. ®yuknuja f achuHUCAHA YV OKOJMHU Tadyke —0O0 UMa y —00
rpasnuuny BpeaHoct A ako 3a ¢Baky okosmHy V. orauke A nocroju

okoauHa Uy (—o0) koja ce nena ¢pyurnujom [ npecankasa y V.

2. ®dyuknuja f aepuHMcaHa Y OKOJMHU Tadke +00 MMa y 400
rpaHrMuHy BpeaHocT B ako 3a c¢Baky okoauny V rauke B nocroju

okoauna Upr(+00) roja ce neaa ¢pyarnujom f npeciaukasa y V.



AkO nocroje rpaHuyvHe BpeHocTu GpyHruMje fy —o0 Uy 400, nuile

o

ce

A= lim f(z), B= lim f(x),
T—00 r— 400

a ako je jom u A = B, nume ce

lim f(x)=A.

LT—roO
CnenujajHo, 3a £-OKOJIUHY I'DAHUYHE BPEIHOCTU, MOKeMO pehu

1. na nocroju rpaHudHa BpejgHocT Ay —00 aKo 3a ¢BAKO £ MOCTOJU

M > 0 TakBo ma Baku
r<—-M = |f(x)—A|l<e¢

2. J1a MOCTOJU TPAHUYHA BPEIHOCT B y 400 ako 3a CBAKO £ MOCTOjU
M > 0 TakBo 18 BakM
r>M = |f(x)—A| <¢

3. Ja 1nocToju rpaHudHa BpegHocT Ay 00 ako 3a ¢BaKO £ 1OCTOJU

M > 0 rakBo na Baxu

z| > M = |f(zx)— Al <e



6 BeckoHauHa rpaHUYHAa BPe€IHOCT

Ilo cana cy cBe rpaHMyHe BPEAHOCTH OMIe KOHAYHU OpOojeBu
(A € R). Mebhyrum, ucra pepuHunmMja ocTaje n y caydajy
A € {—o00, +00).

Haxkure,

1. ®yuknmja f y radykn a € R mMa rpaHndHy BpegHOCT —0OC aKO 3a

ceaky okosauny V(—oo) nocroju okoauna Ula) raksa na je
o]
f(U (a)) C V(—o0).
2. Oyurnmja f v Taukn a € R uMa rpaHudHy BpPEJHOCT 400 aKo 3a
cBaky okosuny V(+00) nocroju okoauna U(a) raksa pa je

F(U (a)) C V(400).

Yanmajyhm cBe cayuajeBe y o03Up, MOEKEMO JIaTH JCIUHCTBCHY
nepuHUIjY rpanudde BpenHoctu Gpyermuje f: D — R koja je

,ZLC(i)MHI/l(’ZaHa VYV ORKOJIMHKU TadKe d.

Hebunanmumja 7 Pynxuuja [ y mauxu a € R uma epanuuny epedrnocm

A € R axo 3a ceaxy okoauny V 00 A nocmoju oxoaurna U 00 a maxea

da je f(U) C V.
OCOBUVHE I'PAHUYHUX BPEIHOCTU

e JenmMHCTBEHOCT TPAHUYHE BPENHOCTU
e beckomauHo MaJie BeJIMUMHE

e ['paHMUHe BpesMHOCTH 30Mpa U IIPOM3BOIA



7 JemmHCTBEHOCT TPAHUYHE BpEIHOCTHU

Teopema 3 Axo nocmoju epanuvna epednocm pynxyuje f y mauku a,

ona je jeduncmaeena.

Iokaz. llpernocraBumo na GyHKIMjA V TAYKA ( UMa BUIIC
PPAHUYHUX BpeaHocTu, HA nipuMep ase, A u B. Aro cy Vi n Vp
JAMcjyHETHE oroJimbe 3a A u B, Tana #He nocrtoju okoJsuHa V' oJ1 a Koja
ce pyurnujom [ npecaukasa uy Vi uy V. Tlpema tome, HEe MOry

llOCTOj?LTl/l ABe pasiiMyMrTe 'padrm4dHe BpPEeAHOCTH Y I/ICTOj raucku. W

8 BeckoHauHO MaJie BeJINYNHE

axo je lim o(x) = 0.
L—ra
dyurnMja je, makiae, DECKOHAYHO MaJla Kala I — d aKO 3a CBAKO

£ > 0 nocroju J TakBO ja je Bayku
o<l|r—al<d = |f(x)| <e.

Axo je lim f(z) = A un ako je a(x) = f(z) — A, Ttana je «
LT—a
OCCKOHAYHO Madsia (pyHKIU]a Kaga ¢ — a. Bamky u oOpPHYTO - ako
je o BeckoHaYHO MaJia pYyHKIUja Kamga r — a, Taga je A
rpaHryHa BpeaHocT (yHkmMje [y tauru a. Jlakme,
lim f(z) =A < f(z)=A+ a(z), ima(z) =0.
= T—a

3a DeckOHAUHO MaJje (yHENUje Baxku ciaenehe Tepheme.

Teopema 4 1. 3b6up dee beckonawHo mare Kada r — a4 je HECKOHAYHO

mana pynryuje xada r — a.

2. Ilpouszsod beckonavno mane pynryuje xada r — a u Pynryuje xoja
je oepanuvena y oxoaunu Ula) je beckonauno mana pynryuje xada

r — .

3. Ilpouszsod dse beckonauno manre xKada r — a je HECKOHAYHO MAAQ

dynryuja xada r — a..



lloras. Heka cy a u  6eckoHauyHo madie (yHKIMje Kada & — a4 U
Heka je [ orpaHudeHa (GpyHEIUja y Hekoj okosudu U(a).
1. Ako je v(x) = a(r) + B(x), Tana un3
€ €
la(x)| < 5 38 iz —al <d, |Br)] < 5 38 |z —al < &

cJaeam

| g € :
v(z)| < |a(z)] + |8(x)] < 5 + 7 =5 |z — a| < min{dy, d2}.

IIpema Tome, 7 je DeckoHaUYHO Majga (YHEKIM]a Kaga & — d.

2. Axo je g(x) = f(x) - alr), raga u3

f(x)| <M, |a(@)|< \g[ s3a x € Ula)
caem
1 g T
lg(x)| = | f(z)] - |al)| < M - =5 L€ Ula).

I[Ipema Tome, g je DeckoHAYHO MaJia (YyHKIU]A Kaga & — d.

3. dywrmuja « je orpanudecHa y Hekoj orkonaunu U(a), a 3 je
GeckoHaYHO MaJsia (YHKIMja Kajga T — a, 1a TBphHeme ciaeam us3
2. 1

Hedunauniny ce u OGECKOHAYHO BeJUKe QyHKIMje kanta r — a € R.

Jebunanmmja 9 Pynruuja [ je beckonauno seaukra xKada r — a aKO 3a

caeaxo M > 0 nocmoju oxoaurna U(a) maxea da eaxncu

T \—:F (@) = |f(z)| > M.

Teopema 5 Axo je f beckonauno mana (seaura) gynryuja xada

xr — a, mada je 1/f beckonauno eeaura (mana) pynryuja xada r — a.



9 I'parmuyHe BpeoHOCTH 30Mpa U NPOU3BOOA

Teopema 6 Hexa je A epanuuna spednocm pynxuyuje f u nexa je B

epanuiHa 8pednocm pynkyuje g kada v — a. Tada je

I. im(f(x)+ g(x)) = lim f(x) + limg(z) = A+ B,

r—a T—a T—a

2. lim f(z) - g(x) = lim f(x) - lim g(x) = AB.

T—a

Ioka3z. Heka je f(z)=A+a(z) u g(x) = B+ 6(x), rae cy a u 3

OeCKOHAYHO MaJsie pYHEINUje Kaga o — d.
1. 13
flx) +9(x) = A+ B+ afz) + f(z) = A+ B+ 7(x),

rae je v DeckoHadyHO MaJda GyVHKIM]a Kaja *© — a (HperxoiHa
Y

Teopema ), caemu ga f(x) + g(xr) — A+ B (x — a).

2. N3
f(x)-glx)=AB+a(z)- B+ 3(x)- A+ a(x) - 5(x)
caequ f(z)-g(z) — AB (x —a). B

Cauano TBpheme Baxkn U 3a KOJUYHUK IBC (yHKIM]C.

Teopema 7 Hexa je A epanuuna epednocm gynxyuje f u nexa je B # 0
epanuvna epednocm pynryuje g xada r — a, npu wemy je g(x) # 0 y

nexoj okoaunu Ula). Tada eaxncu
1. Pynxyuja 1/g mexcu xa 1/B rada v — a.

2. Pynruyuja f/g mexwcu xa A/B xada x — a.



Iokas. Heka je f(r)= A+ a(x) u g(x) = B+ B(x).

1. Kako je B # 0, To je |b(x)| > ¢ > 0 y Heroj okomunun Ula)

(3amro?), na je y 1oj okoaunu u Gpyeknuja B - g orpanudena. M3

1 1 1

g(z) ~ B m(B — B(x))

crnean ma je ¢pyrenuja 1/g — 1/B GeckoradHo Mada kana 1 — a,

o1HOCHO 1/¢ kouBeprupa ka 1/B kamna © — a.

T 1
2. U3 /() = - f(x), 1. u nperxogae Teopeme ciaenud TBpheme.
o) 9@)

10 Heke BakHe rpaHUYHE BPEOHOCTU

Sin

Teopema 8 Pynxuuja f:x +— (Koja nuje defunucana y nHyau)

uma 2parudHy epedrocm 1 xada xr — 0.

Jokas. 3a 0 < 2 < 7/2 u3 "HejepnakocTn siner < r < tanx gobujamo

1 1 1 sin

< =< ——, cosx< <1,
tanx 95 S 15
OJTHOCHO
sin & sin . 9T X
-1 < - < —cos, 0<1-— > 1—cosxr = 2sin §<?
x x

22
Kako 3a ¢Bako € HocToju 0 TakBO Oa je % <e3zal<r<d, cienu
na 3a GYHKOU]Y [ HOCTOjU [MeCHA TPAHUYHA BPEITHOCT Y HYJIU.
Mebytum, ¢pyurumja f je mapHa, na HOCTOJU U JIEBA TDAHUYHA
BPECIHOCT KOja je jemHaka mgecHo]. IIpema tome,

sin

= 1.

lim
z—0 I



Iokazyje ce na Baske u ciaenehe je THAKOCTH.

1 T
1. Lim (1 + —) =e
L—00 r

2. Lin&(l + )T = e

In(l 4+ x
T L )
x—0 T
r—1 1
4. lim 2 = Ina (cnenujanno, lim ‘ =1)
x—0 T z—0 xT
1+x)*—1
5. lir%( +7) =13aaéR
r— T

Y TIOPEBUBAKE BECKOHAUHO MAJIUX ®YHKIIMJA

e JlepmaUNIje m npuMepH
e Hexre BakHe ekBUBaJieHTHE (YHKITAje

e Heka cBojcTBa cmmoOosa 'Majsio o’
11 Jlepuaunuje u mpuMepu

Yecero je KOpucHO yrnopeamTu fase (VHKINUje v OKoJMHN Tauke a € R.

OBne ce maje ynopebhuBame DeCKOHAUHO MaJauX (pYHKIUja Kaga

Tr — .

Nepmaumnuja 10 Hexa cy a u [ beckonauno mane pynryuje xada

r — a U Hexa je
o afr)
Iim —= = C € R.
T—a }(})

1. Axo je C' # 0, maoda cy o u 3 beckonawno manre PpynKyuje ucmoz
peda xkada v — (.
2. Axo je C' =1, mada cy o u 3 exeusasenmHue becKkoHaAUHO MaAE

pyrnryuje xada r — 0. Oznaka je a(x) ~ B(x) (r — a) uau camo
a~f3 (xr—a)



&l

3. Axo je C =0, mada je o beckonawno mara pynxyuja euwez peda y
odrocy na B xada ¥ — a. Osnaxra je o(x) = o(B(x)) (v — a) u wuma
ce ‘o je 0 maao (mano o) 00 3 kada v — a’. Moxwce u camo

a=o0(0) (r— rr).

Hexe nanomene

Y cayuajy a ~ 0 (r — a) kaxe ce u ' f ce aCUMITOTCKM MOHAIIA
Kao g Kaga r — a’. YecTto ce 3a g y3uMa pyHKIUJa ODIIMKA

k

(r —a)® 3a r — a € R, omrocro 2% 3a 1 — Fo0.

(o]
Ako je a~ [F kaga xr — a, Taga je y Heroj okoauau U (a)

a(x) = ~y(x)- B(x), rae je lim v(z) = 1.

Axo je a =o(f) kana r — a, tana je a(x) = vy(x)- B(x) y HEKO]

o]
okosmau U (a), rpe je 7 GeCKOHAYHO MaJia Kaja © — a. Bamkn u

OOpPHYTO.
N3 2. u 3. cilenn jga Barku

a~pf(r—a) Sa—-0F=o0a) (z—a)
jep je 3a y(x) =1+ 6(x) u 6(x) — 0 (x — 0)

a(z) =v(x)B(x) = (14 d(x))8(x) = B(x) + d(x)3(x).

Penanuja ~ na cryny ¢yHnmja ge@UHUCAHUX Y OKOJIUHU TadyKe
a je peJialuja eKBUBAJICHIIA]C.
O3znaka o(g) npeacrasmba CKyl ¢BUX (YHKIU]a KOje Cy

OCCKOHAUYHO MaJie y OJITHOCY Ha ¢ Kajaa & — d.



ITPUMEPU

=

1. ®yurnmje ofx) =sinr n F(z) =z cy BECKOHAYHO MaJie UCTOT
pena kana r — 0 jep je
sin 2z

lim — = 2.
x—0 €T

2. ®yukmuje o(x) = sinz? u B(r) = 22 cy exkBUBalleHTHe BECKOHAUHO

MaJge kana r — 0, ma je

sinz? = 2° + o(z?), z — 0.

3. ®ynkuuja a(r) = ry/r je GECKOHAUYHO MaJa y OQHOCY Ha

byrrnujy B(r) =sinx kana xr — a. Hakae, xy/r = o(sinx)
(.1' o U:].

alx
Ako lim Q HE MOCTOjU, DECKOHAYHO MaJjie (PVHKIUje o u [ ¢y
Tr—a 6($)
) sin 1
Heynopeause. Ha npumep, dpyarmuje afx) = u f(z)=— cy
x x

HeYIIOpe IUBe Kaga r — 0.

Ha ciuuan mauun ce ynopebhyjy u OecKOHAYHO Beauke (yHKIN]e
kama r — a € R, kao u aBe nNpousBoJLHE (YVHKIUjE ACPUHUCAHE Y

NPOOYIIEHO] OKOJIMHU TaJvKe .



12 Hexke Ba:kHe eKBUBaJIEHTHE (pYyHKIIIje
M3 no3HaTtuX IPpaAaHUYHUX BPEIHOCTH MUMaMO ciejehe BaskHe
CKBUBAJICHTHE OCCKOHAYHO MaJie (pyHKnuje kaiga r — (.
1. sinx ~x

2. In(14+2x)~x

3. a®* — 1 ~uxlna (cnemujanuo, e* — 1 ~ x)

4. 14+x)*—1~ax, aeR

Hakne, kaga x — (0 Baku u

1. sinx = x4+ o(x)

2. In(14+x) =2+ o(x)

3. a* —1=xlna+o(r) (cnenujanuo, ¢’ —1 =z + o(x))
4. 14+z)*—1=axr+o(z), a e R

13 Heka cBojcTBa cuMOo0JIa 'MaJio o’

3a MaKo 0 Bawe jerHakocTH (Kana r — a)
1. f-olg) =o(fg)

2. o(f)+o(f) = o(f)

3. o(o(f)) = o(f)

4. o(f) = o(g) ako je f~g.

Hasenena cBojerBa ce kopucrte 3a U3padyHaBamhe I'PDAHUYHUX

BPEJHOCTU (YHKIM]A.



ITPryuMEPH
1. 3a z — 0 Baskn;

1 — cos 2z = 2sin’ z = 2(z+o(z))? = 2(z2+2z-0(z)+o(x?)) = 2(z*+o(z?)

na je

1 —cos2x - 2+ (_)(.1'2] - )
lim —— = 2 lim —— = 2-lim(1+4+0(1)) = 2.
z—0 12 x—0 12 z—0" -

2. 3a x — 0 Baxkn;

e2r — e® 142 +4o(x)—(1+z+o(z)) x+o(x) 14o01)
sin2r — sinz 2r +o(x) — (x + o(x)) o4+ o(x) 1+ r)(l)'
na je

- (.)2.1‘ et - 1 + “(1)
lim — = lim ———= =

z—0sin 2x —sinx  =—0 1 + o(1)

Hapasro, to Huje yBek moryhe. Ha npusmep, u3z sinx = = + o(x) rana
r — 0 umamo ga je
sinx — o(x)

lim ——— = lim
x—0 $3 z—0 aj?’

MebhyTum, ako He 3HAMO KOT je pepa 6eCKOHUHO Maja o(x), He
MOKEMO OBO MCKOPUCTUTHU 3a OApehuBame TpamkeHe rpaHUUHE

BPCIHOCTHU.



HEIIPERM/IHOCT ®YHRIUNJA

e [lojam HenpekugHOCTU HYHKIU]E

Bpcre npeknna

e (UpojcTBa HEHPEKUIHUX ()YHKINM]A

Pi'lllll().\l(‘[)lli'l HEeIIperKnIHoCT

IIOJAM HEINPEKMJHOCTU ®YHKIIMUJE

[TojMoM HETPEKUIHOCTU YBOIU Ce KiIaca MHenpexuonur (hyHKIu]a.

o Jlepununuje u npumMepu
e Onepanuje ca HEIPCKUTHUM (QYHKITAjaMa

e HenpekumaocT esieMeHTApHUX (PYHKIIUjA



1 JlepmHUNMIje 1 TpUMepPH

[Tpernocrasunmo na je dynrknuja f anedunucana vy okonunu U(a) rauke a.

Jebuaummja 1 Pyprnuja f @ D — R je menpexkugna y taukum a € [) ako 3a

cpaky okosuny V tauke f(a) nocroju okonuna U tauke a taksa na je f(U) C V.

AHU V3MEeMO & OKOJUHe, VCJIOB HellpeKJHOCTH IJIacu:

3a caaxo £ > 0 nocmoju & > 0 maxeo da 3a cearxo r € ) sancu

r—al<d = |[f(x)— fla) <c.

Ako je ¢yurnuja [ megunucana camo y gecnoj oxomunan Uay) (nnm camo
y aeBoj okosauan U(a_)), a HCIVICHN CY YVCIOBUA U3 e (GUHALIC HOIIP CKUI-
HOCTH, KarkeMo fa je [y Tauku a nenpekuia ca gecie crpade (Henpesuina
ca Jese crpame).

Ako je [ HenpekumHa y TAuyku @, Taga Cy MCHYEHEHU YCIOBU 3a MOCTOjaHe
rpasnyie BPeHOCTH (PVHKOUje [y Tauku a U Baku

lim f(x) = f(a).

r—a

Ako [ mMma rpaHuuHy BpPEIHOCT YV TAYKU @, HEe MOpa OUTW HeNpeKuIHa
v a (#e vopa outn nn maedpuancana y a). MeDyrum, ako uma rpanudny
BPEIHOCT M aKO je

lim f(x) = f(a),

r—a
Taga je f HeupexuaHa y a.
Ako je

lim f(z)= f(a),

T—aL

(yHEOUja je HEIpEKUIHA ca TeCHe CTPaHe, & ako je
lim f(x)= f(a),
T—a_

GyHENUja je HenpernaHa ca JeBe cTpane.
Ako je Af = f(r) — f(a) (npupamrra] GyHKIUje v TAUKKA @), TAA BAKN:

Pynruuja [ je nenpexudna y mavwku a axo u camo ako Af — 0 (v — a).

[Tocroje ¢pyuruMje KOje ¢y HENPEKUIHe v CBUM TauKaMa HEKOT CKVIIA UM Ha
Hesoj 0oJacT JAe(UHUCAHOCTH.

Hedpunnnuja 2 $Pyurumja [ : [ — R je senperkuana na ckyny D ako je HenpexkuIHa
V CBAKO] TAUKM TOT CKyIIA.



Ckyu ¢Bux QpyHruuja Henpekuanux Ha [ ozumauvasa ce ca C'(D). Ha upumep,
Cla,b] je ckyn eBux pynknuja nenpexkuanux na |a,bl, npu vemy ce noapasymvena
2 je v TAYKA @ PYVHKIN]a HCOPCKUIHA ¢a JeCHE CTPAHEe, & V Tadku b Henpekn ga
ca Jiepe crTpate.

2 Omnepanuje ca HeOpeKUTHUM (QYHKIMjaMa

M3 c¢BojeraBa rpaHnyHUX BpPeJHOCTH 30Mpa U OPOU3BOIA ABe]Y (pyHKIM]A
CcIlenM ma CIAMYHA CBOjCTBA Barke U 38 HEHPEKUIHOCT.

Teopema 1 Ako cy gyurnuje f u g nenpesruane y radsu a, taga ¢y u Gyosnuje
[+ gwu [ g venpegugge v TAYKU .

CTIG‘,Z[P}_IP (5B()j(1TB() ()I\-I()F}’thd da COIMYHO BayxkM M 3a KOJMYHNUK.

Teopema 2 Ako je f menpexuana y tauku a u ako je f(a) # 0, Taga nocroju
okosmna Ula) y kojoj je dyuruuja ucror 3uaka kao f(a).

f(a)

Iokaz. Heka je, na npumep, f(a) > 0un e ="—=+ . Karo je pyHKIN]a HCIPEKUTHA
y TadkM @, 3a okoauny Ve tadke f(a) nocroju orkonuna U(a) koja ce mena upec-
aukasa y V. Ba x € U Baxu f(z) > 0.

Crnuuno je u y cayuajy f(a) < 0. B

N3 ose teopeme cuaeau na je pynruuja f/g nedunucana y HEKO] OKOJMUHN
Ula) ako je gla) # 0 u ako cy f u g Henperuine, na HENPEKUJAHOCT BAKU U 34
KOJIUYHUK.

Teopema 3 Ako ¢y [ u g menperunne y tadku ¢ u ako je gla) # 0, tana je u
dyurnuja f/g nenpernana y radyku a.

M3 naBegenux cpojeraBa HENOCPENHO CJOedd 1a OHa BarKe U Ha CKYIY.

1. f,geCla,bl = f+g,f-g€ Cla,bl,

2. f,g€Clab), glx) #0 (x € |a,b]) = f/ge€ Cla,b].

Basno je u caenelie cBojerBo nenpekuanux GyHELMU]A.
Teopema 4 Axo je ¢pyurnuja [ @ A — B C R menpekuana y tauku a € A u
ako je (yuruuja ¢ @ B — R menperkuana y raukn f(a), tana je ¢pynsuuja go f
HENPEKUIHA Y TAYKH .

lokas. Heka je h =go f u neka je W okonuna rauke h(a). Kako je h = g(f(a))
1 Kako je ¢ Henperumna y tauku f(a), nocroju oxonuna V(f(a)) taksa ma je
g(V) € W. W3 wmenperknaunoctu Gyuruuje f caenn na 3a V' nocroju oronuna
Ula) 3a kojy Bawu [(U) C V. Tana je

W) = g(f(U) € g(V) C W,

na je h HenperuHA Y .



3 HenperunmHocT ejleMeHTApHUX (PyHKOUja

Jedbunmnmmja 3 Ocnosne enementapie GyHKIA]e CV:

1. koncranra r+— c € R

2. crenena Gpyukuuja x— % (o € R)

3. erkcnonennujamua Gpyuruuja v — a® (a > 0)

4. norapuramcrka gyunrnuja v — log, x (a >0, a # 1)

5. TpuroHoMerpujcke pyHruMje sin, cos, tan u cot

6. MHBep3HEe TPUrOHOMeTpU]CcKe (yHKIWje arcsin, arccos, arctan u arccot

Hebunuimja 4 Enementapna yurnmja je cpaka pyHKIMja Koja ce jjoduja KoHaud-
HOM IPUMEHOM APUTMETUYKUX OHEePALW]a 1 KOMIIO3UIU]A HAL OCHOBHUM €JIeMeH-
TapHUM (pyHKIMjaMa.

Teopema 5 Cge enemenrtapne (pyHKIUje CY HENPEKUIHE.

BPCTE IIPEKUIIA

[TocToje u pyurnuje koje Hucy nenperugHe (y TAUKA UM HA CKYIY ).

e IIpeknn npBe BpcTe
e IIpeknn npyre BpcTe
4 Ilpeknn npBe BpcTe

Jebunumuja 5 Tauka a € D je rauka npeknna Gpyurnuje f: D — R ako f nuje
venperkuga vy a. Raske ce, takohe, na je [ upekumna y Tauyru a.

Hedmaummja 6 1. Ako je a tauka npekmnga Gpybornuje f M ako y TO] TAUKU
HocToje jeguocrpane rpaHudie BPeJHOCTA, TAJA je (4 TAuKka HPEeKuIa [pBe
BpCTE.

2. Benuununa sf(a) neuancana ca

s¢la) = lim f(x)— lim f(z)

T—ag T—a_
je ckok (pyurumje f vy TauRM .

3. Ako je a Tayka npekuga upse Bpere um ako je sp(a) = 0, ramga 3a npekni
Ka/KeMO A MOKE J1a ¢e OTKIOHU Win ofacTpanun. JIpyrum pednma, Npexu y
TAUKW G MOKE Ja Ce OTKJIOHU AKO Y TO] TAYKHU HOCTOJU IPAHAYHA BPEJIHOCT
KOJy y3unmanmo 3a f(a).



5 IIpeknn npyre BpcTe

Jedbumaumja 7 Ako 3a Qpyuknujy [ radka npekuma HUje 1pBe BpCTe, OHIA 3a
HPEeKU] KaKeMO Ja je Ipyre Bpere.

Iakae, 3a upeku Apyre Bpcre dap jejiHa ol je JHOCTPAaHUX PPAHUYHUX Bpejl-

HOCTU He TOCTOJU UK je DeCKOHAUHA.

Oyurmuja [ R — R nedunucana ca

1
— 0
flay=34 22
0 r=10

uMa y HyJau npekus apyre spere jep f(r) — +o0 kana r — 0.

dyurknuja f: R — R nepunncana ca
sin— x#0

UMAa YV HYJIMU IPEKUI APYTe BPCTe jep Y HYJU He [MOCTOje HU JeIHOCTpaHe
rpanuyvie BpeaHoCTU.

CBOJCTBA HEINPEKUJHUX ®YHKIINJA

OBae ce pasMarpajy CBOJCTBA HCHPCKUIHUX (PYHKOU]A Ha OJCCYUKY (Cer-

MEHTY, 3aTBOPEHOM MHTEPBAJY ) [a,b}. To cy rnodanna cBojerBa 3a pasiury

00 OHMX K()ji-i Ba/ke CaMO Yy OKOJHUMHM HEeKe Tadke (\HUKH.I[HH.).

e BajepmrpacoBe Teopeme
e IIpsa Romu Bommanosa Teopema

e J/Ipyra Romwu BoJsmanoBa teopema



6 BajepmirpacoBe Teopeme

Teopema 6 (Ilpea Bajepwmpacosa) Arxo je ¢pyurkumja [ nenpekuana na |a,bl,
onja je u orpanudena na |a,b|.

YeaoB ‘HenperkuHa Ha cerMenTty’ e Moxke ga ce ocaadowu.  Ha npumep,
byurmuja o — 1/x je nenpernana na (0, 1), aam nuje #a TOM CKYITY OFDAHTYEHA.

Teopema 7 (Apyza Bajepuwmpacosa) Axo je ¢pyurumja [ wenpexuana na |a,bl,
Tala OHA HA TOM OJCEYKY JOCTUARE M HajMamy u Hajselly Bpeanoct.

Ilokas. U3 nperxonne Teopese clean Aa MOCTOje UHGUMYM 1 cynpemym GyHKIU]e
f ua [a,b] (jep je orpanuuena). Heka je

= inf f(x), L= sup f(x).

aszsb a<z<b

Tpeba nokasatu ma nocroje dap jeana tauka £ € [a,b] 3a kojy Bamu f(§) =1 n
Dap jemnna tauka v € [a,b] 3a kojy Bamu f(v) = L.

Jloka#uMo ga moctoju &, a CJAUYHO je U 3a V.

[Ipernocrasunmo cynpotuo, aa je [ < f(x) 3a csako = € [a,b]. Tana je f(x)—
[ >0, na je pyHKIU]a @ daTa ca

HENPEKUAHA U Takohe orpanudena na |a,b] (nperxomna teopema). Ilakme, noc-
TOJU M TAakKBO 114 je
1 1

O<pz)<m, 0<—-—<m, f=l4+—.
. m

M3 nocneame wejegnakoctu ciaean ga | muje majsehe gome orpanuden.e, mro
je rourpamuknuja. ITpema tome, nuje noOGpa upernocrasga ga je | < f(x) 3a
cBako r € [a,b], el nocroju neko & € [a,b] 3a roje je f(£)=1. A

[Tpernocraska "Gynknuja je nenpeskuana na [a,b]’ ne moske na ce ocanadu. Ha
npumep, ¢pyaruuja f:[—1,1] = R nedpunucana ca

r xe(—1,1)

@ =1 xe{-1,1)

HeMa HU HajMamy Hu vajsely speanoct na |[—1,1]. ®yukuuja je orpanuuena,
UMa MHPUMYM U CYHPEMYM,

sup  f(x) =1, inf f(x)= -1,

xe[—1,1] rE[—1,1]

anu Huje Henpekuana xa [—1,1].



7 IIpa Komu BoimanmoBa TeopemMa

Teopema 8 Axo je (pyvuenuja [ wenpexuana na |a,b] u axo cy f(a) u f(b) pa-
3MYUTOT 3HaKa, Taga y uarepsaay (a,b) nocroju Hap jeana radka ¢ 3a Kojy je
fle)=0.

+b

Iokas. Heka je f(a) < 0wu f(b) > 0. Taura ¢

IIenn OCeYaK [a., b] Ha ABa JeJa.

Ako je Bpennoct GyHENUje y TOj TAYKN jeTHAKA HYIU, OHZA Y MOKEMO Y3€TH

) ) ) a-+b a+b
3a ¢. AKO TO HMje caydaj, OHJA 3a JelaH Ol oceuaka |a, 5 u 5 ,b| Baxkn

na QYHEIMja HA KpajeBuMa UMa BPEeAHOCTH PA3JIUYUTOr 3Haka. AKO Taj ojcedax

o3HAYUMO ca [a1, bi] n ako onmcanu nocrynak nonasmamo, qoduhieno nan rauky
u3 (a,b) y Kojoj je GpyHENM]a jeqHaka HYIUM UIM HU3 YMETHYTUX OJCEUYaKa

la,b] D [a,b1] D+ D ap, b, D -

yMja mymuHa Tesu ayau (b, —a, = (b—a)/2"). Y apyrom caydajy nocroju
jeAMHCTBEHA TauKa ¢ Koja npunaga ¢BuM ojcednuma (Kantopos npunnun), npu
yemy je

c= lim a, = lim b,.

n—oo n—oo
Kako je

flan) <0,  f(by,) >0

ciaenn aa je (36()1" HENPEKU IHOCTH )

£(e) = lm f(an) <0, f(c) = lim f(b) >0,
n—oo n—00
na je f(c) =0. Ilpema tome, y 0ba cayuaja sawu tpheme reopenve. B
Teopema TBpan ma nocrtoju dap jemHa Tadka y KO0jo] je (pyHEIM]a jeqHaka
Hyau, anu QyHKIU]a MOKE UMATU U BUIE TAKBUX TAUYAKA.
Yenos ‘menpekumna Ha cermenty |a,b]’ je Guram m me mome ce ocmaduTH.
Hasenure npumMep KOjU TO HOKA3Yje.

8 IIpyra Romm BosmiasoBa Teopema

Teopema 9 Ako je ¢pyuruuja f wenpekuana na |a,b] u axo je f(a) < f(b), rana
3a cako (' 3a koje je f(a) < C' < f(b) nocroju dap jenua taura ¢ € (a,b) Taksa

aa je f(e)=C.

Hokaz. Pyuruuja gz f(xr) — C je nenpexkuana ua [a,b], npu venmy je
g(a) = fla) — C <0, g(b)=f(b)—C >0,

Kaxo nocroju ¢ € (a,b) rakso na je g(c) = 0 (llpsa Komwn Loananosa teopema),
To je f(e)=C. 1

N3 ose teopeme caean aa menpekuana GpyHenuja ma |a,b| yzuma cse Bpen-
Hoctu u3 onceura |l, L.



PABHOMEPHA HEIIPEKMIHOCT

YBoau ce jom jegan (CTPORMUIUA) HOjaM HCNPEKUIHOCTH (DYHKIUJC HA CKVITY.

e JlepuHunuja u upuMepu

e Besa HEIIPpCEKNAHOCTH M paBHOMCPDHE HEIIPCEKMAHOCTHA

9 JlepmHUNMja 1 TpUMeEpPU

Y nmepununnjn senperuaHoctu Gyurnuje Ha ckyny D okomuna U tauke a € D
je zapucuna on okonune V tauke f(a) m ox cave Tauke ¢, OAHOCHO 0 j€ 3aBUCUIIO
on £ u on a. Mehyrum, nocroje dpynkumje kon kojux U (oanocuo §) ne sasuce

ox Tadke, seli camo o V' (oxnocno £).

Hebunannmja 8 Oyurnuja [ je pasaomepno (yaugopMmuo) nenpesuana Ha D ako
3a cBako £ > 0 nmocroju 0 > 0 TakBo ga 3a cBako x,y € D Baxu

T —yl <o = [flz) = fy) <=

10 Be3a HenpeknmHOCTU M PABHOMEPHE HEIPEKUIHOCTU

W3 npumepa ce Buam ga Henperuana GpyHEOuja Ha ckyny [ #He Mmopa dutu u
PaBHOMEDHO HENPEeKNIHA Ha TOM CKYILY.

Ha aun Baxku odOpuyro? Aro y agepunuiujn paHoMepie HEIPEKUIHOCTH
y3MeMo y = a, godujamMo meUMHULW]Y HenpexkugHocTn QyHruuje [y Tadsum a.
[Tpema Tome, paBHOMEpPHO HempekuaHa GpyvHenuja xna D je u venpexkuzana va [,

Crepelia Teopema uzaBaja CKYLOBe HA KOJUMA CY OJMOBU Henpekudra dyrryuja
U PABHOMEPHO HENPeruona GyHKYUJe CKBUBAJICHTHA.

Teopema 10 (Kanumopoea) Axo [ € Cla,b], tana je f u pasroMepHo HenperuaHa

na [a,bl.



H3BOJIH OYHKIUIE

1. Jlechununuja uzeooa

Heka je pynkumja f(x) neduHnucana y HEKO] OKOJIMHH TauKe X, .

£ +4)

J(xg) .

0 Xy X, +Ax

He¢. 1.1. Axo nocToju KOHaAUHA TPAHUYHA BPETHOCT

Ay g FAY) = fxg)
lim — = lim
A0 Ax  Ar—0 Ax

OHJIa Cce Ta IPAHUYHA BPEJIHOCT Ha3KBa (IIPBU) U3BOJ (DYHKIM]e y TAUKU X, U O3HAYaBa

ca f'(xg).

Jlakiie,

S +AX) = f(xg)
Ax '

0= lim,

Hed. 1.2. dynknuja f(x) je audepeHnujadiIna y TaYKH x ako MocToju [ (x).

Hed. 1.3. Oynximja f(x) je mudepenmmjaduiEa Ha uETepBaNy (a,b) aKo je
mdepeHnnjaduITHA Y CBAKO] TAYKU TOT MHTEPBaa.

2. Mexauuuxka u ceomvempujcka uHmepnpemauuja uz3600d

s s = s(t) - 3aKOH KpeTama

s(t+ Ar)

s(1)

- cpeqma Op3UHaA IPOMEHE Ha UHTEPBATY

[, + Af]

. As . S+ Ar)—=s(1)
v(t)= lim — = lim
At—0 A A0 At




M\N Ay

top = —

8¢ MN  Ax
limg—ta:»f’(v)—ta
A\’—)OAx_g ¥)=18

»
»
X

0 X X+ Ax

3. Usz600u enemenmapuux (hyvuxkuuja

D) f(x)=C
Y Ay
Av=f(x+A)— f(x)=C-C=0 = ZZO’ (Ax 20)
X
lim 2 = fim 0=0

Ax—=0 Ay Ar—0

2) f(x)=x", (neN)
(x +Ax) —x"

. Ay i
"(¥)= lim — = lim =
f (%) Ar—0 Ay Ax—0 Ax

lim (x+Ax - x)[(x + AY)H +(x+ AY)”_zx +oot (e A"+ xn_lj _
Ax—0 AY _

n—1 1

=x" +x o+ X" =mx"

n

!

Hanomena: Mose ce moKka3aTu j1a |¢ (x“) = a'x“_l, (a: € R).

3) f(x)=smnx

VAS
_ ( A) _ 2cos(x—|—7jsm—r
£(x) = lim si(x + Av)—smx _ lim

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=COosx



4) f(x)=log, x
Av=log, (x+ Ax)—log, x= logd(l + Av)

X

Av 1 x Ax Ax E 1
—=——1log, | l+— |=log, [1+—| -—
Ax x Ax X X X

AV A Lr 1 1 .
f'(x)= lim o lim logﬂ(lﬁ——YJA =—-log, e:T, jepje

Av—s0 Ay x A0 X xlna

I
lim(1+¢); =e.

t—0

Hamnomena: (In x)r — 1
X

4. Oonoc ouchepennujaduInocmi U HenpexKuoHocmu vukluje

IIpetnocTaBuMo 1a je pyHKIH)a TudepeHInjadiiIHa y TaUKd X, TJ.

lim 2 = fi(x,).

Ax—0 Ay
Tana je
A
f = f'(x,) + a(Ax), (a(Ax)— 0 kag Ax— 0),
X

na ce mpuparirtaj udepeHinjadiine (yHKIH]e MOKE MPEJICTABUTH § O0THKY

Ay = f'(x)Ax + a(AX)Ax, (a(Ax) — 0, Ax — 0).

Teopema 4.1. Axo Je pynkumja f(x) audepeHumjaOuiHa y Tauku x,, Taja je OHa
HENPEKHUIHA Y TauKH X .

Moxka3s: U3 mudepennjadbunHocT GpyHKITH]E Y TAUKK X, CIAE/IN /1A je
Ay = f'(xq)Ax + a(Ax)Ax,
maje him Ay=0.
Ax—0
To 3HauM 1a je PyHKIM]a HENPEKU/IHA Y TAUKU X, .

Hanomena: OGpatHo TBphieme He BaKy, T]. HENIpeKHIHA (PYHKIM]a Yy TAaYKH X, HE MOpa
Outu mudepennmjaduiHa y TAUKU X, .

. . Ay
Hanomena: Axo IIOCTOJH Iim ——, OHJIa ¢¢ Ta I'paHUYIHAa BPCIHOCT Ha3HBa J€CHH U3BO/
Ax—0 Ax
Ax=0
GYHKIHje Y TAYKH X, U 03Ha4aBa ca [ (x,). CimuHO ce qeuHuUIIIC JIeBH H3BO/T

. . Ay
¢yHRIAje y Ta9K| x,: [ (x,)= lim —.
Ax—0 Ay
Ax<0



5. OcnosHa npaesiia u3600ad

Teopema 5.1. Axo cy f(x) u g(x) mudepennnjadbiine GyHKIM]E Y TAUKH X, OHJA Cy

mudepennujaduiine u pyakauje f(x) £ g(x), f(x)g(x), fEY; (g(x)#0) 1 npu ToMe
g(x

&

je:
D(ftg) =/ "tg
2 (fe) =fe+fe
3)(1J SRR
g g
Jloka3s:

1)Hexka je y= f(x)+ g(x). Tana je
Av=f(x+A)+g(x+Ax)—(f(x)+g(x)=Af + Ag na je

Ay M:nm(£+£jzlimﬁ+hm Ag:f’ﬂz’-

Ilim — = lim
Av—0 Ay av—0 Ax A=l Ax Ax Ax—=0 Ax Av—0 Ax

!

Cmomno: (f-g) =f'—g'.

AV = f(x+ A g(x+AY) — f(N)g(x) = [ (x+ Ax)g(x+Av) — f(x)g(x+Av) +
(g0 +AY) — f(0)g(x)

lim Y i VG A) - f())g e+ AN + [ () (g (x + A¥) ~ g(x)) _
Ax—=0 Ay Ar—0 Ax
= lim LOFAIZSE) A+ lim EETAV=EW) L)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
ITorro je g(x) mudepenimiabuana GyHKIM]a Y TAUKK x, OHA Je U HEMIPEeKHUIHA Y
TauKH x, ma je lim g(x+Ax)=g(x). To
Ax—0
3HAYM 1A |e

. A / ’ r
lim > = £'(x)g(x)+ F(x)g'(x).
Ax

Ax—0

3) Mamemamuxa 1, ctp. 213.



TEOPEME [IMNPEPEHIIMJAJIHOT' PAUYYHA

e Jloramnn CHCTPEeMYM
L] T'(‘()I)(‘AI(‘ O CpeAlnb VM BpCeIHOCTMA

e Jlonuranosa paBrIa

JIOKAJTHN EKCTPEMYM

o Jlepmuumnuja m npumMepu

e Heonxonau ycJioB JIOKAJIHOT €KCTpEeMyMa

1 /lebumaunuja u mpumMmepu

[Tpernocrasumo na je ¢pyarnuja [ mefuaucana y OKOJUHU TAYKe C.

Hedbuaunmja 1 Aro nocroju okomuna U tauke ¢ 3a KoJy je
flz) < f(c)

3a cBaro x € U, dpyvurnmja f vy TAYKM ¢ MMa JTOKAJTHU MAKCHMY M.

Ako je
f(x) = f(o)

3a cBako © € U, pyaruuja f v Taukyd ¢ UMa JIOKAJIHA MUHUMYM.

JToramnnn MAKCHMMVYM WU JORKAJHU MMHUMYM CY JOKAJHU €EKCTPEMYMIT li)_\_f’HHIJ,I/lje

Arko ymecro < um > craBumMo < 4 >, OHAA CV TO CTPOCU JIOKAJHHU €K-

CTpEMYMM ((1”[[)()1"]/1 MaAaKCHUMYM W CTPOTH I\IHHMI\-I_'\_FI\-I).



2 HeonxomaH ycJIOB JIOKAJIHOT €KCTpeMyMa

Teopema 1 Ako Qyuknuja f uma vy TAUKKU € JIOKAJIHA EKCTPEMYM U aKO je y TOj
L U
Tauky aupepennujadunna, tana je f'(c) = 0.

. ’ .
Iokas. llpernocrasumo cynporno, aa je f'(¢) # 0. Kako je v tauku ¢ nokamanu
CKCTPEMYM, HOCTOJU OKOJIMHA Tauke ¢y kojoj nupupamraj Af(c) He Mema 3HAK.
M3 npernocraske na je f aupepenumjadusina ciaenn ga je

Afle) (A
Ay 1(c) + a(Ax),

npu demy «o(Az) — 0 kaga Ar — 0. Mebhyrum, oBa jemnakoct auje morylia
jep mecHa crpana MMa cTajal 3HaK 3a JIOBOJLHO Majgo AT, a Ha JeBoj cTpaHu
ce 3HaK Mema y 3aBUCHOCTHU OJ1 3Haka 3a Az. llpema Tome, npernocraska Huje
noopa, na je f'(¢)=0.

Teopema je nozuara m kao Pepyaosa reopema. Hapasno, (yHrnmja moske
UMATH JIOKAJHU €KCTPEeMYM U Yy TAYKK V KOjO] HUje mudepennujadurna.

TEOPEME O CPEIHUMM BPEJHOCTUMA

e PoJsioBa Teopema
e JlarpansxoBa Teopema
e KommujeBa Teopema

3 PoJsioBa Teopema
3.1 Popmyanuja u mokas

Teopema 2 Ako je pyurnmja [ |a,b] — R
1. menperkumua ua |a,b|,
2. paudepennmjaduana va (a,b)

U aKO je
fla) = f(b),

Tala I0CTOjU Tadka ¢ € (a,b) Taksa na je
Iy =o.

Iokas. Axo je [ wromcrantua, onma je f'(x) = 3a csako = € (a,b). Aro je
flx) > fla) 3a weko x € (a,b), Taza f nMa MAKCUMYM y HEKO] Tadku ¢ (3001
nenpekuanoctn), na je f'(¢) = 0. Ako je f(z) < f(a) 3a csako x € (a,b), rana
nocroju x 3a koje je f(x) < f(a). Y Tom cayuajy [ vMa MUHUMYM Y HEKO] TAYKH
c € (a,b), na je oner f'(c¢)=0.

CBaka 01 IPETHOCTABKM HABEJICHUX Y TEOPEMU je DUTHA.



3.2 I'eomerpujcka mETEpIpETaAIIja

4 Jlarpam:xoBa TeopeMa
4.1 Popmysanuja 1 mokas

Teopema 3 Arko je pynruuja f:|a,b] — R
1. menpekuana ua |a, b,
2. mudepennmujadunna na (a,b),

Taja nocroju tadvka ¢ € (a,b) TaksBa na je

Ioka3. Heka je
f(b) — f(a)
b—a

u Heka je pynrnuja ¢ : [a,b] — R medunucana ca
() = [ () — f(a) — Mz — a).

Karo je p(a) = ¢(b) =0, pyuruuja ¢ ucnymasa ycaose Ponose reopeme. IIpema
ToMme, noctoju ¢ € (a,b) Tako ma je ¢'(c) =0, ognocno ['(¢) = A.

A=

4.2 'eoMmeTpujcka MHTEpHOpeTaInja




4.3 IIpumena JlarpamxoBe Teopeme

1. Ako je f: (a,b) — R mudpepennujadbunna u axo je f'(r) =0 3a = € (a,b),

Jla2) — [(x1) = f'(e)(w2 —x1) =0,

na je f(xy) = f(r1), onnocno pyurnuja f je KoncTanTHa.

2. Ako ¢vuruuje f u g unmajy jemnnake m3some na (a,b), onga ce one na (a,b)
PasIuKY]y 3a KOHCTAHTY.

3. Kako 3a = < y nocroju ¢ € (r,y) rako aa je
siny —sinz =cosc- (y — x),
TO je

|siny —sinz| < |y — x|.

5 KommnjeBa Teopema
5.1 Popmynanuja u DoKa3

Teopema 4 Ako cy ¢pyurumje f,g: |a,b] — R
1. nwenpekumne na [a, b,
2. nudepennujadunne na (a,b)

u ako je ¢'(z) # 0 3a x € (a,b), rana nocroju rauka ¢ € (a,b) raksa na je

Hokas. Heka je
L f) ()
9(b) — g(a)

u Heka je gpyurumuja ¢ [a,b] — R nedunucana ca

p(r) = f(x) = fla) = AMg(z) — g(a)).

N3 yvenosa ¢'(x) £ 03a x € (a,b) cnenm na je g(b) £ gla). Kako je p(a) = p(b) =0,
Gyurumja ¢ ucnymasa ycaose Ponose teopeme. [lpema tome, nocroju ¢ € (a,b)
Taro aa je ¢'(c) =0, onnocuno f'(c) = Ag'(c).

3a g(r) = x noduja ce Jlarpamsosa Teopema.



5.2 Jemaa mocyiemunma KommujeBe Teopeme

[Tpumenom Kommjese teopeme Moke na ce poraske caenehe topheme.
Teopema 5 Axo cy ¢pyukuuje f.g:[a,b] — R

1. menperuane ua |a,bl,

2. (n+ 1)-uyra mupepenuujadunne va (a,b),

3. g(k)(x) #03ax € (a,b) (E=0,1,...,n),

4. f®a)=gW(a) =0 (k=0,1,...,n),
Taza MOCToju Tavka ¢ € (a,b) taksa ma je

fb) _ f"(e)
g(b) — g (e)’

Iokas. [Ipema Kommjesoj reopemu nocroju ¢ € (a,b) tako ma je

f) _ f0) = fla) _ f'(e)

= , )
gb) — g(b) —gla)  g¢'(c1)

Ako caza Kommjesy rteopemy upusMenuMo na unrepsany (a,cp) nodbujamo aa

nocroju ¢ € (a,c1) rako ga je

f) _ fled)  fle) = f'la) _ f'(c2)
glb)  dler)  gler)—g'(a)  ¢"(c2)

[Monasmajyhu osaj nocrynak n nyrta godujamMo tavky ¢ € (a,c,) 3a Kojy je

F) ") _ fea) = f™(a) _ U (e)
g(b) - g(n) (Cn) - g(n)(cn) o g(n)(a) - g(n—o—l)(c) .

JIOIINTAJIOBA IIPABUJIA

e Heonpehenoct obisimka 0

0
e Heonpehenoct obsmuka —
e

e Heonpebhenoctu odiymra 0 - oo, oo — oo, 09, 1°°, 0%, o



0
6 Heonpebenocrt odsuka o

f() 0

) KaykeMo Ja je Heoapehenn oOImk 0 AKO je
glx

3a KOJUYHUK

lim f(z) = lim g(x) = 0.

r—a Ir—a

[Ipu ToMe, rpaHMYHA BPEIHOCT TOT KOJUYHUKA MOske noctojatu. Ha npumep

. T W
lim — = —.
z—0 21 2

flx

Hlosomwan ycuos 3a ogpehuBame rpanuybe BpeanocTu lim aaje reopel

z—a g(:{:)
no3nara kao Jlonmuramoso npasuiio.

Teopema 6 Hera cy ¢pyurnuje f u g qudepennujaduane y npodyHIIeHO] OKO I
(o]
U rauke a 1 Heka je:

1. lim f(z) = lim g(x) = 0,

2. ¢ (x)#£03a x €U,
/()

3. mocroju lim

z—a g'(r)
Tana je
I oy =
Noka3. Aro (yukumje [ u g nogaedunumeno y rtaukd a ca f(a) = gla) =

noouhieno wenpexunane Gpynrnuje v okonuau U. Ha [a,x] (uam [z,a]) 3a = ¢
Taa MOke fda ce npuMmenu RommjeBa TeopeMa 1O KOjOj

3a ¢ € (a,r), OJHOCHO

KRako ¢ — a kama r — a, 10 je

lim /(x) = I'(x)

Tr—a g(l) r—a (’(:l?) )

Cauuno tepheme Bakn 1 y caydajy a = —00, OJHOCHO a4 = +0C.



Teopema 7 Hera cy ¢pynkuuje [ n g nudepenunjadunne v (—oo,b) neka je:

1. lim f(z)= lim g(r)=0,

2. ¢'(x) #03a x € (—o0,b),
f'(a)

3. mocroju lim

v ¢'(z)
Tana je
Jim T i D
Ioka3. Heka je © = —1/0 n veka je

F(t) = [ (~1/1). G(t) =g (-1/1).
Ba r — —o0 nmamo ga t — 04, Kako

lim F(t) = lim G(t) =0,

t—0, t—0,

u3 nperxoiue teopeme (npumemene na F'u () cuenn

F(1) = lim F(t) = =
0L GI1) o0 G() ek g(—1/0) e gla)

M3 oBe jeHakKOCTU U jeTHAKOCTU

caegu TBpheme Teopene. M
Cunyno je u y caydajy a = +0c.



7 Heonopebhernoct obimuka —

flx) . B oS .
kaxkeMo ga je veoapebhenm obaMK — ako je

g(x) o0

34 KOJIUYHUE

lim f(z) = lim g(x) = .

r—a r—a
N v oBom cayuajy Baskn Jlonuramoso npasuiio.
Teopema 8 Heka cy dpynrnmje f u g nudepennujadumrne y npodyITeHo] OKOIMHA
o
U raurke a u neka je:

L. limg(zr) =00 (naum —o0),

2. ¢'(x) #£03a x E([.},
F'(x)

3. nocroju lim

e—a g'(x)
lim J(x) = lim ff(I)
a—a g(x)  e—ag'(x)
Ananorna tephema Bake 1 AKO je 4 = —00 UK 4 = +00.

8 HeonpebenocTu obimka 0 - ~x, x —oc, 0% 1%, 0%, o

0

Heonpehenoctn obaura 0 - 00, oo — oo, 02, 17, 0%, o ce cBome na neonpe-

00
Denoctn obauka — u —.
00



AITPORCUMAIINJA ®YHRIINJE
Y OROJIMHUN TAYURE

e Tejmopona dhopmyiia

e MarmopenoBa opmyna

TEJIIOPOBA ®OPMYJIA

TejaopoB MOJMHOM
e Jlarpau;xkoB 00JIMK OocTaTKa
e IleanoB 00K ocTaTKa

e Jlorasmua TejmopoBa dopmyiia

1 TejaopoB moJmHOM

Hexra je ¢pyuruuja f audepennujaduana y okomunu U tauke a. [Ipema Jla-
rpaxoBoj Teopemu 3a r € U nocroju tadka ¢ koja je usmeDy & u a TakBa na
je

f(@) = f(a) + J(©)(x — a).
Ako dpyurnujy f vy okonunum tadke a anporcunvupamo noaunovom Py(z) = f(a),
Ta/la HDOJUHOM W (YHKIU]A UMAJY UCTY BPEIHOCT Yy TAUYKU G, & U3 HPETXOJHe
jemnakocTu BuauMo ma he rpemka Ro(r) y taukm r outn

Ro(z) = f(x) = f(a) = f'(c)(z — a).
Ako [b_\‘u}{umj_\‘ f anpokcumupamo nonunomom P, umahemo rpemky R,
flx) = Py(x) + R,(x).
BalunuuunlPhhuﬁﬁ&MUlKMIHBMTM}CHUBe
P,(a) = f(a), P.(a)= f'(a), ..., P™(a)= f"(a).

M3 osux ycemosa ce moduja ma je

‘f(n)(a)

n!

P.(z) = f(a)+ f(a)(x —a) + fT(G)(I —a)+ -+

n

(x—a)"

OJHOCHO

" 0
P,(x) = Z ! U( )(;1? —a)k.

[Homunom P, je nosuar kao Tejmopos nomunom crenena n 3a Gyornujy [y
OKOJIMHU TadKe «.



2 JlarpaH:Xk0B OOJINK OCTaTKa

Jlarpanmsx je 1797. roaune pokaszao caenehie TBpheme.
Teopema 1 Arko ¢pysaruuja f vy okosunu U tauke a

1. uma menperugan U3BOJ peaa n,

2. uma u3Boa pega n+ 1

U aKo je

J(2) = Po) + (), w€U

rie je P, Tejnopos noaubnom, tajza 1noctoju radka ¢ usmehy a v r raksa jga je

f(n+1) (C)

Fn(z) = (n+1)! (& = a)y™.

Hokaz. Heka je
Fla) = Ru(a) = f(z) = Pula),  Glx) = (x — )"

Kako je

F®(z) = f®(a) — PP (a) = fF(a) — fF(a) =0

uGH(a)=03ak=0,1,....,n #5a pyasnuje F' u G Mome 14 ce NPUMEHH 10CITE -
una Kommjese reopeme. llpema Ttome, 3a = > a nocroju ¢ € (a,r) Tako ma
Je

F(x) FOtD(e)  f4(e)

G(x) G0(e)  (n+1)!7
OJHOCHO e

. " c . n+1
R,(x) = W(I —a)".

Hapapno, canuno je u 3a r < a. B
OBaj 0obauk ocrarka ce 3oBe Jlarpamkon o0JIUE.

TejnoposB nomuuonm Morke ma ce Hanume u noMohy aupepeHnujaia BuUiler
pena ¢pyakuuje f y radku a,

Cita) )

Pr(z) = f(a) + df (a) + o] n

AKO je v HEeKO] OKOJIMHU Tadke a octarak R, JOBOJHO MAJMU, MOAMO pehwn
na je



3 IleanoB 0GJIMK ocTaTKa

Ako je f(”+1)(x) orpannyer y OKOJUHU Tavke a, taga w3 JlarpamsoBor o0-
JIMKA OCTATKA BUIUMO 4 je

Ry(x) =o((r —a)"), = — a.
OBaj obaur ocrarka ce 3oe [leanons obaMEk.
Teopema 2 Aro (yuknuja f
1. vy oroaunm U rauke a uma u3son pena n— 1,
2. UMa U3BOI pella N Y TA4dKu «,

Tala BailM

R,(z) =o((x —a)"), x— a.

. Ry (x)
Hokas. Heka je a(x) = (711 Aro na o npumenumo JlonurasmoBo npaBuio
T —a
n —1 nyra, modujamo
-1
. R (a)
limao(z) = lim ——
a—a z—an! (r —a)

1 [0 (@) - PV ()

= — lim
nla—a z—a
Kako je
Pr(a) = £ (a) + f™(a) (x — a),
TO je

f(n_l)(;l“) _ Pén_l)(;l") f(”_l)(flf) _ f(”—l)(a) B

lim = lim ™ (a)
T—a r—a T—a r—a
= f"(a) — f"(a)
0.

ITpema tonme, a(r) — 0 kaga © — a. B



4 Jloramaa TejmopoBa dopmyia

HI)IA VCJOBUMa MpeTxogde TeopeMe Bail

"(a . () (q
f@) = 1@ + @) —a) + D@ a4 T o - ay)

2 n!
Kaja T — @, WTOo je Ho3HaTo Kao aokaana Tejaoposa gopmyaa (JITPD).
Y omnocy na TejnopoBy dopmyuy, rue ce 3a GpyHELU]Y [ Tparku H0CTOjaILe

u3Bona pega n + 1y oromunu tauke a, 3a JIT® mosomno je nocrojame
n3Bona pena n— 1 (3a aBa Mame).

JIT® youmrasa nojam audepennnjadunnoctu pyuruuje, jep 3a n =1 oua
yvupaso gaje geguHuun]y gupepenunjaduianoct QyHKLUje Y TA4KU a.

Ha ocnopy JITP umanmo

d*f(a) P d"(a)

Af(a)~df(a) + 91 o n!

YV OOBOJLHO MaJIO] OKOJMHK Tadke a.

JITP uspakasa n ynmennny ga Gyoenuja [ v noaunom F, uMajy y Tauku
a dodup Buier pena (pema n).

MARKJIOPEHOBA $0OPMYJIA

e Cnenujanau cayuaj Tejimopose dopmyie
e MakrjJIOpEeHOBU MMOJUHOMHU 33 HEKe (YHKIUje

e Ocrarak y llcanoBomMm 00JIMKY

5 Cnennjasau ciryuaj TejimopoBe dopmysie

Tejumoposa popmyna 3a a = 0 ce 30Be Makaopenosa Gopuyaa. Jlakue, y
TOM CJIIYYajy

! (n)
1) = 70+ O+ Z02 o Oy )

rie je ocrarak v JlarpamsosBom odIuKY

o f(n+l) (H‘T‘) n+1

R (r) — 0<0<1.
) = =0



6 MaxrmopeHOBU MOJIMHOMHM 3a HEKe (PyHKIUje

6.1 MaxkgopeHOB IMOJIMHOM 34 [ : 7 +— €*

Kako je f™(z) = e, 1o je

f’(g):...:

na je

f0) =

F™(0) =

L

f(n+1) (9.1,) _ 691‘:

PH(I):1+I+—+...+§
T
Rnu :7’953
() (nJrl)Ee

%d ll)IAK(:MpaH() r ocTaTark TexkrM HYJIJIW Kada 71 — oK.

Maklorenowi polinomi za €
T T

04

06

Makiorenovi polinomi za €
/
i
R/
F, .
?
5|
T
e A
By
Fy




6.2 MarnopeHOB mOJIMHOM 3a [ : &+ sInx
Kako je

() = (=D)"sinz, 2" (z) = (=1)"cosz,
fE0) =0, fED0) = (-1)",

TO e

na je

6.3 MarsoperoB mosmHOM 3a [ : &+ cosT
fE(@) = (—1)"sinz,

Faxo je
f'ﬁ”«‘[-x.} = (-1)"cosz,
fﬂgnj[ﬂ} _ Ii—ljn-_ f{‘l‘n-i-lJ[[]] =0,
na je 2 !
| 2 . ; I‘ln

Mkiorenovl polnomi 23 cos)

\ N
\




6.4 Maraoperos nosmmaOM 3a [ : 7+ In(l + 1)

— 1)!
Kako je f"(z) = (—1]“'1%- 1O je
72 3 n—liﬂn
Pn{:r)::r:—?+§—---+(—l] -
" +1 1
" ]
)= (1" .
Bu(z) = (=1) n+1 (14 fz)n+t
3a |z| < 1 ocrarak teskn nyvau kaga n— 0o, a 3a 0 <z < 1 Baskn
Ral)] < —
“n+ 1

Makiorerov] polnod 72 Inf141)
T




6.5 MaksmoperoB moJsimEOM 3a [ @+ (1 + )%
Karo je fOz) =ala—1)---(a—n+ 1)1 +z)°", 10 je

—1 —1)--- —n 1
Pu(z) = 1+M+$IQ+_”+HM ) nl(a n+l)

() ()
= l4+ar+ i ",
2 i)

Crnenujanno, 3a o = 1 maano

1
l+x

T

T (—1)"s" + Ry(x).

=l-z+2’—x

Meicirenov| polnomiza (141"

0B P

kil

o

I I I I
-5 ] 05 i 15

(%]

7 Ocrarark y IleamoBoMm 00/mKYy

Ocrarar v leanopou obamky je
Rp(z) = o(z"), x—0.

Crhnenujanno, sa nasegene dyvasnuje je (npu r — 0)

IE i

e'—':1+:+ﬁ+-- —|——1—|—r:r(;1.'”},

23 5 g2t s
SINT =2 — o0 + 7y — +(—1) [2n+l]‘+ﬂ($ )

Ig I:‘ ﬂIgn 2n+1

cos;r_l—g—kﬁ—---—l—{—l} (Qn)!—kﬂ(z ),
In(1+2) =2 = 24 2o (<1 o)
n +I}—I—?+?— + (— ;—I—ox ._
{1+I]°’:1—|—a:r.+(g)xg+---+(i);r“+o(znj.

_"".'].'-]R.'I(JI){‘.II(JTH] 11]()])3-.[}'.‘”] ca lleanoBpun ocraTEoM ROPUCTH Ce 38 Ha/Jadselhe
FPalimyuiniy BReHocTH.



[MTPUMEHE [IN®EPEHIINJAJITHOI' PAUYHA

e VcnutuBame MOHOTOHOCTU (PYHKIM]E
e CTpOTrU JOKAJHU EKCTPEMY MU

KonsekcHoCT U KOHKABHOCT

® ‘A('M_\H_IT()T(-‘

N CcIUTUBAKBE MOHOTOHOCTH ¢YHRIINJE

o Jleduunnnmje
e lloTpedDan vesmoB 3a MOHOTOHOCT

e JlOBOJLAH YCJIOB 338 MOHOTOHOCT
-
1 Hedbuaumnumje
Hajuemhe ce kopueTi nojan MORDOTOHOCTH GVIEIH]e Ta UHTEDRAIY.

Hedunammuja 1 Pyasnuja f: A — R je na uarepsaay (a,b) C A

1. neonagajvha arko pamn

Ty < 79 = f(x1) < f(xa), 71,79 € (a,b),
2. mepactyha ako pakn

Ty < 7= f(x1) = f(xa), 71,79 € (a,b),
J. pacrvha ako pasn

1 < x9 = f(r1) < flza), x1.70 € (a,b).
4. onagajvha ako paxkn

Ty < 29 = f(z1) > f(22), 1,72 € (a,b),

5. MOHOTOHA AKO BAKA HeEd o voeoaosa 1.4,



Yuecto repMuaa Heonagajvha, nepacrvha, pacrvha, onagajyvha kopuctre ce
1 repuunn pactyha, onansajvha, crporo pacryha, crporo onagajyha. Meto
Tako, 38 GVHEIM]e 33 Koje Bk 5. WiK 4. ce KOpUCTH TePMUN CTPOro MOHO TOHE.

Comuno ce soske gamn v gedumnndja Monoronocru Gyvaknuje [ na ckyvoy
B ¢ A. Ha npumep, dpyvaknuja f : x +— 22 je pacryvha na (0,+00), anmn u na

[0, 00).

2 JloBodnaH ycCJIOB 3a MOHOTOHOCT
_;'IE_(JTE(JJIH'-'III VCEIOE 3a MOHOTOHOCT 11]:'5-'IIKIII-'TI]l(*. MOXE Ja ¢ MCEAYREe INpero IpEor

AR,

Teopema 1 Hera je divarnmja f @ A — R audepenmmjaduana na uarepsany
(a,b) C A

1. Aro je f'(x) = 03a = € (a,b) pyvuxkmuja f je neonagajvha na (a,b).

2. Axo je f'{x) <03a x € (a.b) dyusnuja f je nepacryha (a,b).
3. Axo je fl{z) = 0 sa = € (a,b) pyvurnmja f je pacrvha na (a,b).
4. Axo je fl{x) < 03a x € (a,b) hyusunja f je onanajvha na (a,b).

Hokaz. 3a oo, 79 € (a,b) u T < T9 Ha ocnosy Jlarpamsese reopese uMamo jga je

flxa) = f(z1) = fl(c)(za — 1), ¢ € (x1,79).

M= npernocraske 3a 1. caemn na je f'(c) =0, na je f(ra) — f(xq) = 0. ommocno
f(z2) = flz1).

Conuno u v ocrammm cavaajesmva. B
3 IloTpebanm yciioB 3a MOHOTOHOCT

Yocavaajenuua 3. U4 U3 OpeTXOAHe TeopeMe HARCLeHN VIR HHCY
HEONXOAHH 34 nasegeny vonoronoct.  Jla veaon, na npuvep  f'(z) = 0. nuje
HEOMX0al 3a To jga dyuknmja dyiae pactyha nokasyvije dyvnkmuja f @z +— 2° koja
je pacryha naro je f'(0) =0.

Mebyvrua, v cavaajesuna 1. 1 20 VOJIOBH ¥V OPeTXOAH0] Teopexu oy ¢

HEOTTXO .
Teopema 2 Hewka je dyvusnuja [ andepenmujatuana na uanrepnaay (a,b).
1. Axo je f neonamajvha na (a,b), rana je f'(z) > 0.
2. Aro je f nepacrvha na (a,b). rana je f'(z) < 0.
NMokaz. 1. Hako je f neonanajvha, o je

flz +Az) — f(z)
Ar

>0, x4+ Az € (a,b),

na je

() = Jim L2280 TG 5 g

Comano ce gorasvie n 2. W



CTPOI'M JIOKAJIHU EKCTPEMYMM

Hedpumnnnnmja
e JloBosman ycnos (momohy npeor mssoma)
e JloBosran ycaos (momohy apyror mssoma)

e JloBosnan ycaos (onmrTn cayyaj)

4 Iebmaunumja

Ipernocrasnyo ga je dyvarnmnja f aedunucana v oROJIMIH Tadke C.

JNednanmmja 2 Axo nocroju okoanna U taure ¢ 3a kojy je
flz) < fle)

sa cpako x € U\ {c}, dpyurmuja f v raukd ¢ uua cTpoOry JOKAJHA MAKCHMY M.
Aro je

flz) > flc)
sa cpako = € U\ {c}. dhyvurmmja f v Taukm ¢ mMa cTporm JOKAJHUA MUHAMY M.
Crpors JIOKAJXHN MAKCHMVYM M CTPOUH JOKAJHA MUHAMVAM CV CTPROIH JTOKAJHN

ekcTpeMyMH dyvnrnuje f.

Panuje je aokasano ga je f'(e) =0 neonxosan veaon 3a JOKAJIHN €KCTPEMY A
vocavdaly audiepennujaduane GyvakENM]je vV okoaunn tadke © = ¢ lpesa roue,
TAUKe ¥V KOJHMAa Je NPBY M3BOJ Jeanak HyJH DPecTaBLA]Y TOTeHIN]AJHe TaYuke
JIOKEAJHOD CHECTPEMVMA.

Kako nokaany ekcrpedyal Mome OUTH 1V Tadkasa v Kojusa GyHENja nuje
qudiepennrjadniana, cTpore JMORAJHE eKCTPeMyMe Tpeda TPakUTH v TadEaMa v
KOJUMA J& M3BOJL Jealak Oy Wad fe noctojin. Takpe radrke ce 30BY KpUTHYNEe
TAYKe, A OHe YV KOJHMA e W3B0JL JeJdHAK HYJAH 30BY Ce Joll M CTANHOHADPHe Tadke.

5 lloBosman ycnos (momohy mpsor ussomna)

Teopema 3 Hera je f nenperkmana v nekoj okoaunn U tauxe ¢ u qudepennmja-
ouana v U {e}.
1. Akosaz e U paxn f(z) <0zazxz<cu [/(r) =032z >c onna [ v e uua
CTPOIM JTOKAJHN MUHMMY M.
2. Ao saxz €U paswn fl(r) >0zaxz<cu fllr)<0z3ax>c onna fvcuua
CTPOIA JORKAJHI MAKCHMY M.
Hokaz. 1. M3 H0BOLHOD VEJ0BA 38 MOHOTOHOCT cJjean da [ ollada 3a T < ¢ 1
pacte sa r < ¢ llpesa Toye, ¥ TAUEM € ¢V MCOVILEHM VCJIORH W3 e e
CTPOIOE JIOKAJHOD MIAHMMY M.

Ha wern naunn ce gorasyvije 2. W



6 lloBosman ycisioB (momohy mpyror mssoma)
Teopema 4 Heka je r = ¢ crannonapna rauka gyvuknuje f koja uva nenpesuian
NPBH U3BOJL V HEED] OKOJHMHN Tauke ¢ 1 Heka nocroju f7(e).

1. Axo je f’(e) =0, rana f v ¢ mia cTporn JOKAJHN MUHAMYM

2. Ako je f"(e) <0, tana f v ¢ uMa CTPOrN JIOKAJHA MAKCHMY M.

Joraz. Ipunenon Tejuopore dGopuyie uuano ja je

F@) = £0) + £ -+ L@ e to(@ -, w e

a(r)

Ako je o((z — ¢)?) = ——=(z — ), raue a(z) — 0 kana £ — ¢, Tana je

2

(z - o)

f(z) = fe) + fi(e)(z — ¢) + =5 (f"(c) +alz)).

1. Hocroju okouanna rauke ¢ v kojoj je f'(e) +alz) = 0. Kako je f'(c) =0,
o je f(z) = fle). na je v £ = ¢ eTporu JoKaMIT MUHEMYM.

2. Hocrojn okonuna raure ¢ v kojoj je f'(c) +al(z) < 0. Kako je f'(e) =0,
o je f(zr) < fle), na je v £ = ¢ cTporu JOKAJIHN MAKCHMY M.

7 lloBodan ycioB (ommTHé ciiydaj)

Dyvarnmja f vome IMATH CTPONT JOKAJIHN ekeTperyy v = cu ako je f(c) =
0. Ha npusmep, dpyurnmja f :x — 0 mia crporn sokananm svunmays v oo = 0

naro je f7(0) =00V raksun cayuajeBma ce Mory KOPUCTHTH BUITA H3BO .

Teopema 5 Hera je (n— 1)-pu mspon gpyvaknmMje Henpesmian v oKOJMHNA Tadke

T = ¢ W HeEa je

floy=1")=--=f""e)=0, f™(c)#0.

1. Ako je n mapan opoj u axo je fU(c) =0, rama f v ¢ mva crporn Jokaganm
MM VM.

2. Axko je nnapan 6poj u axo je f™(c) <0, rama f v € UMa CTPOrM JSOKAIHN
MAKCHAMY M.

3. Aro je n menapan opoj, raga f v ¢ HeMa cTpOrd JIOKAJIHH eKCTPEMVML

Teopeua ce Jlokasyje caudno kao nperxogna kopuihemen Tejnopore diop-
myae ca ocrateod v lleanosom obimiy.

locroje n dvioknmje Koje MMAa]V CTPOrM JIOKAJHN eECTPEMYM V TAYUKHE V KOJO)]
cy eBn m3poan jeanarn oyan. Ha npuvep, f(z) =e V% sa 2 £0u f(0) = 0.



KOBEKCHOCT M KOHKABHOCT

e Jledmuunnja
e lloTpedan 1 noBoLan yCJ0OB 3a KOHBCKCHOCT

e Tauka npesoja kpuse y = f(r)

- -
8 llepuaummja

Hocrojn pume exkpuBagenTHUX JgedUIUNN]a KOOBekcnocTn Gyvnrnuje. Opige
ce gaje aedmnunja KOHBeKCHOCTH 3a Judepenijadiine fyvaKimje.

Hera je mara dyvasmmja f: A — R koja je mdepenmmjatumina na (a,b) C An
HEEA e

)
velz) = fle) + flc)(z —c)

raurenara kpuse y = f(x) v raurn (e, f(c)) 3a ¢ € (a,b).
Hedwmantmja 3 Aro 3a crako ¢ € (a,b) u csako z € (a,b) \ {c} pawn

1. flz) = foz). dvurnuja f je konsexcna na (a,b),

2. flz) < fox). pyurnuja f je wonkasna na (a,b).

Hpyruu peunua, v cBako] TAYEW DpadiiEa KONBeRECHe (VHKIN]e TalrenTta je
nenos rpadiia, Q0K je Kol KOOEABHe W30aJ Dpadika.

I ymiftx)

i

a) konveksna b) konkavna

Yoenmeay ope pedununuje Givarnrja —f je Konkasua axko je [ Konpekcna.



9 lloTpeban m MOBOJLAH YCJIOB 3a KOHBEKCHOCT

Ve gogarny npernocrasey ga gyvosmja f ona (a,b) mia uoapyen wsnos
MOY ce JeJHOCTABIO JATH TOTPeDnN 1 JOBOJLHE VCJIOBE 34 KOHBOECHOCT, KAKO
nosmohy npeor rako 1 nosohy Apyvror wsBoga.

Teopema 6 Jlsa nyra qudepenmujaimiana dyvaknrja f je konsexena na (a, b) arxo
je f"(x) = 0 3a cparko = € (a,b).

Howas. Hewa je ¢,x € (a,b). Ha ocnony Tejuaopore dopuyie miano

f@) = £0)+ £ -+ L@ oy
- fc[:I}_F@(I_CJEJ

rine je £ rauka minehy ¢ n z. Kako je f"(€) = 0. vo je f(z) > folz). na je f
konrercna na (a,b).

M3 ope reopesde nodujamMo cuaegel 1oBoLAT VEJIOR.

Teopema 7 Jlpa nyvra audiepennujadnana gyvarnuja f je na (a,b) kongekcna ako
je dyvarmaja ff pacryha na (a,b).

Anagorua repbhema Baske 3a ROHEARHE (yVHEII]e.
Teopema 8 Hera je gvnrnmja f asa nyvra andepenmmjaduima na (a,b).
1. dyvarnuja [ je konkasna ako je f(z) < 0 3a x € (a,b).
2. dyurnuja f je konkasna ako je [ onagajvha gyvurnuja na (a,b).
10 Taurka npeBoja KpuBe jy = f(r)
Hera je dvnrkmmja f aedunncana v OKOJIMAN TAYEe a.

Hedwuaunmja 4 Taura P(a, f(a)) je rauka npesoja kpuse y = f(x) ako nocroju
OKOJAWHA TAYKe a V Kojo] je GVHEINja cTporo HOHBeECHA 34 T < a ¥ CTporo
KOHEABHA 38 T = a WK 0DPHYTO, CTPOro KOHEABHA 34 T < a@ 1 CTPOro KOHBEECTA
34 T > a.

Hpyrus pedmva npesojHa TadEa PA3IBAJA KOHBOKCHE 1 KOHEABHH JIe0 KPUBe.

¥i J"T

Ma) t




Axro je (a, f(a)) npesojua rauka kpuse y = f(z) u ako Gyvarmaja f uva apyru
M3BOJ KOJU je nenpesmaan v oradsn a, raga je fla) = 00 Y oporusnos Ou
NOCTO]AJA OKOJAMHA TAYES @ V KOJO] Je APVEW W3B0A MCTor 3HaKa, TTa DM Gy KN A
YV OTO] OKOJIHE DMJE WA KOHBOKCHA MU KOHKABHA.

O6payTo ne Mopa aa sakn. Ha npusep, 3a yusmmjy f oz — ! raura (0,0)
nuje npepojna naro je f7(0) = 0. Hlakie, rTauke v KOjuMa je ApVIM WEROJ JeHaK
HVJIM €V CAMO TOTeHNr]aane npepojie raure. OCuu Tora, Opesojie Tadke Moy
OUTH M OHe ¥V KOJUMA ADYIW M3BOL He TOCTO]H.

Jesan gopossan veooR 3a noctojale npesojie radke jgaje caeneha reopena.

Teopenma 9 Hera divokmmja f uva apyrn U3BoA ¥ HEKO] OKOJUHNE TAYEEe @, OCHM
Mok da v ocamoj taurn a. Aro f'(x) mema smak v raukn a (Des obGsupa ga au
nocroju f"(a)), vana je (a, f(a) npesojua rauka kpuse y = f(x).

Hokaz. Axo je (v okouaunu rauke a) f"(z) = 0saxz <an f"(z) < 03a > a, rana
je f KomBekcHA 3a T < @ M KOHEABHA 3a T > a, na je no jgedunumajn (a, f(a))
NpeBRojHa Tadka.

Comano je v oapyvros cavaajy. Bl

ACUMIITOTE

e Koca n xopmsoHTania acuMurora GpyHEIUje (KEpUBe)

e Bepruranma acnMvnrora gyHEnmMje (KpuBe)

11 Koca m xopu3oHTanmHa acumarora pyHknuje (Kpuse)

Hera je gvasnuja f aedunucana sa x> A.

Hedmnanmmja 5 Jluneapua dyurnuja (npasa) y = ar+b je acumnrora gvaknmje
f (kpure y = f(z)) aro je

flz)=ax+b+o(l), z— +oc.
3a a # 0 acumnrora ce HazuBa kKocoM, a 3a a = 0 XOpHU3IOHTAINOM.
Jpyvrmn pedmaa, rpadus dyvarnuje f (kpusa y = f(r)) ce npubamsana

ACUMITOTH Eajga © — +00. Hawme ce v ga ce GVEKIN]a AaCHMITOTCKN TTOHATILA
kao ar + b kana r — 4o00.



Teopema 10 llpasa y — ar +b je acuunrora kpuse ¥y — f(r) kaga £ — +00 ako
U CAMO AKO je
f(z)

a= lim —= b= lm (f(r)—az).
F—40o0 s T—+ 00
HokA3. Y CJOBH V TeopeMU ¢V JOBOSLHA jep u3 jeanakoctn b= lim (f(z) — ax)

r—+0o0
CJre a1

flz) —ax =b+o(l), x— +o0
na je (npesma aepuannujn) ar + b acuvmrora sa f.

Axo je y = ar + b acumnrora kpuse y = f(z), rana je

b= lim (f(x) —az —o(1)) = lm (f(x)— az),

T—+ 100 T—r+ad

a s
T b
/(@) :a+—+@, r — +00
T T T
cJie
i 462) _

T—+o0 I

To snaun pga oy vesosn v reopesi 1 neonxosgan. Wl

Anagorno ce pgedunnme w ogpehyvije acuvnrora vocavdajy r — —0o0 34
dyvHEIM]Y Koja je nedunncana 3a r < A Heke §vHENMje UMajy HOTY ACHMITOTY
3 T — 00 M T — —00, HEKE Pa3zJIMdIUTe, a HeKe MMAajy acHUMITOTY 3a T — 00
M HEeMA]Y 38 & — —00 WM ODPHYTO, a HocToje U oHe GVHENN]je Koje Hewa)yv
HMJEJANY ACHMITOTY.

12 Bepruramaa acummnTora GpyHKIUje (KpuBe)

Herka f: A — R wu neka je a rauka naroMuiaasama ckvioa A

Hepmnanunja 6 llpasa © = a je Bepruradadga acuMmnrora (vesmdje f (kpuse
y = flz)) ako saxu Dap jeana on caenehnx jegpnarocrn

lim f(z) = —oco, lm f(z) =00, lim f(z) = —0cc, lim f(z) = oc.
F—d— T— T4 T—idq
Hecro je tavka a rpanndna ravka obaacti aedunmncanoctu gy armmje. Men-
jvrus, GVEEIMja Moske DUTH 1 jeduancana v raukn a. Ha npusep, f(z) =1/z

sa £ 0wu f(0)=0.
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