
Glava 2

Algebarske strukture

Apstraktna algebra prouqava proizvoǉne skupove i operaciije defi-
nisane na tim skupovima. Pri tome se priroda skupova kao i samih
operacija definisanih na tim skupovima mogu znatno razlikovati od
skupova brojeva i uobiqajenih operacija sa brojevima. Bez obzira na
to, pokazuje se da razne operacije u razliqitim skupovima mogu imati
niz zajedniqkih svojstava.

2.1 Dekartov proizvod skupova

Definicija 2.1. Par elemenata a i b kod kojeg se zna koja je komponenta
(koordinata) prva, a koja druga, naziva se ure�en par (dvojka) i oznaqava
sa (a, b). Ure�eni parovi (a, b) i (c, d) su jednaki ako i samo ako je a = c i
b = d.

Sliqno se definixe ure�ena trojka (a, b, c) nekih elemenata a, b i
c, kao i ure�ena n-torka (a1, a2, . . . , an) elemenata a1, a2, . . . , an.

Ako su dati skupovi A i B, mo�emo posmatrati ure�ene parove
(a, b), gde je a ∈ A i b ∈ B.

Definicija 2.2. Skup A×B definisan sa

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

naziva se Dekartov, Kartezijev ili direktan proizvod skupova A i B.

Sliqno se definixe skup A× B × C, kao i skup A1 × A2 × · · · × An.
Skup A×A se oznaqava i sa A2, a skup A×A× · · · ×A

︸ ︷︷ ︸

n

sa An.

Na primer, skup R2 predstavǉa koordinate svih taqaka koordi-
natne ravni, dok skup R3 predstavǉa koordinate svih taqaka u pros-
toru.
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Primer 2.1. Skup [a, b]×[c, d] predstavǉa skup svih ure�enih parova (x, y),
gde je x ∈ [a, b] i y ∈ [c, d]. Ako su x i y koordinate taqke u ravni, tada
skup [a, b]×[c, d] odre�uje pravougaonik u koordinatnoj ravni sa temenima
A(a, c), B(b, c), C(b, d) i D(a, d).

2.2 Binarna operacija

Definicija 2.3. Preslikavaǌe ∗ : S2 → S, gde je S neprazan skup, je
binarna operacija u skupu S.

Umesto ∗(a, b) = c za a, b, c ∈ S, pixe se a ∗ b = c. Binarnom opera-
cijom se, dakle, svakom ure�enom paru elemenata iz skupa S dodeǉuje
jedan element koji je tako�e iz S. Na primer, na skupu N su nam
poznate operacije sabiraǌa i mno�eǌa, pri qemu se umesto ∗ za te
operacije koriste oznake + i ·. Tako je +(2, 3) = 2 + 3 = 5 ili ·(2, 3) =
2 · 3 = 6.

Ako je S konaqan skup, binarna operacija mo�e da se zada navo�e-
ǌem svih parova original - slika, xto se pregledno mo�e prikazati
Kejlijevom tablicom.

Primer 2.2. Kejlijevim tablicama definisane su operacije ◦ (u skupu
{1, 2, 3, 4, 5}) i ∗ (u skupu {a, b, c, d, e}).

◦ 1 2 3 4 5
1 2 2 1 1 2
2 2 2 1 1 2
3 1 1 3 3 1
4 1 1 3 3 1
5 2 2 1 1 1

∗ a b c d e

a a a a a a
b a b b b b
c a b c c c
d a b c d d
e a b c d e

Pored binarnih, definixu se i n-arne operacije kao preslikavaǌa
Sn → S. Za n = 1 operacija se zove unarna.

Binarne operacije mogu da imaju razna svojstva.

Definicija 2.4. Operacija ∗ u skupu S je komutativna ako za svako
a, b ∈ S va�i

a ∗ b = b ∗ a.

Definicija 2.5. Operacija ∗ u skupu S je asocijativna ako za svako
a, b, c ∈ S va�i

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

Za asocijativnu operaciju se mo�e pisati i a ∗ b ∗ c jer poredak
zagrada (odnosno redosled izvrxavaǌa operacija) ne utiqe na rezul-
tat.
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2.3 Algebarske strukture sa jednom binarnom ope-
racijom

Skup sa jednom ili vixe operacija qini algebarsku strukturu.

Definicija 2.6. Ako je ∗ binarna operacija u skupu S, onda se ure�en
par (S, ∗) naziva grupoid.

Za grupoid (S, ∗) skup S je ǌegov domen. Komutativni grupoid je
onaj grupoid qija je operacija komutativna. Na primer, sa domenom
N imamo komutativne grupoide (N,+), (N, ·), ali i beskonaqno mnogo
drugih, kao xto su: (N,nzd), (N,nzs), (N,max), (N,min) (Oznake nzd i
nzs su uobiqajene skra�enice za najve�i zajedniqki delilac i najmaǌi
zajedniqki sadr�alac).

Kardinalnost grupoida je kardinalnost ǌegovog domena. U tom
smislu postoje konaqni i beskonaqni grupoidi.

Definicija 2.7. Grupoid sa asocijativnom operacijom je asocijativni
grupoid, polugrupa ili semigrupa.

Na primer, grupoid (N,+) je polugrupa. Grupoid (P(A),∪), gde je
P(A) partitivni skup skupa A, je tako�e polugrupa. U polugrupi se
definixe n-ti stepen elementa a:

a1 = a, an = a ∗ an−1, n = 2, 3, . . . .

Zbog asocijativnosti operacije ∗ element an je jednoznaqno odre�en.
U grupoidu mogu postojati i neki posebni elementi.

Definicija 2.8. Za e ∈ S se ka�e da je neutralni ili jediniqni ele-
ment (jedinica) grupoida (S, ∗) ako za svako a ∈ S va�i

a ∗ e = e ∗ a = a.

Dakle, jediniqni element je komutativan sa svakim elementom gru-
poida.

Teorema 2.1. Ako u grupoidu postoji jediniqni element, on je jedin-
stven.

Dokaz. Ako pretpostavimo da postoje bar dva jediniqna elementa, e1
i e2, tada je e1 ∗ e2 = e2 i e2 ∗ e1 = e1. Kako je e1 ∗ e2 = e2 ∗ e1 (jediniqni
element je komutativan sa svakim drugim elementom), to je e1 = e2. �

Definicija 2.9. Ako u grupoidu (S, ∗) postoji neutralni element e i
ako za element a ∈ S postoji element a−1 ∈ S, takav da je

a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e,

tada za a−1 ka�emo da je suprotni ili inverzni element elementa a.
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Teorema 2.2. Ako u polugrupi (S, ∗) za a ∈ S postoji inverzni element,
on je jedinstven.

Dokaz. Ako pretpostavimo da za a postoje dva inverzna elementa, a−11

i a−12 , tada je

a−11 = a−11 ∗ e = a−11 ∗ (a ∗ a
−1
2 ) = (a−11 ∗ a) ∗ a

−1
2 = e ∗ a−12 = a−12 . �

Definicija 2.10. Polugrupa (S, ∗) je grupa ako u ǌoj postoji jediniqni
element i ako svaki element iz S ima svoj inverzni element.

Ako skup S ima n elemenata, ka�emo da je (S, ∗) grupa reda n. Grupa
(S, ∗) je komutativna ili Abelova ako je operacija ∗ komutativna.

2.4 Primeri grupa

Postoji veliki broj raznih primera grupa. Najpoznatije su one koje
se odnose na skupove brojeva.

Grupe brojeva

Algebarska struktura (Z,+) je grupa. Zaista, zbir bilo koja dva cela
broja je ceo broj. Asocijativnost sabiraǌa va�i u R, pa i u ǌegovom
podskupu Z. Neutralni element je e = 0, dok je −a suprotan (inverzan)
element elementa a ∈ Z. Ova grupa je Abelova.

Uobiqajeno je da se za grupe sa operacijom sabiraǌa ka�e da su
aditivne. Primeri aditivnih grupa su i: (Q,+), (R,+), (C,+).

Za grupe sa operacijom mno�eǌa ka�emo da su multiplikativne.
Primeri takvih grupa su: (Q+, ·), (R+, ·), (Q\{0}, ·), (R\{0}, ·), (C\{0}, ·).

Grupe permutacija

Permutacija skupa {1, 2, . . . , n} je bijektivno preslikavaǌe tog skupa
u samog sebe. Na primer, permutacija (3, 2, 5, 1, 4) skupa {1, 2, 3, 4, 5} je
preslikavaǌe p koje simboliqki mo�e da se zapixe u obliku

p =

(

1 2 3 4 5

3 2 5 1 4

)

.

Skup Sn svih permutacija skupa {1, 2, . . . , n} qini grupu u odnosu na
kompoziciju preslikavaǌa (permutacija). Neutralni element te grupe
je permutacija u kojoj se svaki element preslikava u samog sebe. Dakle,
ako je ◦ kompozicija permutacija, tada je (Sn, ◦) grupa sa neutralnim



20 Algebarske strukture

elementom
(

1 2 · · · n
1 2 · · · n

)

. Datoj permutaciji p je inverzna permutacija

koja je odre�ena inverznim preslikavaǌem p−1. Na primer, permuta-

ciji
(

1 2 3 4 5

3 2 5 1 4

)

grupe (S5, ◦) inverzna permutacija je
(

1 2 3 4 5

4 2 1 5 3

)

.

Za formiraǌe Kejlijevih tablica pogodno je koristiti zapis per-
mutacije u takozvanoj cikliqnoj notaciji. Na primer, permutacija
(

1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)

se zapisuje kao (13)(45), xto znaqi da se 1 preslikava u 3 i

3 u 1, 4 u 5 i 5 u 4, dok se 2 preslikava u 2. U ovoj notaciji je

S3 = {e, (12), (13), (23), (123), (132)},

gde je e neutralni element grupe (S3, ◦) i gde (123) oznaqava permutaciju
u kojoj se 1 preslikava u 2, 2 u 3 i 3 u 1. Iz Kejlijeve tablice grupe
(S3, ◦)

◦ e (12) (13) (23) (123) (132)

e e (12) (13) (23) (123) (132)
(12) (12) e (132) (123) (23) (13)
(13) (13) (123) e (132) (12) (23)
(23) (23) (132) (123) e (13) (12)
(123) (123) (13) (23) (12) (132) e
(132) (132) (23) (12) (13) e (123)

vidimo da grupa nije Abelova. Red ove grupe je 6, a u opxtem sluqaju
red grupe (Sn, ◦) je n!.

Grupe simetrija

Preslikavaǌe geometrijske figure koje quva rastojaǌe izme�u taqa-
ka naziva se izometrijska transformacija ili izometrija. Izometrija
figure u samu sebe naziva se simetrija.

A = A′ B = B′

C = C ′

e
A = C′ B = A′

C = B′

r
A = B′ B = A′

C = C ′

s

Slika 2.1. Preslikavaǌa e, r i s

Za dato n ≥ 3, grupu Dn (grupu simetrija) qine sve simetrije
pravilnog n-tougla. Grupa Dn ima 2n elemenata: e, r, r2, . . ., rn−1,
s, sr, . . ., srn−1, gde je e identiqka transformacija, r je rotacija oko
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centra mnogougla za 2π/n, dok je s osna simetrija. Osa simetrije je
bilo koja prava odre�ena centrom i nekim temenom mnogougla ako je
n paran broj, odnosno centrom i sredixtem bilo koje stranice mno-
gougla ako je n neparan broj. Za n = 3 grupa simetrija jednakostraniq-
nog trougla ABC ima 6 elemenata definisanih pomo�u preslikavaǌa
e, r i s (Slika 2.1).

Grupa D3 nije Abelova jer je, na primer rs 6= sr (Slika 2.2).

C′′ B′′

A′′

rs
B′ A′

C′

A B

C

C′ A′

B′

A′′ C′′

B′′

sr

r s r s

Slika 2.2. Preslikavaǌa rs i sr

2.5 Algebarske strukture sa dve binarne opera-
cije

Neka je S skup u kojem su definisane dve binarne operacije: ∗ i ◦.

Definicija 2.11. Binarna operacija ◦ je distributivna u odnosu na
binarnu operaciju ∗ ako je

a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c),

(a ∗ b) ◦ c = (a ◦ c) ∗ (b ◦ c)
za svako a, b, c ∈ S.

Na primer, operacija mno�eǌa u R je distributivna u odnosu na
operaciju sabiraǌa, dok operacija sabiraǌa nije distributivna u
odnosu na operaciju mno�eǌa?

Definicija 2.12. Struktura (S, ∗, ◦) je prsten ako je:

1. (S, ∗) Abelova grupa,

2. (S, ◦) je polugrupa,

3. Operacija ◦ distributivna u odnosu na operaciju ∗.

Na primer, (Z,+, ·) je prsten. Qesto se operacije ∗ i ◦ u prstenu
nazivaju ’sabiraǌe’ i ’mno�eǌe’, pa qak i oznaqavaju sa + i ·. Isto
tako, ako za te operacije postoje neutralni elementi, oni se nazivaju
’nultim’ (za operaciju ∗) i ’jediniqnim’ (za operaciju ◦). Ukoliko su
strukture (S, ∗) i (S, ◦) grupe, onda se one qesto nazivaju ’aditivna’ i
’multiplikativna’ grupa strukture (S, ∗, ◦), odnosno (S,+, ·).

Neka je 0 neutralni element u odnosu na operaciju + i neka je −a
element koji je inverzan elementu a ∈ S u odnosu na istu operaciju.
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Teorema 2.3. U prstenu (S,+, ·) va�e slede�a tvr�eǌa.

1. Za svako x ∈ S je x · 0 = 0 · x = 0.

2. Za svako x ∈ S i svako y ∈ S je

−(x · y) = (−x) · y = x · (−y).

Dokaz. 1. Na osnovu svojstva neutralnog elementa 0 i distributiv-
nosti imamo

x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0.

Ako levoj i desnoj strani dodamo element koji je suprotan elementu
x · 0, dobijamo prvu jednakost. Na sliqan naqin se dokazuje da je i
0 · x = 0.

2. Na osnovu 1. i distributivnosti imamo da je

0 = 0 · y = (x+ (−x)) · y = x · y + (−x) · y.

Prema tome, element (−x)·y je suprotan elementu x·y. Kako je i element
−(x·y) suprotan elementu x·y, to znaqi da va�i prva jednakost. Sliqno
se dokazuje da je i −(x · y) = x · (−y). �

Prsten (S,+, ·) u kome je operacija · komutativna naziva se komu-
tativni prsten. Ako u odnosu na operaciju · postoji neutralni (je-
diniqni) element, onda je to prsten sa jedinicom. Na primer, struk-
tura (Z,+, ·) je komutativan prsten sa jedinicom.

Primer 2.3. Neka je P skup svih polinoma (po x) sa realnim koeficijen-
tima i neka je + operacija sabiraǌa, a · operacija mno�eǌa polinoma.
Struktura (P,+) je Abelova grupa u kojoj je neutralni (nulti) element
broj (polinom) 0. Osim toga, struktura (P, ·) je komutativna polugrupa
u kojoj je neutralni (jediniqni) element broj (polinom) 1. Kako je i
operacija · distributivna u odnosu na operaciju +, struktura (P,+, ·)
je komutativni prsten sa jedinicom.

Polaze�i od algebarske strukture prsten, mo�emo definisati jox
neke strukture sa dve binarne operacije. Neka je struktura (S, ∗, ◦)
prsten i neka je e neutralni element za operaciju ∗.

Definicija 2.13. Ako je (S \ {e}, ◦) grupa, za prsten (S, ∗, ◦) ka�emo da
je telo.

Definicija 2.14. Ako je (S \ {e}, ◦) Abelova grupa, za prsten (S, ∗, ◦)
ka�emo da je poǉe.
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Prema Definiciji 2.13, telo je prsten sa jedinicom u kome svi
elementi osim elementa e imaju inverzni element u odnosu na opera-
ciju ◦. Ako je u telu operacija ◦ komutativna, onda je ta struktura
poǉe. Strukture (Q,+, ·), (R,+, ·) i (C,+, ·) su primeri poǉa.

Kao i kod prstena, za operacije ∗ i ◦ qesto se koriste simboli
+ i ·. Umesto oznake e za neutralni element operacije + koristi
se oznaka 0, dok se oznaka 1 koristi za jediniqni element operacije
·. Ako je struktura (S,+, ·) poǉe i ako je S konaqan skup, tada se ta
struktura naziva konaqno poǉe ili poǉe Galoa (E. Galois je francuski
matematiqar - videti 2.7).

2.6 Pitaǌa i zadaci

Pojmovi. U ovoj glavi su definisani pojmovi: ure�en par, Dekartov
proizvod, binarna operacija, Kejlijeva tablica, komutativna operaci-
ja, asocijativna operacija, grupoid, komutativan grupoid, polugrupa,
neutralni element, inverzni element, grupa, Abelova grupa, distribu-
tivnost, prsten, telo, poǉe. Neophodno je znati definicije svih
ovih pojmova, kao i primere u kojima se oni pojavǉuju.

1. Neka skup S ima n elemenata. Koliko razliqitih 1) operacija;
2) komutativnih operacija; 3) asocijativnih operacija mo�e da se
definixe u skupu S?

Grupoid. U 2.3 videli smo da skup S sa jednom binarnom operacijom
qini grupoid. Proveriti da li je (S, ∗) grupoid znaqi utvrditi da
li x, y ∈ S za sve elemente x ∗ y ∈ S. Grupoid sa asocijativnom
operacijom je polugrupa.

2. Neka je A = Q \ {−1} i neka je operacija ∗ definisana sa

a ∗ b = a+ b+ ab

za a, b ∈ S. Dokazati da je (A, ∗) grupoid koji ima jediniqni element.

3. Neka je P(S) partitivni skup datog skupa S 6= ∅. Koji od grupoida
(P(S),∪), (P(S),∩) i (P(S), \) su komutativni?

4. Neka je A = {(a, b, c) | a2 + b2 + c2 6= 0} ⊂ R3 i neka je operacija ∗
definisana sa

(a, b, c) ∗ (x, y, z) = (ax+ bz + cy, az + by + cx, ay + bx+ cz).

Ispitati da li je (A, ∗) grupoid.
5. Neka je (A, ∗) komutativni grupoid u kome va�i

(x ∗ y) ∗ z = (z ∗ x) ∗ y.

Dokazati da je (A, ∗) polugrupa.
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6. U skupu R definisana je operacija ∗ sa

x ∗ y = xy − ax+ by

gde su a i b realni brojevi. Odrediti sve vrednosti a, b za koje je
(R, ∗) polugrupa.

Grupa. Prema Definiciji 2.10 u 2.3 polugrupa (S, ∗) je grupa ako
ima jediniqni element i ako svaki element iz S ima inverzni ele-
ment. Ako S ima n elemenata, ka�emo da je grupa reda n. Grupa je
komutativna ili Abelova ako je operacija ∗ komutativna.

7. Neka je S = {M,NL,ND,NLK} skup strojevih naredbi sa znaqeǌi-
ma: M - mirno, NL - nalevo (rotacija u levu stranu za 90◦), ND
- nadesno (rotacija u desnu stranu za 90◦) i NLK - na-levo-krug
(rotacija u levu stranu za 180◦) i neka je ◦ operacija izvrxavaǌa
dve uzastopne naredbe. Proveriti taqnost date Kejlijeve tablice

◦ M NL ND NLK

M M NL ND NLK
NL NL NLK M ND
ND ND M NLK NL
NLK NLK ND NL M

a zatim ispitati da li je (S, ◦) grupa.
8. Neka je 2Z = {2m | m ∈ Z}. Dokazati da je (2Z, ·) grupa.
9. Neka je G = {x ∈ R | x 6= 1} i x ∗ y = xy − x − y + 2. Dokazati da je
(G, ∗) grupa.
10. Milan, Milica, Zoran i Zorica kre�u autom na put i pri tome
se smeǌuju na poziciji vozaqa. Dokazati da skup svih permutacija
sedeǌa u kojima su Milan i Milica, odnosno Zoran i Zorica uvek
jedno pored drugog, obrazuje grupu. Da li je ta grupa Abelova?

11. Odrediti sve grupe simetrija 1) kvadrata; 2) pravilnog petougla;
3) pravilnog xestougla.

12. Neka je S = {f1, f2, f3, f4, f5, f6}, gde je

f1(x) = x, f2(x) =
1

x
, f3(x) = 1− x,

f4(x) =
1

1− x
, f5(x) =

x− 1

x
, f6(x) =

x

x− 1

i neka je ◦ operacija na S definisana sa (f ◦ g)(x) = f(g(x)) za f, g ∈ S.
Dokazati da je (S, ◦) grupa.
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13. Na skupu R2 definisana je operacija ∗ sa

(x, y) ∗ (u, v) = (x+ ue−y, y + v)

za (x, y) ∈ R2 i (u, v) ∈ R2. Ispitati da li je (R2, ∗) grupa.
14. Neka je A = (−π/2, π/2). Na skupu A definisana je operacija ∗ sa

a ∗ b = arctan(tan a+ tan b), a, b ∈ A.

Dokazati da je (A, ∗) grupa.
15. Ispitati da li je (A, ?) grupa ako je

A =
{

x+ y
√
2 ; x, y ∈ Q, x2 − 2y2 = 1

}

i a ? b = ab za a, b ∈ A.
16. Neka je (A, ∗) grupa. Dokazati da za svako x, y ∈ A va�i

(x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.

17. U grupi (A, ∗) za svako x ∈ A va�i x ∗ x = e, gde je e jediniqni
element te grupe. Dokazati da je (A, ∗) Abelova grupa.

18. Neka je (S, ∗) konaqna grupa. Dokazati da za svako x ∈ S postoji
prirodan broj n takav da je xn = e, gde je e jediniqni element te grupe.

Prsten. U 2.5 videli smo da je prsten algebarska struktura sa
dve binarne operacije (jedna je ’sabiraǌe’, a druga ’mno�eǌe’) za
koje va�e odre�eni uslovi. Iz tvr�eǌa Teoreme 2.3 zakǉuqujemo da
operacije u prstenu imaju neka svojstva koja su sliqna svojstvima
sabiraǌa i mno�eǌa brojeva.

19. Neka je m ∈ Z i mZ = {ma | a ∈ Z}. Dokazati da je (mZ,+, ·) prsten.
20. Neka je P(A) partitivni skup skupa A i neka su ∆ i ∩ redom opera-
cije simetriqne razlike i preseka skupova. Dokazati da je struktura
(P(A),∆,∩) komutativni prsten sa jedinicom (Bulov prsten).

21. U skupu Z definisane su operacije ∗ i • sa

a ∗ b = a+ b+ 1, a • b = ab+ a+ b.

Dokazati da je (Z, ∗, •) prsten.
22. U skupu Z definisane su operacije ∗ i • sa

a ∗ b = a+ b− 4, a • b = ab− 4a− 4b+ 20.

Dokazati da je (Z, ∗, •) prsten.
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23. U skupu Z2 definisane su operacije ∗ i ◦ sa

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) ◦ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Ispitati da li je (Z2, ∗, ◦) prsten.

Poǉe. Iz Definicije 2.14 sledi da je poǉe struktura (S, ∗, ◦) u
kojoj su (S, ∗) i (S \ {e}, ◦) Abelove grupe i u kojoj je operacija ◦
distributivna u odnosu na operaciju ∗.

24. Neka je A = {x+ y
√
2 | x, y ∈ Q}. Dokazati da je (A,+, ·) poǉe.

25. U skupu racionalnih brojeva su definisane operacije ∗ i ◦ sa

a ∗ b = a+ b+ 1, a ◦ b = a+ b+ ab.

Dokazati da je (Q, ∗, ◦) poǉe.
26. U skupu realnih brojeva definisane su operacije ∗ i ◦ sa

x ∗ y = x+ y − 1, x ◦ y = 2xy − 2x− 2y + 3.

Dokazati da je (R, ∗, ◦) poǉe.
27. Neka je A skup ure�enih parova realnih brojeva, a ∗ i ◦ operacije
na skupu A definisane sa

(a, b) ∗ (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) ◦ (c, d) = (ac− 2bd, ad+ bc).

Dokazati da je (A, ∗, ◦) poǉe.
28. Na skupu R definisane su operacije ∗ i ◦ sa

x ∗ y = ax+ by − 2, x ◦ y = xy − 2x− 2y + 6,

gde su a i b realni brojevi. Odrediti sve vrednosti a, b za koje je
(R, ∗, ◦) poǉe.

2.7 Dodatak

Homomorfizam i izomorfizam grupa

Neka je Zn = {m | 1 ≤ m ≤ n− 1, nzd(m,n) = 1}. Tada je (Zn, ·mod(n)), gde
je ·mod(n) mno�eǌe po modulu n, multiplikativna grupa. Iz Kejlijevih
tablica za grupe (Z8, ·mod(8)) i (Z12, ·mod(12))

·mod(8) 1 3 5 7
1 1 3 5 7
3 3 1 7 5
5 5 7 1 3
7 7 5 3 1

·mod(12) 1 5 7 11
1 1 5 7 11
5 5 1 11 7
7 7 11 1 5
11 11 7 5 1

vidimo da izme�u tih grupa nema suxtinske razlike.
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Definicija 2.15. Neka su (A, ∗) i (B, ◦) dve grupe. Ako postoji pres-
likavaǌe f : A→ B takvo da je

f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y)

za svako x, y ∈ A, ka�e se da je f homomorfizam grupe (A, ∗) na grupu
(B, ◦).

Primer 2.4. Funkcija f : Z→ {−1, 1} definisana sa

f(2a) = 1, f(2a+ 1) = −1, (a ∈ Z)

je homomorfizam grupe (Z,+) na grupu ({−1, 1}, ·).

Definicija 2.16. Neka je f homomorfizam grupe (A, ∗) na grupu (B, ◦).
Ako postoji bijekcija izme�u skupova A i B, tada se za f ka�e da je
izomorfizam grupe (A, ∗) na grupu (B, ◦).

Obzirom na bijekciju izme�u skupova A i B, u ovom sluqaju ka�e
se tako�e da su grupe (A, ∗) i (B, ◦) izomorfne. Za izomorfne grupe
mo�e postojati vixe razliqitih izomorfizama.

Primer 2.5. Preslikavaǌe f : R+ → R definisano sa f(x) = lnx je izomor-
fizam grupe (R+, ·) na grupu (R,+) jer je

f(xy) = ln(xy) = lnx+ ln y = f(x) + f(y)

za svako x, y ∈ R+.

Primer 2.6. Grupe (Z,+) i (2Z, ·) (videti zadatak 8) su izomorfne.

Va�i i slede�e tvr�eǌe [24].

Teorema 2.4. Sva konaqna poǉa sa istim brojem elemenata su me�usobno
izomorfna.

Izomorfizam grupe (A, ∗) na samu sebe naziva se automorfizam te
grupe. Na primer, funkcija f : x 7→ 2x je automorfizam grupe (R,+).

Istorijske napomene

1. Dugo godina su se pod pojmom grupe podrazumevale grupe permu-
tacija. Uvo�eǌe aksioma grupe znaqilo je i potragu za novim primer-
ima grupa. Me�utim, to nije dovelo do otkri�a suxtinski novih
grupa jer je svaka konaqna grupa izomorfna nekoj grupi permutacija.
To je poznato kao Kejlijeva teorema.



2. Galoa (Evariste Galois, 1811-1832) je fran-
cuski matematiqar koji je ro�en u malom mestu
kraj Pariza i koji je ve� sa 15 godina qi-
tao Le�androvu kǌigu Elementi geometrije
(Eléments de déométrie). Sa 17 godina Galoa je
poqeo ozbiǉno da se bavi algebarskim jednaqi-
nama i svoj prvi rad u kojem je doxao i do
teorije grupa predao je Koxiju. Me�utim, nije
imao sre�e jer je Koxi taj rad izgubio. Sa 19

godina pixe jox tri rada koji sticajem nesre�nih okolnosti ne sti�u
do recenzenata. Svoje genijalne ideje Galoa je ostavio u testamentu
napisanom no� uoqi dvoboja u kojem je izgubio �ivot u 21. godini.

3. Abel (Niels Henrik Abel, 1802-1829) je
norvexki matematiqar, poznat po tome xto je
dokazao da jednaqina petog stepena nije alge-
barski rexiva (ne mo�e da se rexi pomo�u
radikala ili korena). Me�utim, kao ni Ga-
loa, tako ni Abel nije imao sre�e sa svojim
rezultatima. Na primer, Gaus nije hteo ni da
pogleda rad koji mu je Abel poslao. Od po-
sledica tuberkuloze Abel je umro u 27. go-
dini, a ǌegovi rezultati su kasnije postali poznati. Danas se ǌe-
govo ime spomiǌe u mnogim teoremama iz teorije redova, integrala i
eliptiqkih funkcija.



Glava 3

Matrice i determinante

U mnogim problemima i teorijske i primeǌene matematike pojavǉuju
se veliqine koje mogu da se opixu pravougaonom xemom brojeva ili
elemenata nekog skupa. Teorija matrica omogu�ava jednostavan rad
i analizu takvih podataka, a determinante predstavǉaju jednu speci-
jalnu funkciju svih podataka iz kvadratne xeme.

3.1 Matrice - pojam i osnovne operacije

Matrice spadaju me�u kǉuqne pojmove u linearnoj algebri. U opxtem
sluqaju koriste se za zapis podataka koji zavise od vixe parametara.
Jedan od takvih primera je zapis sistema linearnih jednaqina. Svi
programski jezici podr�avaju rad sa matricama. Softverski paket
za simboliqka i numeriqka izraqunavaǌa MATLAB je koncepcijski
zasnovan na matricama kao baziqnim objektima.

Pojam matrice

Neka je K neko poǉe (na primer, R ili C) i neka aij ∈ K za i = 1, . . . ,m
i j = 1, . . . , n.

Definicija 3.1. Pravougaona xema (tablica) A od m · n elemenata aij
raspore�enih u obliku

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

je matrica tipa m× n nad poǉem K. Ako je K = R matrica je realna,
a ako je K = C, matrica je kompleksna. Za aij ka�emo da su elementi
matrice. Pixe se i aij = (A)ij.
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Matrice se oznaqavaju zagradama (obiqnim ili uglastim) ili ver-
tikalnim crtama,

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn











ili

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn











ili

A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Kra�e oznake za matrice su

A = (aij)m×n, A = [aij ]m×n, A = ||aij ||m×n.

Elementi ai1, ai2, . . . , ain qine i-tu vrstu (red), a elementi a1j, a2j, . . .,
anj qine j-tu kolonu (stubac) matrice A. Matrica tipa m× n ima m
vrsta i n kolona.

Primer 3.1. Cena transporta jedinice proizvoda iz bilo koje od tri
fabrike F1, F2 i F3 do bilo kog od qetiri skladixta S1, S2, S3 i S4 mo�e
pregledno da se predstavi matricom tipa 3× 4. Na primer,





S1 S2 S3 S4

F1 13 12 16 15
F2 22 26 12 19
F3 17 16 15 11



.

Specijalni sluqajevi matrica imaju posebna imena. Matrica qiji
su svi elementi jednaki nuli naziva se nula matrica i oznaqava sa
Om×n ili samo sa O ako je jasno koje su dimenzije te matrice. Matrica
tipa 1 × n naziva se matrica vrsta, a matrica tipa m × 1 naziva se
matrica kolona ili vektor. Ako je m = n, tj.

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann











,
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matrica A je kvadratna matrica reda n i kra�e se oznaqava sa A =
(aij)n. Elementi a11, a22, . . . , ann qine glavnu dijagonalu, a elementi
a1n, a2,n−1, . . . , an1 sporednu dijagonalu kvadratne matrice A. Elementi
glavne dijagonale nazivaju se dijagonalnim. ǋihov zbir zove se trag
matrice i oznaqava se sa trA. Dakle,

trA =
n
∑

i=1

aii.

Dijagonalnu matricu formiranu od elemenata dijagonale matrice
A oznaqavamo sa diagA. Kvadratna matrica qiji su svi elementi van
glavne dijagonale jednaki nuli, a bar jedan dijagonalni je razliqit od
nule, naziva se dijagonalna matrica. Dijagonalna matrica qiji su svi
dijagonalni elementi me�usobno jednaki zove se skalarna matrica. Od
posebnog interesa je skalarna matrica qiji su svi dijagonalni ele-
menti jednaki jedinici u poǉu K. Takva matrica se naziva jediniqna
matrica i oznaqava sa In ili En ili samo sa I, odnosno E ako je jasno
kog je reda. U opxtem sluqaju pixe se

E =











1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1











.

Ako je δij Kronekerov simbol, definisan sa

δij =

{

1, i = j,

0, i 6= j,
(3.1)

tada je En = In = [δij ]n.
Postoje i druge vrste kvadratnih matrica kao xto su gorǌa trou-

gaona kod koje su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli i
doǌa trougaona qiji su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki
nuli. Dakle, ako je

A =











a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann











i B =











a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann











,

tada je A gorǌa, a B doǌa trougaona matrica.
Za element aij matrice A ka�emo da je na mestu (i, j). Za matrice

istog tipa elementi su odgovaraju�i ako su na istom mestu.
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Definicija 3.2. Dve matrice su jednake ako su istog tipa i ako su im
odgovaraju�i elementi jednaki.

Definicija 3.3. Podmatrica ili submatrica matrice A je matrica
koja se dobija izostavǉaǌem nekih vrsta i/ili nekih kolona matrice A.

Matrica tipa m×n ima
(

m

p

)

·
(

n

q

)

podmatrica tipa p× q za p ≤ m
i q ≤ n.

Sabiraǌe i oduzimaǌe matrica

Operacije sabiraǌa i oduzimaǌa matrica definixu se za matrice
istog tipa.

Definicija 3.4. Neka je A = (aij)m×n i B = (bij)m×n. Zbir matrica A
i B je matrica C = (cij)m×n, gde je

cij = aij + bij

za i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n.

Primer 3.2. Koliqine prodatih artikala A1, A2 i A3 na prodajnim mes-
tima P1, P2, P3 i P4 u jednom danu date su matricom A, a u narednom
danu matricom B:

A =





P1 P2 P3 P4

A1 25 14 13 17
A2 20 12 15 11
A3 18 14 16 13



, B =





P1 P2 P3 P4

A1 21 17 14 16
A2 19 16 14 12
A3 23 18 10 15



.

Koliqina prodatih artikala u oba dana odgovara matrici

C = A+B =





46 31 27 33
39 28 29 23
41 32 26 28



 .

Iz definicije sabiraǌa matrica direktno sledi da u skupu S svih
matrica tipa m× n va�e slede�a svojstva:

1. A+B = B +A (komutativnost),

2. (A+B) + C = A+ (B + C) (asocijativnost),

3. A+O = O +A = A,

4. A+ (−A) = (−A) +A = O, gde je −A = (−aij).
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Teorema 3.1. Ako je S skup svih matrica istog tipa, tada je struktura
(S,+) Abelova grupa.

Dokaz. Zbir dve matrice je matrica istog tipa, sabiraǌe je asocija-
tivno i komutativno, nula matrica je neutralni element, a za matricu
A ∈ S inverzni element je suprotna matrica −A. Prema tome, ispu-
ǌeni su svi uslovi za Abelovu grupu. �

Egzistencija suprotnog elementa u odnosu na sabiraǌe omogu�ava
uvo�eǌe operacije oduzimaǌa matrica u skupu S.

Definicija 3.5. Neka je A = (aij)m×n i B = (bij)m×n. Razlika matrica
A i B, u oznaci A−B, je matrica C data sa

C = A+ (−B).

Mno�eǌe matrice skalarom

Elemente λ, µ, . . . poǉa K zovemo skalari.

Definicija 3.6. Proizvod matrice A = (aij)m×n i skalara λ je matrica
B = (bij)m×n, gde je bij = λaij za i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n.

Za proizvod skalara λ i matrice A koristimo oznaku λ ·A ili λA.
Oqigledno da je 0 ·A = O i (−1) ·A = −A.

Teorema 3.2. Ako su A i B matrice istog tipa, a λ i µ skalari, tada
va�i:

1. 1 ·A = A,

2. (λµ)A = λ(µA),

3. (λ+ µ)A = λA+ µA,

4. λ(A+B) = λA+ λB.

Dokaz. Sve navedene osobine neposredno proizilaze iz odgovaraju�ih
osobina operacija sabiraǌa i mno�eǌa u poǉu K. �

Mno�eǌe matrica

Proizvod matrica A i B definixe se samo ako su one saglasne, odnosno
ako je broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B.

Definicija 3.7. Za saglasne matrice A = (aij)l×m i B = (bij)m×n pro-
izvod A ·B je matrica C = (cij)l×n, gde je

cij =
m
∑

k=1

aikbkj

za i = 1, . . . , l i j = 1, . . . , n.
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Element cij je zbir proizvoda elemenata i-te vrste matrice A i
odgovaraju�ih elemenata j-te kolone matrice B. Zbog toga se ka�e da
je on dobijen mno�eǌem i-te vrste matrice A sa j-tom kolonom matrice
B. Na Slici 3.1 prikazana je xema raqunaǌa elementa cij.

. =i

j

cij

A B C

Slika 3.1. cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aimbmj

Primer 3.3.




2 −1 3 0
1 −2 4 1
0 3 5 −1



 ·









4 −3
1 2
0 3
−1 1









=





c11 c12
c21 c22
c31 c32



 ,

gde je

c11 = 2 · 4 + (−1) · 1 + 3 · 0 + 0 · (−1) = 7

c12 = 2 · (−3)+)− 1) · 2 + 3 · 3 + 0 · 1 = 1

c21 = 1 · 4 + (−2) · 1 + 4 · 0 + 1 · (−1) = 1

c22 = 1 · (−3)+)− 2) · 2 + 4 · 3 + 1 · 1 = 6

c31 = 0 · 4 + 3 · 1 + 5 · 0 + (−1) · (−1) = 4

c32 = 0 · (−3) + 3 · 2 + 5 · 3 + (−1) · 1 = 20.

Primer 3.4. U skladixtu S1 nalazi se 10 komada artikla A1, 7 komada
artikla A2 i 5 komada artikla A3, dok skladixta S2 i S3 sadr�e re-
dom 6, 8 i 10, onosno 4, 7 i 9 komada tih artikala. Ako je cena prvog
artikla 120 dinara, drugog 80, a tre�eg 180, kolika je ukupna vrednost
uskladixtenih artikala u odnosu na svako skladixte pojedinaqno?

Rexeǌe. Staǌe zaliha mo�emo prikazati matricom A, a cene ar-
tikala matricom B, gde je

A =





10 7 5
6 8 10
4 7 9



 , B =





120
80
180



 .

Ukupna vrednost uskladixtenih proizvoda po skladixtima S1, S2 i S3
odre�ena je elementima matrice

C = AB =





10 7 5
6 8 10
4 7 9



 ·





120
80
180



 =





2660
3160
2660



 .
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Matricu A tipa m × n je mogu�e pomno�iti matricom B sa leve
i sa desne strane samo ako je B matrica tipa n ×m. U tom sluqaju
definisani su proizvodi AB i BA. Ovi proizvodi su uvek definisani
za kvadratne matrice istog tipa.

Primer 3.5. Ako je A =

[

3 2
1 4

]

i B =

[

1 1
0 1

]

, tada je

AB =

[

3 2
1 4

]

·
[

1 1
0 1

]

=

[

3 5
1 5

]

,

BA =

[

1 1
0 1

]

·
[

3 2
1 4

]

=

[

4 6
1 4

]

.

Prethodni primer ukazuje da operacija mno�eǌa matrica nije ko-
mutativna. Ukoliko za neke matrice A i B va�i AB = BA, tada
ka�emo da one komutiraju, odnosno da su komutativne.

Svojstva operacije mno�eǌa matrica data su u narednoj teoremi.

Teorema 3.3. Ako je A matrica tipa m× n, tada uz pretpostavku sa-
glasnosti matrica va�i:

1. (A ·B) · C = A · (B · C) (asocijativnost),

2. A · (B + C) = A ·B +A · C (distributivnost),

3. A · En = Em ·A = A.

Dokaz. Dokaz osobine 1. dat je u Dodatku, osobina 2. jednostavno
sledi iz distributivnosti mno�eǌa u odnosu na sabiraǌe realnih
brojeva, dok osobina 3. sledi direktno iz definicije mno�eǌa ma-
trica. �

Iz ove teoreme i svojstava sabiraǌa matrica sledi tvr�eǌe.

Teorema 3.4. Skup svih kvadratnih matrica istog reda sa operacijama
sabiraǌa i mno�eǌa matrica je prsten sa jedinicom.

Stepen matrice

U skupu kvadratnih matrica definixe se i stepen matrice.

Definicija 3.8. Ako je A kvadratna matrica, tada je

A0 = E, A1 = A, An = An−1 ·A

za n = 2, 3, . . ..
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Teorema 3.5. Ako je A kvadratna matrica, a m i n prirodni brojevi,
tada je

1. Am ·An = Am+n,

2. (Am)n = Amn.

Dokaz. Dokaz svojstva 1. se izvodi metodom matematiqke indukcije
po, na primer, n. Iz definicije stepena sledi da je

Am ·A1 = Am ·A = Am+1,

pa tvr�eǌe va�i za n = 1. Iz pretpostavke da tvr�eǌe va�i za n,
odnosno da je

Am ·An = Am+n

sledi da je

Am ·An+1 = Am · (An ·A)
= (Am ·An) ·A
= Am+n ·A
= Am+n+1,

pa tvr�eǌe va�i i za n+ 1. Sliqno se dokazuje i svojstvo 2. �

Primer 3.6. Za matricu A =

[

2 −4
1 −2

]

je A2 = O, iako je A 6= O. Naravno,

analogan primer ne postoji u skupu R.

Primer 3.7. Dokazati da je
[

1 a
0 1

]n

=

[

1 na
0 1

]

, gde je a realan broj, a n

prirodan broj.

Rexeǌe. Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno taqno. Iz pretpostavke da
je tvr�eǌe taqno za neko n ∈ N sledi

[

1 a
0 1

]n+1

=

[

1 a
0 1

]n

·
[

1 a
0 1

]

=

[

1 na
0 1

]

·
[

1 a
0 1

]

=

[

1 (n+ 1)a
0 1

]

,

xto znaqi da je taqno i za n + 1. Na osnovu principa matematiqke
indukcije tvr�eǌe je taqno za svako n ∈ N.
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Transponovaǌe matrice

Operacija transponovaǌa je primer unarne operacije u skupu ma-
trica.

Definicija 3.9. Matricu AT dobijenu iz matrice A zamenom vrsta
odgovaraju�im kolonama nazivamo transponovanom matricom date ma-
trice A.

Za A = (aij)m×n imamo da je AT = (aji)n×m.

Teorema 3.6. Operacija transponovaǌa matrica ima slede�a svojstva:

1. (AT )T = A;

2. (λA)T = λAT ;

3. (A+B)T = AT +BT ;

4. (AB)T = BTAT .

Dokaz. Sva tvr�eǌa teoreme slede iz definicije transponovane ma-
trice i svojstava odgovaraju�ih operacija. �

U raznim primenama matriqnog raquna susre�u se kvadratne ma-
trice koje imaju posebna svojstva u odnosu na stepenovaǌe i transpo-
novaǌe.

Definicija 3.10. Kvadratna matrica A je simetriqna ako je AT = A,
kososimetriqna ako je AT = −A, ortogonalna ako je ATA = E, nilpo-
tentna ako je Am = O za neko m ∈ N, idempotentna ako je A2 = A, a
involutivna ako je A2 = E.

Primer 3.8. Matrica A =

[

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]

je ortogonalna jer je ATA = E.

Neka su x0 i y0 koordinate taqkeM u pravouglom koordinatnom sistemu
xOy, a x′0 i y′0 koordinate te iste taqke u koordinatnom sistemu x′Oy′

koji je dobijen rotacijom koordinatnog sistema xOy za ugao ϕ (Slika

3.2). Mo�e se dokazati da je
[

x′0
y′0

]

= A ·
[

x0
y0

]

.

.

x

x′

y
y′

O

M

ϕ
ϕ

x0

y0

x′
0

y′
0

.
. .

.

.

Slika 3.2. Rotacija koordinatnog sistema


