
Glava 4

Vektorski prostori

Pojam vektorskog ili linearnog prostora je jedan od va�nih pojmova u
matematici. On omogu�ava da se razni skupovi, nezavisno od prirode
ǌihovih elemenata, mogu prouqavati sa zajedniqkog stanovixta u od-
nosu na uvedene linearne operacije.

4.1 Definicija vektorskog prostora

Neka je V neprazan skup, neka je K poǉe i neka su + : V 2 → V i
· : K × V → V binarne operacije.

Definicija 4.1. Algebarska struktura (V,K,+, ·) je vektorski ili li-
nearni prostor ako je:

1. (V,+) Abelova grupa,

2. α · (x+ y) = α · x+ α · y,

3. (α+ β) · x = α · x+ β · x,

4. (αβ) · x = α · (β · x),

5. 1 · x = x

za sve x, y ∈ V i sve α, β ∈ K. Elementi skupa V su vektori, a elementi
skupa K skalari. Ako je K = R, vektorski prostor je realan, a ako je
K = C, vektorski prostor je kompleksan.

Operaciju + qesto nazivamo sabiraǌe vektora, a operaciju · mno-
�eǌe vektora skalarom. Neutralni element u operaciji sabiraǌa (u
oznaci 0) je nulti vektor, dok je −x suprotan element vektora x. Qesto
se vektorski prostor oznaqava samo sa V , a operacija α · x sa αx.

Primer 4.1. Lako se proverava da elementi skupa V i poǉa K sa opera-
cijama + i · ispuǌavaju uslove 1.-5. iz Definicije 4.1 ako je:
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1. V = C, K = R, a + i · su standardne operacije u C;

2. V = Rn, K = R, a + i · su definisani sa

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . .yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

α(x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn).

Za vektorski prostor Rn koristi se i naziv linearni aritmetiqki
prostor;

3. V = P≤n (skup svih polinoma stepena ne ve�eg od n), K = R, a + i
· su sabiraǌe polinoma i mno�eǌe polinoma realnim brojem;

4. V = Mm×n (skup svih realnih matrica tipa m × n), K = R, a +
i · su operacije sabiraǌa matrica i mno�eǌa matrice realnim
brojem;

5. V = RR (skup svih funkcija f : R→ R), K = R, a + i · su date sa

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (αf)(x) = αf(x).

Dakle, u svim navedenim sluqajevima struktura (V,K,+, ·) je vektorski
prostor.

Pomo�u datih vektora iz V mo�e da se generixe novi vektor.

Definicija 4.2. Linearna kombinacija vektora x1, . . . , xn iz V je vek-
tor

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn,

gde su α1, . . . , αn skalari iz K.

Na primer, u prostoru R3 linearna kombinacija 2x + 3y vektora
x = (3,−1, 2) i y = (−1, 0, 1) je vektor z = (3,−2, 7).

Definicija 4.3. Skup svih linearnih kombinacija vektora x1, . . . , xn
datog skupa X = {x1, . . . , xn} je linearni omotaq ili lineal nad X i
oznaqava se sa L(X).

Dakle,
L(X) = {α1x1 + · · ·+ αnxn | α1, . . . , αn ∈ K}.

Za skup X ka�emo da je generatorski skup za L(X) ili da generixe
L(X).



62 Vektorski prostori

4.2 Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Definicija 4.4. Vektori x1, . . . , xn vektorskog prostora V su linearno
zavisni ako postoje skalari α1, . . . , αn iz K, od kojih je bar jedan razliqit
od nule i za koje va�i

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0. (4.1)

U protivnom, vektori x1, . . . , xn su linearno nezavisni.

Drugim reqima, vektori x1, . . . , xn su linearno nezavisni ako je
jednakost (4.1) mogu�a samo za α1 = α2 = · · · = αn = 0. Za skup vektora
se ka�e da je linearno zavisan ili nezavisan prema tome da li su
vektori tog skupa linearno zavisni ili nezavisni. Oqigledno je da
je skup vektora koji sadr�i nula vektor linearno zavisan. Tako�e,
ako su x1, . . . , xn linearno zavisni vektori datog vektorskog prostora,
onda su i x1, . . . , xn, x linearno zavisni za proizvoǉan vektor x tog
prostora.

Primer 4.2. Vektori x = (2,−1, 3, 4), y = (1, 0, 1,−1), z = (1,−1, 2, 5)
vektorskog prostora R4 su linearno zavisni jer je 1 · x− 1 · y − 1 · z = 0.

Primer 4.3. Polinomi p1(x) = 1, p2(x) = x i p3(x) = x2, kao elementi
vektorskog prostora P≤2, su linearno nezavisni. Naime, iz jednakosti
α1 · 1 + α2 · x+ α3 · x2 = 0 sledi α1 = α2 = α3 = 0.

Primer 4.4. Funkcije f1 : x 7→ cosx, f2 : x 7→ cos 2x f3 : x 7→ cos 3x, kao ele-
menti vektorskog prostora [−1, 1]R, su linearno nezavisni vektori tog
prostora. To mo�emo pokazati tako xto doka�emo da iz jednakosti
α1f1(x)+α2f2(x)+α3f3(x) = 0 (koja va�i za svako x ∈ R) sledi α1 = α2 =
α3 = 0. Diferenciraǌem izraza α1f1 +α2f2 +α3f3 dva puta, a zatim jox
dva puta, dobijamo jednakosti

α1 cosx+4α2 cos 2x+9α3 cos 3x = 0, α1 cosx+16α2 cos 2x+81α3 cos 3x = 0.

Specijalno, za x = 0 imamo jednakosti

α1 + β1 + γ1 = 0, α1 + 4β1 + 9α3 = 0, α1 + 16α2 + 81α3 = 0

iz kojih sledi α1 = α2 = α3 = 0.

Teorema 4.1. Vektori x1, . . . , xn su linearno zavisni ako i samo ako je
jedan od ǌih linearna kombinacija ostalih vektora.
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Dokaz. Ako su vektori linearno zavisni, tada u ǌihovoj linearnoj
kombinaciji je bar jedan skalar razliqit od nule. Vektor uz taj
skalar je linearna kombinacija ostalih.

Obratno, ako je jedan od ǌih linearna kombinacija ostalih, onda
je linearna kombinacija svih vektora jednaka nuli, a jedan skalar je
jednak 1 (razliqit od nule). �

Na primer, polinom q(x) = 2x+ 3 i polinomi p1 i p2 (Primer 4.3)
vektorskog prostora P≤2 su linearno zavisni jer je q = 2 · p2 + 3 · p1.

Definicija 4.5. Beskonaqno mnogo vektora su linearno nezavisni ako
je svaki ǌihov konaqan podskup linearno nezavisan. U protivnom, vek-
tori su linearno zavisni.

Teorema 4.2. Ako je svaki od vektora y1, y2, . . . , ym linearna kombina-
cija vektora x1, x2, . . . , xn i ako je m > n, tada su vektori y1, y2, . . . , ym
linearno zavisni.

Dokaz. Teorema se mo�e dokazati indukcijom po n. Za n = 1 tvr�eǌe
je oqigledno taqno. Ako pretpostavimo da je tvr�eǌe teoreme taqno
za nekih n − 1 vektora, onda treba dokazati da ono va�i i za svih n
vektora. Neka je

y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

ym = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn.

Mogu�a su dva sluqaja.

1. Svi koeficijenti a11, a21, . . . , am1 su jednaki nuli. Tada su vek-
tori y1, y2, . . . , ym linearne kombinacije n − 1 vektora x2, . . . , xn.
Prema indukcijskoj hipotezi oni su linearno zavisni.

2. Bar jedan od koeficijenata a11, a21, . . . , am1 je razliqit od nule.
Ne smaǌuju�i opxtost, mo�emo pretpostaviti da je a11 6= 0. Tada
je svaki od m− 1 vektora

y′2 = y2 −
a21
a11

y1, . . . , y
′
m = ym −

am1

a11
y1

linearna kombinacija n − 1 vektora x2, . . . , xn (proverite!). Ob-
zirom da je m−1 > n−1, prema indukcijskoj pretpostavci oni su
linearno zavisni. Dakle, postoje skalari λ2, . . . , λm, koji nisu
svi jednaki nuli i za koje je

λ2y
′
2 + · · ·+ λmy

′
m = 0,



64 Vektorski prostori

odnosno
λ1y1 + λ2y2 + · · ·+ λmym = 0,

gde je

λ1 = −
(

a21
a11

λ2 + · · ·+
am1

a11
λm

)

.

Poxto je bar jedan od skalara λ2, . . . , λm razliqit od nule, vek-
tori y1, y2, . . . , ym su linearno zavisni. �

4.3 Baza i dimenzija vektorskog prostora

U vektorskom prostoru su posebno va�ni skupovi vektora qije line-
arne kombinacije generixu ceo prostor.

Definicija 4.6. Baza B vektorskog prostora V je ure�en skup linearno
nezavisnih vektora iz V za koje je L(B) = V .

Iz ove definicije proizilazi da se svaki vektor iz V mo�e izra-
ziti kao linearna kombinacija vektora baze.

Primer 4.5.

Jedna baza prostora Rn je B = {e1, e2, . . . , en}, gde je

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1).

Zaista, vektori skupa B su linearno nezavisni i svaki vektor a =
(a1, a2, . . . , an) iz Rn je linearna kombinacija vektora iz B jer je

a = (a1, 0, . . . , 0) + (0, a2, 0, . . . , 0) + · · ·+ (0, 0, . . . , an)

= a1(1, 0, . . . , 0) + a2(0, 1, 0, . . . , 0) + · · ·+ an(0, 0, . . . , 1)

= a1e1 + · · ·+ anen.

Primer 4.6. Polinomi p1(x) = 1, p2(x) = x i p3(x) = x2 qine bazu vek-
torskog prostora P≤2 jer su linearno nezavisni i pri tome je

p = a · p1 + b · p2 + c · p3

za proizvoǉan polinom p(x) = a+ bx+ cx2 iz P≤2.

Ako u vektorskom prostoru V postoji baza koja sadr�i konaqan
broj vektora, prostor je konaqnodimenzionalan. U protivnom, prostor
je beskonaqnodimenzionalan. Ako baza vektorskog prostora sadr�i n
elemenata, ka�emo da je prostor n-dimenzionalan.

Teorema 4.3. U n-dimenzionalnom vektorskom prostoru ne postoji vi-
xe od n linearno nezavisnih vektora.
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Dokaz. Neka su x1, . . . , xn, xn+1 proizvoǉni vektori n-dimenzionalnog
vektorskog prostora V . Poxto je svaki od ǌih linearna kombinacija
n vektora baze, prema Teoremi 4.2 oni su linearno zavisni. �

Teorema 4.4. Svaki skup od n linearno nezavisnih vektora obrazuje bazu
n-dimenzionalnog vektorskog prostora V .

Dokaz. Neka su b1, . . . , bn linearno nezavisni vektori n-dimenzionalnog
vektorskog prostora V i neka je x proizvoǉan vektor iz V . Tada je,
prema Teoremi 4.2, skup vektora x, b1, . . . , bn linearno zavisan jer je
svaki od ǌih linearna kombinacija vektora baze. Prema tome, va�i

λx+ λ1b1 + · · ·+ λnbn = 0

za neke skalare λ, λ1, . . . , λn od kojih je bar jedan razliqit od nule.
Me�utim, mora biti λ 6= 0 jer bi u protivnom svi skalari λ1, . . . , λn
bili jednaki nuli (zbog linearne nezavisnosti vektora b1, . . . , bn). Tada
je

x = −λ1
λ
b1 − · · · −

λn
λ
bn. �

Iz prethodne dve teoreme sledi da baza konaqnodimenzionalnog
vektorskog prostora nije jedinstvena, ali je broj elemenata baze jedin-
stven. Na osnovu te qiǌenice definixe se jox jedna karakteristika
vektorskog prostora.

Definicija 4.7. Broj elemenata baze konaqnodimenzionalnog vektors-
kog prostora V 6= {0} je dimenzija tog prostora i oznaqava se sa dimV .
Za V = {0} je dimV = 0.

U Primeru 4.5 baza vektorskog prostora Rn ima n elemenata. Prema
tome, dimRn = n. U Primeru 4.6 baza vektorskog prostora P≤2 ima tri
elementa. To znaqi da je dimP≤2 = 3.

Neka je V vektorski prostor dimenzije n i neka je B = {e1, . . . , en}
jedna baza tog prostora.

Definicija 4.8. Ako je x = α1e1 + α2e2 + · · · + αnen za x ∈ V , skalari
α1, α2, . . . , αn su koordinate vektora x u bazi B.

Teorema 4.5. Koordinate svakog vektora konaqnodimenzionalnog vek-
torskog prostora u datoj bazi su jedinstvene.

Dokaz. Neka je V proizvoǉan n-dimenzionalni vektorski prostor sa
bazom B = {e1, . . . , en}. Pretpostavimo da je

x = α1e1 + · · ·+ αnen = β1e1 + · · ·+ βnen
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za neko x ∈ V . Tada je

(α1 − β1)e1 + · · ·+ (αn − βn)en = 0,

pa, zbog nezavisnosti vektora baze, sledi

α1 − β1 = α2 − β2 = · · · = αn − βn = 0,

odnosno α1 = β1, α2 = β2, . . . , αn = βn. �
Ako su α1, α2, . . . , αn koordinate vektora x ∈ V , a β1, β2, . . . , βn koor-

dinate vektora y ∈ V u istoj bazi, tada su λα1, λα2, . . . , λαn koordinate
vektora λx za λ ∈ R, a α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn koordinate vektora
x+ y u toj bazi.

Uvo�eǌem koordinata vektora u odnosu na izabranu bazu, svakom
vektoru x ∈ V pridru�uje se jedinstvena ure�ena n-torka prostora
Rn. Ovo pridru�ivaǌe je obostrano jednoznaqno (bijekcija), a ope-
racije nad vektorima iz V prenose se na odgovaraju�e operacije nad
elementima prostora Rn. Za prostore V i Rn ka�emo da su izomorfni.
Svaki n-dimenzionalni vektorski prostor je izomorfan vektorskom
prostoru Rn.

4.4 Pitaǌa i zadaci

Pojmovi. U ovoj glavi su definisani pojmovi: vektorski pros-
tor, vektor, skalar, realan vektorski prostor, kompleksan vek-
torski prostor, linearna kombinacija vektora, linearni omotaq (li-
neal), generatorski skup, linearno zavisni vektori, linearno nezavisni
vektori, baza vektorskog prostora, konaqnodimenzionalni vektorski
prostor, beskonaqnodimenzionalni vektorski prostor, dimenzija vek-
torskog prostora, koordinate vektora. Ove pojmove treba znati, kao
i neke primere u kojima se oni pojavǉuju.

1. Da li je skup realnih brojeva vektorski prostor ako je sabiraǌe
vektora definisano kao uobiqajeno sabiraǌe brojeva, a mno�eǌe ska-
lara λ ∈ R i vektora x ∈ R definisano sa λ · x = |λ|x?

2. Da li je skup polinoma datog stepena n vektorski prostor u odnosu
na uobiqajeno sabiraǌe polinoma i mno�eǌe polinoma realnim bro-
jem?

3. Da li je skup funkcija oblika a cos t + b sin t za t, a, b ∈ R vektorski
prostor u odnosu na uobiqajeno sabiraǌe funkcija i mno�eǌe fun-
kcije realnim brojem?
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Linearna zavisnost i nezavisnost. Za linearnu kombinaciju α1x1+
· · · + αnxn vektora x1, . . . , xn nekog vektorskog prostora ka�emo da je
netrivijalna ako je bar jedan od koeficijenata α1, . . . , αn razliqit
od nule. Prema Definciji 4.4 vektori x1, . . . , xn su linearno zavisni
ako postoji netrivijalna linearna kombinacija tih vektora koja je
jednaka nula-vektoru. U suprotnom, vektori x1, . . . , xn su linearno
nezavisni.

4. Neka je S = {x1, . . . , xk} skup vektora vektorskog prostora V . Doka-
zati slede�a tvr�eǌa.

1) Ako 0 ∈ S, vektori skupa S su linearno zavisni.

2) Ako skup S sadr�i linearno zavisan podskup, vektori skupa S su
linearno zavisni.

3) Ako su vektori skupa S linearno nezavisni, tada su vektori
svakog ǌegovog podskupa tako�e linearno nezavisni.

5. Ispitati linearnu zavisnost vektora a = (1, 3, 4), b = (3, 3, 2) i c =
(8, 1, 3) u prostoru R3.

6. Dokazati da su x1 = (1, 2, 0, 4), x2 = (−1, 0, 5, 1), x3 = (1, 6, 10, 14) line-
arno zavisni vektori prostora R4, a zatim navesti bar jednu netri-
vijalnu linearnu kombinaciju vektora x1, x2, x3 koja je jednaka nula-
vektoru.

7. Dokazati da su funkcije f1 : x 7→ sinx, f2 : x 7→ sin 2x f3 : x 7→ sin 3x,
kao elementi vektorskog prostora [−1, 1]R, linearno nezavisni vektori
tog prostora.

8. Dokazati da su funkcije f1 : x 7→ 1, f2 : x 7→ ex f3 : x 7→ e2x, kao
elementi vektorskog prostora (0,+∞)R, linearno nezavisni vektori
tog prostora.

Baza i dimenzija. Prema Definiciji 4.6 i Teoremi 4.3, bazu vek-
torskog prostora qini maksimalni skup linearno nezavisnih vektora
tog prostora. Svaki skup nezavisnih vektora u vektorskom prostoru
mo�e da se proxiri (dopuni) do baze tog prostora.

9. Vektori x1, . . . , xn su linearno nezavisni vektori vektorskog pros-
tora V . Pod kojim uslovom je dimV = n?

10. Ispitati da li vektori a1 = (1, 0, 0, 0), a2 = (1, 1, 0, 0), a3 = (1, 1, 1, 0)
i a4 = (1, 1, 1, 1) obrazuju bazu prostora R4.

11. Dokazati da vektori e1 = (1, 2,−1,−2), e2 = (2, 3, 0,−1), e3 = (1, 2, 1, 4)
i e4 = (1, 3,−1, 0) obrazuju bazu prostora R4, a zatim odrediti koor-
dinate vektora x = (7, 14,−1, 2) u bazi {e1, e2, e3, e4}.
12. Dokazati da je skup B = {1, t, t2, . . . , tn} jedna baza prostora P≤n(t).
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13. Dokazati da polinomi pk(x) = (x − a)k, za k = 0, 1, . . . , n i a ∈
R obrazuju bazu prostora P≤n. Odrediti koordinate proizvoǉnog
vektora p ∈ P≤n u bazi {p0, p1, . . . , pn}.

14. Odrediti koordinate polinoma x2 − x+ 2 ∈ P≤2 u bazi:

(1) {1, x− 1, (x− 1)2}, (2) {1, x+ 1, (x+ 1)2}.

15. Dokazati da polinomi p(x) = x2 + 1, q(x) = −x2 + 2x i r(x) = x2 − x
obrazuju bazu prostora P≤2, a zatim odrediti koordinate polinoma
s(x) = −2x2 + x− 1 u bazi {p, q, r}.

4.5 Dodatak

Euklidski prostori

U vektorskom prostoru se, pored uobiqajenih, mogu uvesti i druge
operacije. Uvo�eǌem skalarnog proizvoda mogu se prouqavati ge-
ometrijske osobine prostora kao xto su du�ina vektora, ugao izme�u
dva vektora, ortogonalnost vektora i druge.

Definicija i osobine Euklidskog prostora

Definicija 4.9. Vektorski prostor E je Euklidski prostor ako je u
ǌemu definisan skalarni proizvod kojim se svakom paru vektora x,y ∈ E
pridru�uje realan broj (x,y) sa slede�im svojstvima:

1. (x,x) ≥ 0, (x,x) = 0 ako i samo ako je x = 0;

2. (x,y) = (y,x);

3. (λx,y) = λ(x,y) za λ ∈ R;

4. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z).

Umesto (x,y) koriste se i oznake x · y, < x,y >, pa qak i samo xy.

Primer 4.7. U vektorskom prostoru Rn skalarni proizvod vektora x =
(x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) mo�e se definisati pomo�u

x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Primer 4.8. U proizvoǉnom n-dimenzionalnom prostoru V skalarni pro-
izvod mo�e da se uvede na razliqite naqine. Ako je {e1, e2, . . . , en} jedna
baza tog prostora i ako je

x = x1e1 + · · ·+ xnen, y = y1e1 + · · · ynen,
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onda je sa
(x,y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

definisan skalarni proizvod u V . Izborom razliqitih baza dobijamo
razliqite skalarne proizvode.

Primer 4.9. Vektorski prostor C[0, 1] svih funkcija neprekidnih na od-
seqku [0, 1] je Euklidski prostor ako se u ǌemu uvede skalarni proizvod

(x,y) =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx.

Neposredno iz definicije skalarnog proizvoda proizilaze slede-
�a svojstva:

1. (x, λy) = λ(x,y) za λ ∈ R;

2. (x,y + z) = (x,y) + (x, z);

3. (x, 0) = 0.

Mo�e se dokazati (na primer, [13]) da za skalarni proizvod va�i
i nejednakost

(x,y)2 ≤ (x,x) · (y,y),

poznata kao nejednakost Koxi-Buǌakovskog. U prostoru Rn ta nejed-
nakost je poznata Koxijeva nejednakost

(x1y1 + · · ·+ xnyn)
2 ≤ (x21 + · · ·+ x2n)(y

2
1 + · · ·+ y2n).

Definicija 4.10. Za vektor x Euklidskog prostora broj

||x|| =
√

(x,x)

nazivamo normom ili du�inom vektora x.

Za normu se koristi i oznaka |x|. Za nenulte vektore definixe se
i ugao izme�u ǌih.

Definicija 4.11. Ugao izme�u nenultih vektora x i y Euklidskog pros-
tora je ugao ϕ ∈ [0, π] defininisan jednakox�u

cosϕ =
(x,y)

||x|| ||y||
=

(x,y)
√

(x,x)
√

(x,x)
.

Saglasno nejednakosti Koxi-Buǌakovskog, desna strana prethodne
jednakosti nije po modulu ve�a od 1, pa zaista predstavǉa kosinus
nekog ugla.
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Primer 4.10. Ugao izme�u vektora x = (1, 0, 1, 0) i y = (1, 1, 0, 0) prostora
R4 je π/3 jer je

cosϕ =
1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 0√

12 + 02 + 12 + 02 ·
√
12 + 12 + 02 + 02

=
1

2
.

Definicija 4.12. Dva vektora Euklidskog prostora su ortogonalna ako
je ǌihov skalarni proizvod jednak nuli.

Primer 4.11. Funkcije f i g prostora C[0, 1] definisane sa f(x) = 2 i
g(x) = 2x− 1 su ortogonalne jer je

(f, g) =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx =

∫ 1

0
2(2x− 1)dx = 2(x2 − x)







1

0
= 0.

Jednaqina hiperravni

U Euklidskom prostoru Rn mo�e da se definixe pojam koji odgovara
pojmu ravan u trodimenzionalnom prostoru. Neka je ααα ∈ Rn nenulti
vektor i neka je β ∈ R.

Definicija 4.13. Skup svih taqaka x ∈ Rn za koje va�i

x ·ααα+ β = 0

je n− 1-dimenzionalna ravan ili hiperravan u prostoru Rn.

Za ααα = (α1, . . . , αn), jednaqina hiperravni je

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn + β = 0.

U prostoru R (prava) jednaqina hiperravni je

α1x1 + β = 0,

xto predstavǉa taqku sa koordinatom −β/α1. U prostoru R2 (ravan
sa koordinatnim osama x1 i x2) jednaqina hiperravni je

α1x1 + α2x2 + β = 0,

xto predstavǉa jednaqinu prave u ravni. U prostoru R3 (prostor sa
koordinatnim osama x1, x2 i x3) jednaqina hiperravni je

α1x1 + α2x2 + α3x3 + β = 0,

xto predstavǉa jednaqinu ravni (videti 7.1)
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Ako je aaa = (a1, . . . , an) fiksirana, a x proizvoǉna taqka hiperravni,
tada je (ααα,aaa + β = 0 i (ααα,x) + β = 0. Iz svojstva skalarnog proizvoda
sledi da je (ααα,x − aaa) = 0. To znaqi (prema Definiciji 4.12) da je
vektor ααα ortogonalan na vektor x− aaa, pa za vektor ααα mo�emo re�i da
je vektor normale hiperravni.

Pored pojma hiperravan uvode se i pojmovi k-dimenzionalna ravan,
prava, du�, normala na ravan, odstojaǌe taqke od hiperravni, presek
dve ravni, ugao izme�u dve prave, ugao izme�u prave i hiperravni.

Istorijske napomene

1. Smatra se da se pojam vektorskog prostora prvi put jasno po-
javio u radu koji je nemaqki matematiqar Grasman (Hermann Günther
Grassmann, 1809-1877) objavio 1862. godine.

2. Euklid (oko 330 - 275. godine pre
nove ere) je poznati grqki (antiqki) matemati-
qar. Pouzdanih podataka o ǌegovom �ivotu i
radu nema, ali se uzima da je �iveo u Alek-
sandriji (Egipat) i da je imao matematiqku
xkolu. Za Euklida se smatra da je autor qu-
venog dela Elementi (ukupno 13 kǌiga) u ko-
jima je geometrija zasnovana na aksiomatskim
osnovama. Euklidu se pripisuje reqenica ’Ne

postoji kraǉevski put u geometriju’ koju je uputio Ptolomeju na pi-
taǌe da li postoji lakxi naqin za uqeǌe geometrije (od prouqavaǌa
Elemenata). Algoritam za izraqunavaǌe najve�eg zajedniqkog de-
lioca nosi ǌegovo ime (Euklidov algoritam).


