
Glava 3

Matrice i determinante

U mnogim problemima i teorijske i primeǌene matematike pojavǉuju
se veliqine koje mogu da se opixu pravougaonom xemom brojeva ili
elemenata nekog skupa. Teorija matrica omogu�ava jednostavan rad
i analizu takvih podataka, a determinante predstavǉaju jednu speci-
jalnu funkciju svih podataka iz kvadratne xeme.

3.1 Matrice - pojam i osnovne operacije

Matrice spadaju me�u kǉuqne pojmove u linearnoj algebri. U opxtem
sluqaju koriste se za zapis podataka koji zavise od vixe parametara.
Jedan od takvih primera je zapis sistema linearnih jednaqina. Svi
programski jezici podr�avaju rad sa matricama. Softverski paket
za simboliqka i numeriqka izraqunavaǌa MATLAB je koncepcijski
zasnovan na matricama kao baziqnim objektima.

Pojam matrice

Neka je K neko poǉe (na primer, R ili C) i neka aij ∈ K za i = 1, . . . ,m
i j = 1, . . . , n.

Definicija 3.1. Pravougaona xema (tablica) A od m · n elemenata aij
raspore�enih u obliku

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

je matrica tipa m× n nad poǉem K. Ako je K = R matrica je realna,
a ako je K = C, matrica je kompleksna. Za aij ka�emo da su elementi
matrice. Pixe se i aij = (A)ij.
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Matrice se oznaqavaju zagradama (obiqnim ili uglastim) ili ver-
tikalnim crtama,

A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...
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. . .
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am1 am2 · · · amn
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

ili

A =










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. . .

...
am1 am2 · · · amn
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am1 am2 · · · amn
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∣

∣
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Kra�e oznake za matrice su

A = (aij)m×n, A = [aij ]m×n, A = ||aij ||m×n.

Elementi ai1, ai2, . . . , ain qine i-tu vrstu (red), a elementi a1j, a2j, . . .,
anj qine j-tu kolonu (stubac) matrice A. Matrica tipa m× n ima m
vrsta i n kolona.

Primer 3.1. Cena transporta jedinice proizvoda iz bilo koje od tri
fabrike F1, F2 i F3 do bilo kog od qetiri skladixta S1, S2, S3 i S4 mo�e
pregledno da se predstavi matricom tipa 3× 4. Na primer,





S1 S2 S3 S4

F1 13 12 16 15
F2 22 26 12 19
F3 17 16 15 11



.

Specijalni sluqajevi matrica imaju posebna imena. Matrica qiji
su svi elementi jednaki nuli naziva se nula matrica i oznaqava sa
Om×n ili samo sa O ako je jasno koje su dimenzije te matrice. Matrica
tipa 1 × n naziva se matrica vrsta, a matrica tipa m × 1 naziva se
matrica kolona ili vektor. Ako je m = n, tj.

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann











,
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matrica A je kvadratna matrica reda n i kra�e se oznaqava sa A =
(aij)n. Elementi a11, a22, . . . , ann qine glavnu dijagonalu, a elementi
a1n, a2,n−1, . . . , an1 sporednu dijagonalu kvadratne matrice A. Elementi
glavne dijagonale nazivaju se dijagonalnim. ǋihov zbir zove se trag
matrice i oznaqava se sa trA. Dakle,

trA =
n
∑

i=1

aii.

Dijagonalnu matricu formiranu od elemenata dijagonale matrice
A oznaqavamo sa diagA. Kvadratna matrica qiji su svi elementi van
glavne dijagonale jednaki nuli, a bar jedan dijagonalni je razliqit od
nule, naziva se dijagonalna matrica. Dijagonalna matrica qiji su svi
dijagonalni elementi me�usobno jednaki zove se skalarna matrica. Od
posebnog interesa je skalarna matrica qiji su svi dijagonalni ele-
menti jednaki jedinici u poǉu K. Takva matrica se naziva jediniqna
matrica i oznaqava sa In ili En ili samo sa I, odnosno E ako je jasno
kog je reda. U opxtem sluqaju pixe se

E =











1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1











.

Ako je δij Kronekerov simbol, definisan sa

δij =

{

1, i = j,

0, i 6= j,
(3.1)

tada je En = In = [δij ]n.
Postoje i druge vrste kvadratnih matrica kao xto su gorǌa trou-

gaona kod koje su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli i
doǌa trougaona qiji su svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki
nuli. Dakle, ako je

A =











a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann











i B =











a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann











,

tada je A gorǌa, a B doǌa trougaona matrica.
Za element aij matrice A ka�emo da je na mestu (i, j). Za matrice

istog tipa elementi su odgovaraju�i ako su na istom mestu.
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Definicija 3.2. Dve matrice su jednake ako su istog tipa i ako su im
odgovaraju�i elementi jednaki.

Definicija 3.3. Podmatrica ili submatrica matrice A je matrica
koja se dobija izostavǉaǌem nekih vrsta i/ili nekih kolona matrice A.

Matrica tipa m×n ima
(

m

p

)

·
(

n

q

)

podmatrica tipa p× q za p ≤ m
i q ≤ n.

Sabiraǌe i oduzimaǌe matrica

Operacije sabiraǌa i oduzimaǌa matrica definixu se za matrice
istog tipa.

Definicija 3.4. Neka je A = (aij)m×n i B = (bij)m×n. Zbir matrica A
i B je matrica C = (cij)m×n, gde je

cij = aij + bij

za i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n.

Primer 3.2. Koliqine prodatih artikala A1, A2 i A3 na prodajnim mes-
tima P1, P2, P3 i P4 u jednom danu date su matricom A, a u narednom
danu matricom B:

A =





P1 P2 P3 P4

A1 25 14 13 17
A2 20 12 15 11
A3 18 14 16 13



, B =





P1 P2 P3 P4

A1 21 17 14 16
A2 19 16 14 12
A3 23 18 10 15



.

Koliqina prodatih artikala u oba dana odgovara matrici

C = A+B =





46 31 27 33
39 28 29 23
41 32 26 28



 .

Iz definicije sabiraǌa matrica direktno sledi da u skupu S svih
matrica tipa m× n va�e slede�a svojstva:

1. A+B = B +A (komutativnost),

2. (A+B) + C = A+ (B + C) (asocijativnost),

3. A+O = O +A = A,

4. A+ (−A) = (−A) +A = O, gde je −A = (−aij).
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Teorema 3.1. Ako je S skup svih matrica istog tipa, tada je struktura
(S,+) Abelova grupa.

Dokaz. Zbir dve matrice je matrica istog tipa, sabiraǌe je asocija-
tivno i komutativno, nula matrica je neutralni element, a za matricu
A ∈ S inverzni element je suprotna matrica −A. Prema tome, ispu-
ǌeni su svi uslovi za Abelovu grupu. �

Egzistencija suprotnog elementa u odnosu na sabiraǌe omogu�ava
uvo�eǌe operacije oduzimaǌa matrica u skupu S.

Definicija 3.5. Neka je A = (aij)m×n i B = (bij)m×n. Razlika matrica
A i B, u oznaci A−B, je matrica C data sa

C = A+ (−B).

Mno�eǌe matrice skalarom

Elemente λ, µ, . . . poǉa K zovemo skalari.

Definicija 3.6. Proizvod matrice A = (aij)m×n i skalara λ je matrica
B = (bij)m×n, gde je bij = λaij za i = 1, . . . ,m i j = 1, . . . , n.

Za proizvod skalara λ i matrice A koristimo oznaku λ ·A ili λA.
Oqigledno da je 0 ·A = O i (−1) ·A = −A.

Teorema 3.2. Ako su A i B matrice istog tipa, a λ i µ skalari, tada
va�i:

1. 1 ·A = A,

2. (λµ)A = λ(µA),

3. (λ+ µ)A = λA+ µA,

4. λ(A+B) = λA+ λB.

Dokaz. Sve navedene osobine neposredno proizilaze iz odgovaraju�ih
osobina operacija sabiraǌa i mno�eǌa u poǉu K. �

Mno�eǌe matrica

Proizvod matrica A i B definixe se samo ako su one saglasne, odnosno
ako je broj kolona matrice A jednak broju vrsta matrice B.

Definicija 3.7. Za saglasne matrice A = (aij)l×m i B = (bij)m×n pro-
izvod A ·B je matrica C = (cij)l×n, gde je

cij =
m
∑

k=1

aikbkj

za i = 1, . . . , l i j = 1, . . . , n.
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Element cij je zbir proizvoda elemenata i-te vrste matrice A i
odgovaraju�ih elemenata j-te kolone matrice B. Zbog toga se ka�e da
je on dobijen mno�eǌem i-te vrste matrice A sa j-tom kolonom matrice
B. Na Slici 3.1 prikazana je xema raqunaǌa elementa cij.

. =i

j

cij

A B C

Slika 3.1. cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aimbmj

Primer 3.3.




2 −1 3 0
1 −2 4 1
0 3 5 −1



 ·









4 −3
1 2
0 3
−1 1









=





c11 c12
c21 c22
c31 c32



 ,

gde je

c11 = 2 · 4 + (−1) · 1 + 3 · 0 + 0 · (−1) = 7

c12 = 2 · (−3)+)− 1) · 2 + 3 · 3 + 0 · 1 = 1

c21 = 1 · 4 + (−2) · 1 + 4 · 0 + 1 · (−1) = 1

c22 = 1 · (−3)+)− 2) · 2 + 4 · 3 + 1 · 1 = 6

c31 = 0 · 4 + 3 · 1 + 5 · 0 + (−1) · (−1) = 4

c32 = 0 · (−3) + 3 · 2 + 5 · 3 + (−1) · 1 = 20.

Primer 3.4. U skladixtu S1 nalazi se 10 komada artikla A1, 7 komada
artikla A2 i 5 komada artikla A3, dok skladixta S2 i S3 sadr�e re-
dom 6, 8 i 10, onosno 4, 7 i 9 komada tih artikala. Ako je cena prvog
artikla 120 dinara, drugog 80, a tre�eg 180, kolika je ukupna vrednost
uskladixtenih artikala u odnosu na svako skladixte pojedinaqno?

Rexeǌe. Staǌe zaliha mo�emo prikazati matricom A, a cene ar-
tikala matricom B, gde je

A =





10 7 5
6 8 10
4 7 9



 , B =





120
80
180



 .

Ukupna vrednost uskladixtenih proizvoda po skladixtima S1, S2 i S3
odre�ena je elementima matrice

C = AB =





10 7 5
6 8 10
4 7 9



 ·





120
80
180



 =





2660
3160
2660



 .
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Matricu A tipa m × n je mogu�e pomno�iti matricom B sa leve
i sa desne strane samo ako je B matrica tipa n ×m. U tom sluqaju
definisani su proizvodi AB i BA. Ovi proizvodi su uvek definisani
za kvadratne matrice istog tipa.

Primer 3.5. Ako je A =

[

3 2
1 4

]

i B =

[

1 1
0 1

]

, tada je

AB =

[

3 2
1 4

]

·
[

1 1
0 1

]

=

[

3 5
1 5

]

,

BA =

[

1 1
0 1

]

·
[

3 2
1 4

]

=

[

4 6
1 4

]

.

Prethodni primer ukazuje da operacija mno�eǌa matrica nije ko-
mutativna. Ukoliko za neke matrice A i B va�i AB = BA, tada
ka�emo da one komutiraju, odnosno da su komutativne.

Svojstva operacije mno�eǌa matrica data su u narednoj teoremi.

Teorema 3.3. Ako je A matrica tipa m× n, tada uz pretpostavku sa-
glasnosti matrica va�i:

1. (A ·B) · C = A · (B · C) (asocijativnost),

2. A · (B + C) = A ·B +A · C (distributivnost),

3. A · En = Em ·A = A.

Dokaz. Dokaz osobine 1. dat je u Dodatku, osobina 2. jednostavno
sledi iz distributivnosti mno�eǌa u odnosu na sabiraǌe realnih
brojeva, dok osobina 3. sledi direktno iz definicije mno�eǌa ma-
trica. �

Iz ove teoreme i svojstava sabiraǌa matrica sledi tvr�eǌe.

Teorema 3.4. Skup svih kvadratnih matrica istog reda sa operacijama
sabiraǌa i mno�eǌa matrica je prsten sa jedinicom.

Stepen matrice

U skupu kvadratnih matrica definixe se i stepen matrice.

Definicija 3.8. Ako je A kvadratna matrica, tada je

A0 = E, A1 = A, An = An−1 ·A

za n = 2, 3, . . ..
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Teorema 3.5. Ako je A kvadratna matrica, a m i n prirodni brojevi,
tada je

1. Am ·An = Am+n,

2. (Am)n = Amn.

Dokaz. Dokaz svojstva 1. se izvodi metodom matematiqke indukcije
po, na primer, n. Iz definicije stepena sledi da je

Am ·A1 = Am ·A = Am+1,

pa tvr�eǌe va�i za n = 1. Iz pretpostavke da tvr�eǌe va�i za n,
odnosno da je

Am ·An = Am+n

sledi da je

Am ·An+1 = Am · (An ·A)
= (Am ·An) ·A
= Am+n ·A
= Am+n+1,

pa tvr�eǌe va�i i za n+ 1. Sliqno se dokazuje i svojstvo 2. �

Primer 3.6. Za matricu A =

[

2 −4
1 −2

]

je A2 = O, iako je A 6= O. Naravno,

analogan primer ne postoji u skupu R.

Primer 3.7. Dokazati da je
[

1 a
0 1

]n

=

[

1 na
0 1

]

, gde je a realan broj, a n

prirodan broj.

Rexeǌe. Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno taqno. Iz pretpostavke da
je tvr�eǌe taqno za neko n ∈ N sledi

[

1 a
0 1

]n+1

=

[

1 a
0 1

]n

·
[

1 a
0 1

]

=

[

1 na
0 1

]

·
[

1 a
0 1

]

=

[

1 (n+ 1)a
0 1

]

,

xto znaqi da je taqno i za n + 1. Na osnovu principa matematiqke
indukcije tvr�eǌe je taqno za svako n ∈ N.
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Transponovaǌe matrice

Operacija transponovaǌa je primer unarne operacije u skupu ma-
trica.

Definicija 3.9. Matricu AT dobijenu iz matrice A zamenom vrsta
odgovaraju�im kolonama nazivamo transponovanom matricom date ma-
trice A.

Za A = (aij)m×n imamo da je AT = (aji)n×m.

Teorema 3.6. Operacija transponovaǌa matrica ima slede�a svojstva:

1. (AT )T = A;

2. (λA)T = λAT ;

3. (A+B)T = AT +BT ;

4. (AB)T = BTAT .

Dokaz. Sva tvr�eǌa teoreme slede iz definicije transponovane ma-
trice i svojstava odgovaraju�ih operacija. �

U raznim primenama matriqnog raquna susre�u se kvadratne ma-
trice koje imaju posebna svojstva u odnosu na stepenovaǌe i transpo-
novaǌe.

Definicija 3.10. Kvadratna matrica A je simetriqna ako je AT = A,
kososimetriqna ako je AT = −A, ortogonalna ako je ATA = E, nilpo-
tentna ako je Am = O za neko m ∈ N, idempotentna ako je A2 = A, a
involutivna ako je A2 = E.

Primer 3.8. Matrica A =

[

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

]

je ortogonalna jer je ATA = E.

Neka su x0 i y0 koordinate taqkeM u pravouglom koordinatnom sistemu
xOy, a x′0 i y′0 koordinate te iste taqke u koordinatnom sistemu x′Oy′

koji je dobijen rotacijom koordinatnog sistema xOy za ugao ϕ (Slika

3.2). Mo�e se dokazati da je
[

x′0
y′0

]

= A ·
[

x0
y0

]

.

.

x

x′

y
y′

O

M

ϕ
ϕ

x0

y0

x′
0

y′
0

.
. .

.

.

Slika 3.2. Rotacija koordinatnog sistema
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3.2 Determinante

Za definisaǌe determinante proizvoǉnog reda koristi�emo pojam
permutacije skupa {1, 2, . . . , n} koji je uveden u Glavi 2. Ovde �emo
ukazati na jox neka svojstva permutacija, budu�i da se na ǌima zas-
nivaju dokazi osnovnih svojstava determinanti.

Permutacije skupa {1, 2, . . . , n}

Naredna definicija permutacije saglasna je pojmu permutacije koji
smo koristili u Glavi 2 (Odeǉak 2.4).

Definicija 3.11. Permutacijom σ skupa S = {1, 2, . . . , n} nazivamo bilo
koju ure�enu n-torku (σ1, σ2, . . . , σn) u kojoj se svaki element skupa S po-
javǉuje taqno jednom.

Neka je Pn skup svih permutacija skupa {1, 2, . . . , n}, pri qemu je
permutacija (1, 2, . . . , n) osnovna i neka je σ = (σ1, σ2, . . . , σn) neka druga
permutacija tog skupa.

Definicija 3.12. Ako u permutaciji σ va�i σi > σj za i < j, onda
elementi σi i σj obrazuju jednu inverziju.

Na primer, u permutaciji (2, 3, 1) skupa {1, 2, 3} elementi 2 i 1, kao
i elementi 3 i 1 qine inverzije. U permutaciji (n, n − 1, . . . , 1) skupa
{1, 2, . . . , n} svaka dva elementa su u inverziji.

Definicija 3.13. Permutacija σ je parna ako je ukupan broj inverzija
Inv(σ) u ǌoj paran, a neparna ako je Inv(σ) neparan broj.

Na primer, broj inverzija u permutaciji (3, 4, 1, 2) skupa {1, 2, 3, 4}
je 2 + 2, pa je ona parna. Broj inverzija u permutaciji (n, n− 1, . . . , 1)
skupa {1, 2, . . . , n} je

n− 1 + n− 2 + · · ·+ 1 =
n(n− 1)

2
,

pa parnost permutacije zavisi od parnosti broja n(n− 1)/2.

Teorema 3.7. Ako u datoj permutaciji dva elementa zamene mesta (izvr-
xe transpoziciju), permutacija meǌa parnost.

Dokaz. Ako dva susedna elementa zamene mesta, broj inverzija se meǌa
za 1 (umaǌuje se za 1 ako su bili, a uve�ava se za 1 ako nisu bili u
inverziji), pa se meǌa i parnost.

Ako izme�u elemenata koji meǌaju mesta ima k drugih elemenata,
oni mogu da zamene mesta sa 2k+ 1 transpozicija skupa {1, 2, . . . , n}. �
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Teorema 3.8. Neka je σ = (σ1, . . . , σi, . . . , σn) data permutacija skupa S i
neka je σ′ = (σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn) permutacija skupa S \ {σi} dobijena
iz date izostavǉaǌem elementa σi = j. Tada je

(−1)Inv(σ)+Inv(σ′) = (−1)i+j .

Dokaz. Ako je σ′′ = (σi, σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn) permutacija dobijena iz
permutacije σ tako xto je element σi meǌao mesta sa svakim koji mu
prethodi, onda se broj Inv(σ) meǌao i− 1 puta. To znaqi da su brojevi
Inv(σ) i Inv(σ′′) iste parnosti ako je i−1 paran broj i da su razliqite
parnosti ako je i− 1 neparan broj. Prema tome, va�i

(−1)Inv(σ)+Inv(σ′′) = (−1)i−1. (3.2)

Ako sada u permutaciji σ′′ izostavimo prvi qlan, dobijamo permuta-
ciju σ′ za koju je

Inv(σ′) = Inv(σ′′)− j + 1 (3.3)

(broj inverzija se umaǌio za onoliko koliko ima brojeva maǌih od j,
odnosno za j − 1). Iz jednakosti (3.2) i (3.3), imaju�i u vidu da je
(−1)i−j = (−1)i+j, dobijamo tvr�eǌe teoreme. �

Tvr�eǌe naredne teoreme odnosi se na inverzne permutacije (vi-
deti Odeǉak 2.4 na strani 19).

Teorema 3.9. Me�usobno inverzne permutacije imaju jednak broj inver-
zija.

Dokaz ove teoreme se mo�e na�i u [15].

Pojam determinante

Neka je Mn skup svih kvadratnih matrica reda n sa elementima iz
skupa R.

Definicija 3.14. Preslikavaǌe det : Mn → R dato sa

det(A) =
∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1a2σ2 · · · anσn , (3.4)

gde je A = (aij)n ∈ Mn, naziva se determinanta. Slika matrice A pri
tom preslikavaǌu je determinanta matrice A i oznaqava se sa det(A)
ili sa |A|.

Determinantu kvadratne matrice reda n nazivamo determinantom
n-og reda i zapisujemo sa

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Pojmovi element, vrste, kolone, dijagonala determinante definixu
se isto kao za kvadratnu matricu A. Matrica A je regularna ako je
|A| 6= 0, a u protivnom je singularna.

Neposredno iz definicije determinante slede izrazi za raqunaǌe
determinanti prvog i drugog reda. Za matricu A prvog reda imamo
da je |A| = |a11| = a11. Ako je matrica A drugog reda, onda u jed-
nakosti (3.4) zbir na desnoj strani ima dva sabirka (postoje samo dve
permutacije skupa {1, 2}), pa je

|A| =
∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21.

U sluqaju matrice A tre�eg reda imamo zbir od xest sabiraka jer to-
liko ima permutacija skupa {1, 2, 3}. Vode�i raquna o broju inverzija
u svakoj od tih permutacija, iz jednakosti (3.4) dobijamo da je

|A| = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.

Primer 3.9.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −1
4 1 2
−1 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −6− 4 + 36− 6− 4− 1 = 15.

Sabirci u izrazu za determinantu tre�eg reda mogu se dobiti i
pomo�u Sarusovog pravila. Ono se sastoji u slede�em. Determinanti
se sa desne strane dopixu ǌene prve dve kolone.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22
a31 a32

Zatim se izraqunaju proizvodi elemenata na glavnoj dijagonali i dve
dijagonale ǌoj paralelne. Tako�e se izraqunaju i proizvodi eleme-
nata na sporednoj dijagonali i ǌoj paralelne dve dijagonale, ali sa
predznakom minus. Vrednost determinante jednaka je zbiru izraqu-
natih proizvoda. Primenom Sarusovog pravila za determinantu iz
Primera 3.9 dobijamo isti rezultat (sabirci su u drugom redosledu)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −1
4 1 2
−1 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
4 1
−1 1

= −6− 6− 4− 1− 4 + 36 = 15.

Prema Definiciji 3.14 det(A) je zbir od n! sabiraka, pri qemu
svaki sabirak sadr�i proizvod n elemenata determinante (iz svake
vrste i svake kolone taqno po jedan). Sabirak a1σ1a2σ2 · · · anσn mo�emo
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preurediti u oblik aτ11aτ22 · · · aτnn (komutativnost mno�eǌa). Pri
tome je permutacija τ inverzna permutaciji σ, pa je Inv(τ) = Inv(σ).
Prema tome, va�i

|A| =
∑

τ∈Pn

(−1)Inv(τ)aτ11aτ22 · · · aτnn.

Osnovna svojstva determinanti

Teorema 3.10. Vrednost determinante se ne meǌa transponovaǌem ma-
trice, |AT | = |A|.

Dokaz. Za A = (aij) i AT = (bij) je bij = aji, pa je

|AT | =
∑

τ∈Pn

(−1)Inv(τ)bτ11bτ22 · · · bτnn

=
∑

τ∈Pn

(−1)Inv(τ)a1τ1a2τ2 · · · anτn

= |A|. �

Prema tome, sve xto va�i za vrste, va�i i za kolone determinante.
Zbog toga su naredna svojstva iskazana samo za vrste.

Teorema 3.11. Ako se jedna vrsta matrice A pomno�i brojem λ, dobija
se matrica B za koju je |B| = λ|A|.

Dokaz. Ako je i-ta vrsta pomno�ena sa λ, tada je

|B| =
∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1 · · · (λaiσi) · · · anσn

= λ|A|. �

Prethodno svojstvo mo�e da se zapixe kao
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
λai1 λai2 . . . λain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Specijalno, ako su svi elementi i-te vrste jednaki nuli, vrednost
determinante je tako�e jednaka nuli.
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Teorema 3.12. Ako u determinanti dve vrste zamene mesta, determi-
nanta meǌa znak zadr�avaju�i apsolutnu vrednost.

Dokaz. Neka je B matrica dobijena zamenom i-te i j-te vrste matrice
A. U svakom sabirku za |B| elementi aiσi i ajσj su zamenili mesta, xto
znaqi da broj inverzija meǌa parnost. Prema tome, svi sabirci su
promenili znak, pa je |B| = −|A|. �

Teorema 3.13. Ako su elementi i-te vrste matrice A dati u obliku
zbira

aij = a′ij + a′′ij , j = 1, 2, . . . , n

i ako su A′ i A′′ matrice koje se dobijaju iz A tako xto se u i-toj vrsti
elementi aij zamene redom sa a′ij i a

′′
ij, tada je

|A| = |A′|+ |A′′|.

Dokaz. Na osnovu definicije determinante je

|A| =
∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1 · · · (a′iσi + a′′iσi) · · · anσn

=
∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1 · · · a′iσi · · · anσn +

∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1 · · · a′′iσi · · · anσn

= |A′|+ |A′′|. �

Posledice ovih tvr�eǌa su i slede�a svojstva.

Teorema 3.14. Vrednost determinante matrice A jednaka je nuli ako:

1. matrica ima dve jednake vrste;

2. matrica ima dve proporcionalne vrste;

3. jedna vrsta matrice je linearna kombinacija ostalih vrsta.

Dokaz. 1. Zamenom istih vrsta dobijamo jednakost |A| = −|A| iz koje
sledi |A| = 0.

2. Ako je λ koeficijent proporcionalnosti dve vrste matrice A,
onda je |A| = λ|B|, gde matrica B ima dve iste vrste. Obzirom da je
|B| = 0, to je i |A| = 0.

3. Neka je, odre�enosti radi, u matrici A prva vrsta linearna
kombinacija ostalih,

a11 =
n
∑

k=2

λkak1, a12 =
n
∑

k=2

λkak2, . . . , a1n =
n
∑

k=2

λkakn.
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Tada je

|A| = λ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a22 . . . a2n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ · · ·+ λn

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an1 an2 . . . ann
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Kako svaka od determinanti u posledǌem zbiru ima po dve jednake
vrste, to je |A| = 0. �

Teorema 3.15. Vrednost determinante matrice A se ne meǌa ako se
nekoj vrsti matrice doda linearna kombinacija ostalih vrsta.

Dokaz. Neka je, na primer, prvoj vrsti matrice A dodata linearna
kombinacija ostalih vrsta i neka je tako dobijena matrica B. Tada
je

|B| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 +
n
∑

k=2

λkak1 a12 +
n
∑

k=2

λkak2 . . . a1n +
n
∑

k=2

λkakn

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= |A|+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=2

λkak1

n
∑

k=2

λkak2 . . .

n
∑

k=2

λkakn

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Kako je, prema prethodnom svojstvu, druga determinanta u ovom zbiru
jednaka nuli, to je |B| = |A|. �

Slede�a teorema daje jox jedno va�no svojstvo determinanti.

Teorema 3.16. Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, tada je

|A ·B| = |A| · |B|.

Dokaz ove teoreme mo�e se na�i u [13].

Razlagaǌe determinante

Neka je A = (aij) kvadratna matrica reda n.

Definicija 3.15. Minor Mij elementa aij matrice A je determinanta
matrice koja se dobija izostavǉaǌem i-te vrste i j-te kolone matrice
A. Kofaktor ili algebarski komplement Aij elementa aij matrice A je
broj Aij dat sa

Aij = (−1)i+jMij .
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Saglasno definiciji determinante je

Mij =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
...

. . .
...

...
. . .

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n
...

. . .
...

...
. . .

...
an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∑

σ′∈Pn−1

(−1)Inv(σ′)a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n ,

gde je Pn−1 skup svih permutacija skupa {1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n}.
Pomo�u minora, odnosno kofaktora, raqunaǌe determinante n-tog

reda mo�e se svesti na raqunaǌe n determinanti (n− 1)-vog reda.

Teorema 3.17 (Laplasov razvoj determinante). Za svako i = 1, 2, . . . , n
va�i

|A| = ai1Ai1 + a12Ai2 + · · ·+ ainAin =
n
∑

j=1

aijAij . (3.5)

Za dokaz teoreme videti Dodatak.
Formulom (3.5) dat je razvoj determinante po i-toj vrsti. Potpuno

analogno mo�e se dobiti razvoj determinante po j-toj koloni,

|A| =
n
∑

i=1

aijAij (3.6)

za bilo koje j = 1, 2, . . . , n.

Primer 3.10.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 ·
∣

∣

∣

∣

5 6
8 9

∣

∣

∣

∣

− 2 ·
∣

∣

∣

∣

4 6
7 9

∣

∣

∣

∣

+ 3 ·
∣

∣

∣

∣

4 5
7 8

∣

∣

∣

∣

= −3 + 12− 9 = 0.

U prethodnom primeru je razvojem po prvoj vrsti raqunaǌe deter-
minante tre�eg reda svedeno na raqunaǌe tri determinante drugog
reda. Jasno je da je izbor vrste (kolone) po kojoj se razvija determi-
nanta irelevantan (za samu vrednost determinante). Ipak, izborom
vrste (kolone) koja sadr�i izvestan broj nula, u razvoju determinante
izbegava se raqunaǌe nekih determinanti ni�eg reda.

Primer 3.11.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 −1
2 3 4 0
3 −1 5 −2
6 0 9 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1
3 5 −2
6 9 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

− (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1
2 4 0
6 9 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3 · 15 + 1 · 12 = 57.
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Korix�eǌem Laplasovog razvoja i osobina determinanti, raqu-
naǌe determinante n-tog reda mo�e se svesti na raqunaǌe jedne de-
terminante (n− 1)-vog reda. Na primer, ako se u prethodnom primeru
elementima druge, tre�e i qetvrte vrste determinante dodaju odgo-
varaju�i elementi prve vrste prethodno pomno�eni redom sa −2, −3
i −6, a zatim se determinanta razvije po prvoj koloni, dobija se

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 −1
2 3 4 0
3 −1 5 −2
6 0 9 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 −1
0 3 2 2
0 −1 2 1
0 0 3 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2
−1 2 1
0 3 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 57.

Ovaj postupak je naroqito pogodan za raqunaǌe determinanti vixeg
reda. Za raqunaǌe determinanti tre�eg reda mo�e se koristiti i
Sarusovo pravilo.

U Laplasovom razvoju determinante svaki element aij pomno�en je
kofaktorom Aij. U primenama determinanti od interesa su i izrazi
u kojima je kofaktor Aij zameǌen kofaktorom odgovaraju�eg elementa
neke druge vrste (kolone). O tome govori naredna teorema.

Teorema 3.18. Zbir proizvoda elemenata neke vrste determinante D =
det(A) i kofaktora odgovaraju�ih elemenata neke druge vrste jednak je
nuli,

n
∑

j=1

aijAkj = 0, k 6= i.

Dokaz. Neka je D1 determinanta dobijena iz determinante D zamenom
k-te vrste (k 6= i) elementima c1, c2, . . . , cn,

D1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
ai1 ai2 . . . ain
...

...
. . .

...
c1 c2 . . . cn
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Tada je D1 =
n
∑

j=1

cjAkj jer su kofaktori elemenata k-te vrste deter-

minanti D i D1 jednaki. Specijalno, ako je cj = aij za j = 1, . . . , n,
determinanta D1 ima�e jednake dve vrste, xto znaqi da je ǌena vred-
nost jednaka nuli. �
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Jasno je da analogna osobina va�i i za kolone,

n
∑

i=1

aijAik = 0, k 6= j.

Rezultati Teoreme 3.17 i Teoreme 3.18 mogu se, na primer za vrste
determinanti, objediniti u obliku

ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · ·+ ainAkn =

{

D, k = i

0, k 6= i
,

odnosno
ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · ·+ ainAkn = δikD

ili kra�e
n
∑

k=1

aikAjk = δij |A|,

gde je δik Kronekerov simbol (videti (3.1)).
Napomenimo da postoje i alternativni pristupi definisaǌu pojma

determinante. Na primer, u [16] determinanta se definixe rekurzivno
pomo�u Laplasovog razvoja po prvoj vrsti. Za matricu A = (aij) reda
n = 1 je det(A) = a11, dok je za n > 1

det(A) =
n
∑

j=1

a1jA1j ,

pri qemu je A1j = (−1)1+j det(K1j), gde je K1j kvadratna matrica reda
n− 1 koja se dobije izostavǉaǌem prve vrste i j-te kolone matrice A.

3.3 Inverzna matrica

Pre definicije inverzne matrice dajemo definiciju adjungovane ma-
trice.

Adjungovana matrica

Neka je A kvadratna matrica i neka su Aij ǌeni kofaktori.

Definicija 3.16. Matrica cofA = (Aij) se naziva kofaktor matrica
matrice A, a matrica adjA definisana sa

adjA = (cofA)T

naziva se adjungovana matrica matrice A.
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Prema tome,

adjA =











A11 A21 · · · An1
A12 A22 · · · An2
...

...
. . .

...
A1n A2n · · · Ann











Teorema 3.19. Ako je A kvadratna matrica reda n, tada je

A · (adjA) = (adjA) ·A = |A|E. (3.7)

Dokaz. Ako je C = A · (adjA) i C = (cij)n, tada iz

cij =
n
∑

k=1

aikAjk = |A|δij

sledi da je C = |A|E. Sliqno je i za drugu jednakost. �

Definicija inverzne matrice

Za kvadratne matrice se uvodi pojam inverzne matrice.

Definicija 3.17. Ako za kvadratnu matricu A postoji matrica X
takva da je

AX = XA = E,

za matricu X ka�emo da je inverzna matrica matrice A. Uobiqajena
oznaka za inverznu matricu je A−1.

Iz Definicije 3.17 i Teoreme 3.16 sledi da je |A||A−1| = 1, xto
znaqi da je |A| 6= 0, |A−1| 6= 0 i |A−1| = 1/|A|. Prema tome, matrica koja
ima inverznu je regularna. Dakle, regularnost matrice je potreban
uslov za postojaǌe ǌene inverzne matrice. Slede�e tvr�eǌe pokazuje
da je taj uslov i dovoǉan.

Teorema 3.20. Regularna matrica ima jedinstvenu inverznu matricu,
pri qemu je

A−1 =
adjA

|A|
.

Dokaz. Iz jednakosti (Teorema 3.19)

A · (adjA) = (adjA) ·A = |A|E

sledi

A · adjA
|A|

=
adjA

|A|
·A = E,
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xto znaqi da je u definiciji inverzne matrice

X =
adjA

|A|
.

Ako pretpostavimo da postoje dve inverzne matrice, X i Y , tada iz
jednakosti AX = E i Y A = E sledi da je Y AX = Y i Y AX = X, pa je
X = Y . �

Primer 3.12. Neka je

A =





3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1



 .

Tada je |A| = −1 6= 0,

A11 =

∣

∣

∣

∣

−3 1
−5 −1

∣

∣

∣

∣

= 8 A12 = −
∣

∣

∣

∣

2 1
3 −1

∣

∣

∣

∣

= 5 A13 =

∣

∣

∣

∣

2 −3
3 −5

∣

∣

∣

∣

= −1

A21 = −
∣

∣

∣

∣

−4 5
−5 −1

∣

∣

∣

∣

= −29 A22 =

∣

∣

∣

∣

3 5
3 −1

∣

∣

∣

∣

= −18 A23 = −
∣

∣

∣

∣

3 −4
3 −5

∣

∣

∣

∣

= 3

A31 =

∣

∣

∣

∣

−4 5
−3 1

∣

∣

∣

∣

= 11 A12 = −
∣

∣

∣

∣

3 5
2 1

∣

∣

∣

∣

= 7 A13 =

∣

∣

∣

∣

3 −4
2 −3

∣

∣

∣

∣

= −1.

Prema tome,

A−1 =
1

|A|
· adj A =





−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1



 .

Svojstva inverzne matrice

Teorema 3.21. Ako su A i B regularne matrice, tada je:

1. (A−1)T = (AT )−1;

2. (AB)−1 = B−1A−1;

3. (An)−1 = (A−1)n za n ∈ N .

Dokaz. 1. Sledi iz (AA−1)T = (A−1)TAT i AA−1 = E.

2. (AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E. Sliqno je i
(B−1A−1)(AB) = E.

3. Sledi iz 2. �
Za regularnu matricu A mo�e da se definixe i stepen A−n za

prirodan broj n na slede�i naqin:

A−n = (A−1)n.
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Matriqne jednaqine

Jednaqine u kojima se u ulozi nepoznate pojavǉuju matrice nazivaju
se matriqne jednaqine. Ovde �e biti razmatrana dva osnovna tipa
matriqnih jednaqina, AX = B i XA = B, gde su A i B date, a X
nepoznata matrica.

Ako je A regularna matrica, onda je

X = A−1B

rexeǌe matriqne jednaqine tipa AX = B. Zaista,

AX = A(A−1B) = (AA−1)B = EB = B.

Na sliqan naqin mo�e se proveriti da je X = BA−1 rexeǌe matriqne
jednaqine XA = B.

Primer 3.13. Data je matriqna jednaqina
[

1 2
3 4

]

·X =

[

5 6
7 8

]

. Ovde je

A =

[

1 2
3 4

]

, B =

[

5 6
7 8

]

, A−1 = −1

2

[

4 −2
−3 1

]

.

Rexeǌe date matriqne jednaqine je

X = A−1B = −1

2

[

4 −2
−3 1

]

·
[

5 6
7 8

]

=

[

−3 −4
4 5

]

.

Napomenimo da se rexavaǌe matriqne jednaqine oblika XA = B
mo�e svesti na rexavaǌe jednaqine oblika AX = B. Naime, jednaqina
XA = B je ekvivalentna ’transponovanoj’ jednaqini

ATY = BT ,

gde je Y = XT . Tako�e, neki slo�eniji tipovi matriqnih jednaqina
se mogu svesti na jednaqine oblika AX = B ili XA = B.

Primer 3.14. Data je matriqna jednaqina XA− 2B = 2XC +D, gde je

A =





4 1 4
1 −2 1
6 9 5



 , B =





2 1 −1
1 1 −3
2 −3 −1



 ,

C =





1 0 3
−1 −2 1
2 4 3



 , D =





10 6 −5
13 7 −2
9 13 −7



 .
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Data jednaqina ekvivalentna je jednaqini X · (A− 2C) = 2B+D (ali ne
i jednaqini (A− 2C) ·X = 2B +D), odakle se dobija

X = (2B +D) · (A− 2C)−1 =





1 2 3
2 3 1
3 1 2



 .

Ovaj rezultat se mo�e proveriti slede�om MATLAB procedurom.

>> A = [4 1 4; 1 -2 1; 6 9 5]; B = [2 1 -1; 1 1 -3; 2 -3 -1];
>> C = [1 0 3; -1 -2 1; 2 4 3]; D = [10 6 -5; 13 7 -2; 9 13 -7];
>> E = 2*B + D; F= A - 2*C;
>> X = E*inv(F);

3.4 Rang matrice

Pojam ranga

Neka je data matrica A = (aij)m×n.

Definicija 3.18. Minor reda r matrice A je determinanta neke ǌene
podmatrice reda r.

Drugim reqima, minor reda r matrice A je determinanta koja sa-
dr�i one elemente matrice A koji se nalaze u preseku proizvoǉno
odabranih r vrsta i r kolona, sa oquvaǌem poretka tih vrsta, odnos-
no kolona. Ako su indeksi odabranih vrsta i1, . . . , ir (i1 < · · · < ir), a
kolona j1, . . . , jr (j1 < · · · < jr), onda taj minor oznaqavamo sa M j1,...,jr

i1,...,ir
.

Na primer, za matricu

A =









1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1









je

M2,4
1,3 =

∣

∣

∣

∣

3 −1
1 7

∣

∣

∣

∣

, M1,2,3
2,3,4 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1 −3
5 1 −1
7 7 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, M1,2,3,4
1,2,3,4 = |A|.

Skup svih minora date matrice sastoji se od dva disjunktna pod-
skupa - minora koji su jednaki nuli i minora koji su razliqiti od
nule.

Definicija 3.19. Broj r je rang matrice A 6= O ako me�u minorima
razliqitim od nule postoji minor reda r, dok su svi minori reda ve�eg
od r (ako postoje) jednaki nuli. Rang nula matrice je nula.
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Rang matrice A oznaqavamo sa r(A) ili r A. Jasno je da je r(A) ≤
min{m,n} za matricu A tipa m× n.

Ako je r(A) = r, tada postoji minor reda r koji je razliqit od
nule, a mo�e postojati i vixe takvih minora. Svaki minor reda r
date matrice koji je razliqit od nule je bazisni minor, a vrste i
kolone matrice A koje on odre�uje su bazisne vrste i bazisne kolone.

U prethodnom primeru je r(A) = 3 jer je |A| = 0, dok je

M1,2,3
2,3,4 = 21 6= 0.

Odre�ivaǌe ranga matrice na osnovu definicije mo�e biti zahte-
van posao, posebno kada su u pitaǌu matrice ve�ih dimenzija. Tako
su svih pet minora qetvrtog reda matrice

A =









2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
1 −7 4 −4 5









jednaki nuli. To znaqi da je r(A) ≤ 3. Za odre�ivaǌe ranga matrice
A je neophodno, pored raqunaǌa tih pet determinanti qetvrtog reda,
izraqunati i bar jednu determinantu tre�eg reda. Obzirom da je

M12,3
1,2,3 = 1 6= 0,

to je r(A) = 3.

Elementarne transformacije matrica

U ciǉu prevazila�eǌa navedenih problema pri izraqunavaǌu ranga
matrice, definisa�emo elementarne transformacije matrica.

Definicija 3.20. Elementarne transformacije matrice su:

1. zamena mesta dve vrste (kolone);

2. mno�eǌe jedne vrste (kolone) brojem razliqitim od nule;

3. dodavaǌe neke vrste (kolone) drugoj vrsti (koloni).

Zamenu i-te i k-te vrste oznaqi�emo sa (i)↔ (k), mno�eǌe i-te vrste
brojem λ 6= 0 oznaqi�emo sa (i) → λ · (i), a dodavaǌe i-toj vrsti k-te
vrste prethodno pomno�ene brojem λ oznaqi�emo sa (i)→ (i) + λ · (k).

Teorema 3.22. Elementarne transformacije ne meǌaju rang matrice.
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Dokaz teoreme mo�e se na�i u [7].
Za matrice A i B koje imaju isti rang ka�emo da su ekvivalente i

pixemo A ∼ B. Elementarnom transformacijom se matrica A trans-
formixe u matricu A′ ∼ A. Oznake za elementarne transformacije
zapisiva�emo iznad znaka ∼ ako se odnose na vrste, a ispod tog znaka
ako se odnose na kolone matrice. Uzastopnim primenama elementarnih
transformacija data matrica A se mo�e transformisati u matricu
A′ koja ima takozvanu stepenastu formu, pogodnu za neposredno odre-
�ivaǌe ranga matrice.

Primer 3.15.

A =









2 −4 3 1 0
1 −2 1 −4 2
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5









(1)↔(2)∼









[

1 −2 1 −4 2
2 −4 3 1 0
0 1 −1 3 1
4 −7 4 −4 5









(2)→(2)−2·(1)
(4)→(4)−4·(1)∼









1 −2 1 −4 2
0 0 1 9 −4
0 1 −1 3 1
0 1 0 12 −3









∼
(2)↔(3)









[

1 1 −2 −4 2
0 1 0 9 −4
0 −1 1 3 1
0 0 1 12 −3









(3)→(3)+(2)∼









1 1 −2 −4 2
0 1 0 9 −4
0 0 1 12 −3
0 0 1 12 −3









∼
(4)↔(4)−(3)









[

1 1 −2 −4 2
0 1 0 9 −4
0 0 1 12 −3
0 0 0 0 0









= A′

Svi minori qetvrtog reda matrice A′ su oqigledno jednaki nuli,
dok je minor tre�eg reda M1,2,3

1,2,3 = 1 6= 0 (jednak je proizvodu svojih
dijagonalnih elemenata). Dakle, r(A′) = r(A) = 3.

Iz Teoreme 3.22 sledi da dve matrice istog tipa imaju isti rang
ako se mogu ekvivalentnim transformacijama svesti jedna na drugu.
Me�utim, va�i i obratno. Ako dve matrice istog tipa imaju isti
rang, onda se primenom elementarnih transformacija na jednu od ǌih
mo�e dobiti druga. Osim toga, ako je rang matrice jednak r, onda se
ona ekvivalentnim transformacijama mo�e svesti na oblik u kojem je
bazni minor dijagonalan, a svi ostali elementi su nule.

U narednoj teoremi navedena je jox jedna transformacija kojom se
ne meǌa rang matrice. Dokaz teoreme je ilustracija jednostavnosti
i dosetǉivosti u matematiqkom zakǉuqivaǌu.

Teorema 3.23. Transponovaǌem matrice ne meǌa se ǌen rang.

Dokaz. Neka je r(A) = r. Doka�imo prvo da je r(A) ≤ r(AT ). Zaista, ako
je M j1,...,jr

i1,...,ir
minor reda r matrice A razliqit od nule, onda je N i1,...,ir

j1,...,jr

minor reda r matrice AT i tako�e je razliqit od nule (nastao je
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transponovaǌem minora M j1,...,jr
i1,...,ir

). Dakle, r = r(A) ≤ r(AT ). Iz istih
razloga je i r(AT ) ≤ r(AT )T = r(A) = r. Iz r ≤ r(AT ) ≤ r sledi da je
r(AT ) = r.

3.5 Pitaǌa i zadaci za proveru znaǌa

Pojmovi. U ovoj glavi su definisani pojmovi: matrica tipa m×n,
element matrice, vrsta matrice, kolona matrice, nula matrica, di-
jagonala matrice, trag matrice, jediniqna matrica, gorǌa trougaona
matrica, doǌa trougaona matrica, podmatrica, zbir dve matrice,
mno�eǌe matrice skalarom, mno�eǌe dve matrice, transponovana
matrica, simetriqna matrica, ortogonalna matrica, permutacija
skupa S = {1, 2, . . . , n}, parna permutacija skupa S, neparna permutacija
skupa S, determinanta matrice, minor matrice, kofaktor matrice,
Laplasov razvoj determinante, adjungovana matrica, inverzna ma-
trica, regularna matrica, singularna matrica, matriqna jednaqina,
rang matrice, bazisni minor matrice, bazisne vrste (kolone) matrice,
elementarne transformacije matrice.

1. Definixite ili objasnite svaki od navedenih pojmova i za svaki
od ǌih smislite bar po jedan primer.

Sabiraǌe i mno�eǌe matrica. U 3.1 definisane su operacije
sabiraǌa matrica, mno�eǌa matrice skalarom, mno�eǌa matrice
saglasnom matricom i transponovaǌa matrice. Dok za sabiraǌe ma-
trica va�i komutativnost, za mno�eǌe matrica ne va�i, a asocija-
tivnost va�i za obe operacije.

2. Izraqunati 2A+ 3B ako je

A =

[

2 1 −1
0 1 −4

]

, B =

[

−2 1 0
−3 2 2

]

.

3. Izraqunati

(1)





5 0 2 3
4 1 5 3
3 1 −1 2



 ·









6
−2
7
4









; (2)
[

4 0 −2 3 1
]

·













3
1
−1
5
2













.

4. Neka je

A =

[

−1 2 4
3 1 0

]

, B =





1 2 1
2 3 2
0 −1 1



 , C =





−1
1
3



 .
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Izraqunati

(1) ATAB; (2) (AC)TA; (3) A(B +BT ); (4) CTBAT + 2CTAT .

5. Izraqunati

(1)

(

3 −2
5 −4

)

·
(

3 4
2 5

)

; (2)

(

1 −2
3 −4

)3

.

6. Za n ∈ N izraqunati

(1)

(

cosα − sinα
sinα cosα

)n

; (2)

(

2 −1
3 −2

)n

.

7. Izraqunati f(A) ako je f(X) = X3 − 3X + E, gde je E jediniqna

matrica i gde je A =

[

1 2
3 −2

]

.

8. Odrediti sve matrice X drugog reda za koje je

(1) X2 = O, (2) X2 = E, (3) X3 = X, (4) XTX = −E.

9. Navesti primere nenultih kvadratnih matrica A i B tre�eg reda
za koje je AB = O.

10. Izraqunati AB −BA ako je

A =





1 2 1
2 1 2
1 2 3



 , B =





4 1 1
−4 2 0
1 2 1



 .

11. Odrediti sve matrice komutativne datoj matrici A

(1) A =

[

1 2
3 4

]

; (2) A =





3 1 0
0 3 1
0 0 3



 .

12. Dokazati da je AB = BA ako je

(1) (A+B)2 = A2 + 2AB +B2; (2) (A+B)(A−B) = A2 −B2.

Izraqunavaǌe determinanti. Izraqunavaǌe determinante na os-
novu definicije je komplikovano za determinante vixeg reda. Zbog
toga su navedena i dokazana razna svojstva determinanti koja daju
mogu�nost za ǌihovo jednostavnije izraqunavaǌe. Jedno od na-
jva�nijih svojstava qine Laplasove formule za razvoj determinante
po nekoj vrsti ili koloni.
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13. Odrediti parnost permutacije

(1) (1, 4, 3, 2, 5, 6) skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6};

(2) (2n− 1, 2n, . . . , 3, 4, 1, 2) skupa {1, 2, . . . , n}.

14. Izraqunati determinantu date matrice

(1)

(

−1 4
−5 2

)

; (2)

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

; (3)





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 .

15. Dokazati da su rexeǌa jednaqine
∣

∣

∣

∣

a− x c+ di
c− di b− x

∣

∣

∣

∣

= 0

realna ako su a, b, d realni brojevi i ako je i imaginarna jedinica.

16. Nacrtati grafik funkcije x 7→ f(x) ako je

f(x) =
1

b− a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x x2 1
a a2 1
b b2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, a 6= b.

17. Koriste�i Laplasov razvoj dokazati da je

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a 3 0 5
0 b 0 2
1 2 c 3
0 0 0 d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= abcd.

18. Dokazati da je

(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 + b1x a1 − b1x c1
a2 + b2x a2 − b2x c2
a3 + b3x a3 − b3x c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

;

(2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

19. Korix�eǌem osobina determinanti izraqunati

(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −6 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; (2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; (3)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 b c d
b 0 d c
c d 0 b
d c b 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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20. Izraqunati vrednost date determinante n-tog reda

(1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 2 · · · 2
2 3 2 · · · 2
2 2 3 · · · 2
...

...
...

. . .
...

2 2 2 · · · 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

; (2)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 0 · · · 0 0
1 3 2 · · · 0 0
0 1 3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 3 2
0 0 0 · · · 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Inverzna matrica. U 3.3 je za kvadratnu matricu definisana in-
verzna matrica, dokazano je da svaka regularna matrica ima jedin-
stvenu inverznu matricu i data su i neka svojstva inverzne matrice.
Koriste�i ta svojstva, kao i svojstva osnovnih operacija sa matri-
cama, mogu se rexavati neke jednostavnije matriqne jednaqine.

21. Ispitati da li za date matrice postoje inverzne i ako postoje,
odrediti ih

(1)

[

1 2
3 6

]

; , (2)

[

1 1
2 1

]

; (3)





1 1 1
2 3 2
3 9 4



 ; (4)





4 0 −1
−1 4 −1
3 3 −1



 .

22. Odrediti sve vrednosti a ∈ R za koje data matrica ima inverznu

(1)

[

4 + a −1
3 −1 + a

]

; (2)





1 1 1
2 3 a
4 9 a2



 .

23. Neka je A regularna matrica. Xta se mo�e re�i o obliku matrice
A−1 i o ǌenim elementima ako je A: (1) dijagonalna, (2) simetriqna,
(3) trougaona matrica? Navesti primere.

24. Dokazati da matriqna jednaqina XA = B, sa nesingularnom ma-
tricom A, ima jedinstveno rexeǌe.

25. Rexiti datu matriqnu jednaqinu

(1)





1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0



 ·X =





1 −3 0
10 2 7
10 7 8



 ;

(2) X ·





5 3 1
1 −3 −2
−5 2 1



 =





−8 3 0
−5 9 0
−2 15 0



 ;

(3)

[

3 −1
5 −2

]

·X ·
[

5 6
7 8

]

=

[

14 16
9 10

]

.
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26. Rexiti datu matriqnu jednaqinu po nepoznatoj matrici X

(1) AT (X −B−1)A−1 = (AB)−2;

(2) BA(3X + 2BT )−1A−1 = AB−1A.

27. Za date matrice

A =

[

1 2
3 4

]

, B =

[

4 5
6 7

]

, C =

[

−1 −2
4 0

]

, D =

[

1 2
8 4

]

rexiti matriqnu jednaqinu

(1) 2AX + 4B − 3BX = DC,

(2) ABXC = D.

28. Pokazati da je matrica A =

[

3 2
4 5

]

rexeǌe matriqne jednaqine

A2 − 8A+ 7E = O i na osnovu toga izraqunati A−1.

29. Ako je matrica A rexeǌe matriqne jednaqine A3 − A2 + A + E =
O, dokazati da je A nesingularna matrica. Izraqunati zatim A−1

pomo�u matriqnog polinoma drugog stepena matrice A.

Rang matrice. U 3.4 je definisan rang matrice. Primenom elemen-
tarnih transformacija (koje ne meǌaju rang matrice) data matrica
mo�e da se transformixe u stepenastu formu iz koje se jednostavno
odre�uje ǌen rang.

30. Odrediti rang date matrice

(1)





2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2



 ; (2)









3 1 −2 0
1 2 1 −1
5 5 0 −2
4 3 −1 −1









; (3)









2 1 3
1 −1 1
1 1 1
0 1 1









.

31. Odrediti rang date matrice u zavisnosti od vrednosti realnog
parametra a

(1)





a 0 1
0 2a 1
1 1 a



 ; (2)









3 1 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3









; (3)





1 0 a −1
1 a a− 1 1
−1 0 −1 a2



 .

32. Ako su A i B matrice istog reda, tada je r (A+B) ≤ r (A) + r (B).
Navesti primere matrica A i B za koje je

(1) r (A+B) = r (A) + r (B); (2) r (A+B) < r (A) + r (B).

33. Ako su A i B saglasne matrice, tada je r (AB) ≤ max{r (A), r (B)}.
Navesti primere matrica A i B za koje je

(1) r (AB) = max{r (A), r (B)}; (2) r (AB) < max{r (A), r (B)}.
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3.6 Dodatak

Dokaz tvr�eǌa 1. iz Teoreme 3.3

Dokaz. Neka su A = (aij), B = (bij) i C = (cij) matrice redom tipa
m× n, n× p i p× q. Primetimo, najpre, da su tada svi proizvodi AB,
(AB)C, BC, A(BC) definisani i da su matrice (AB)C i A(BC) obe
tipa m× q (radi jednostavnijeg zapisa, ovde umesto A ·B pixemo AB).
Na osnovu definicije mno�eǌa matrica imamo

((AB)C)ij =

p
∑

k=1

(AB)ikckj =

p
∑

k=1

(

n
∑

r=1

airbrk

)

ckj =

p
∑

k=1

n
∑

r=1

(airbrk)ckj

(A(BC))ij =
n
∑

r=1

air(BC)rj =
n
∑

r=1

air

(

p
∑

k=1

brkckj

)

=

p
∑

k=1

n
∑

r=1

air(brkckj).

Iz ovih jednakosti sledi da je ((AB)C)ij = (A(BC))ij za svako i ∈
1, . . . ,m i svako j ∈ 1, . . . , q. Prema tome, va�i i jednakost (AB)C =
A(BC). �

Dokaz Teoreme 3.17

Dokaz. Za dato i neka σ(i, j) oznaqava permutaciju skupa {1, . . . , n} koja
na i-tom mestu ima element j, a σ′(i, j) odgovaraju�u permutaciju skupa
{1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n} dobijenu iz permutacije σ(i, j) izostavǉaǌem
elementa j. Tada je

|A| =
∑

σ∈Pn

(−1)Inv(σ)a1σ1 · · · aiσi · · · anσn

= ai1
∑

σ′(i,1)

(−1)Inv(σ(i,1))a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n +

ai2
∑

σ′(i,2)

(−1)Inv(σ(i,2))a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n + (3.8)

...

ain
∑

σ′(i,n)

(−1)Inv(σ(i,n))a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n .

Obzirom da je (−1)k · (−1)k = 1 za svaki ceo broj k, to je

(−1)Inv(σ(i,1)) = (−1)Inv(σ(i,1))+Inv(σ′(i,1)) · (−1)Inv(σ′(i,1)).

Me�utim, na osnovu Teoreme 3.8 je

(−1)Inv(σ(i,1))+Inv(σ′(i,1)) = (−1)i+1,



pa za prvi sabirak S1 u jednakosti (3.8) va�i

S1 = ai1
∑

σ′(i,1)

(−1)Inv(σ(i,1))a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n

= (−1)i+1ai1
∑

σ′(i,1)

(−1)Inv(σ′(i,1))a1σ′1 · · · ai−1σ′i−1ai+1σ′i+1
· · · anσ′n

= (−1)i+1ai1Mi1

= ai1Ai1.

Analogno va�i i za ostale sabirke, xto znaqi da je jednakost (3.5)
u Teoremi 3.8 taqna za svako i = 1, 2, . . . , n. �

Istorijske napomene

1. Ideja determinante se prvi put pojavila u Japanu 1683. godine
kada je poznati japanski matematiqar Seki rexavaju�i sistem jed-
naqina praktiqno upotrebio determinantu matrice dimenzije 5×5. U
tom periodu je i Lajbnic (1646-1716) koristio determinante, a Koxi
(1789-1857) je prvi dokazao da je |AB| = |A| · |B|. Bave�i se teorijom
determinanti nemaqki matematiqar Jakobi (1804-1851) je uveo pojam
koji je danas poznat kao jakobijan. Kǌigu o determinantama je napisao
i Dodgson (1832-1898), poznatiji pod pseudonimom Lewis Carrol (autor
kǌige Alisa u zemǉi quda).

2. Naziv matrica se pripisuje engleskom matematiqaru Silvesteru
(1814-1897), a algebru matrica je razvio engleski matematiqar Kejli
(1821-1895).

3. Laplas (Pierre Simon de Laplace, 1749-
1827) je veliki francuski matematiqar i jedan
od najznaqajnih matematiqara u 18. veku. Za-
snovao je teoriju verovatno�e, a ostavio je i
dosta rezultata u toj teoriji. Tako je, raz-
matraju�i raspodele sluqajnih promenǉivih,

doxao do integrala
∫ x

0
e−t

2
dt koji je danas

poznat kao Laplasov integral. Poznat je i
po radovima u teoriji diferencijalnih jed-

naqina, matematiqkoj analizi i nebeskoj mehanici. Danas se u raznim
oblastima primeǌene matematike koristi takozvana Laplasova trans-
formacija koju je on uveo. Bio je i veliki popularizator nauke.


