I'maBa 3

MaTpune u nerepMUIHAHTE

Y MHOTUM TpOb6IeMUMa U TEOPUjCKE U MpUMEHEeHEe MATEMATUKE TOjaBIbYyjy
Ce BeIMYVHE KOje MOTY Ia Ce ONNIIY IPaBOyraoHOM ImeMoM OpojeBa miu
ejeMeHaTa HEKOr ckyma. Teopuja marpurna omoryhaBa jemHocTaBaH pai
U aHAJIW3y TAKBUX IONATAKA, & NeTEPMUHAHTE IPEACTABIbA]Y jelHY CIEenu-
jaJHy (QYHKIUjy CBUX IONaTaKa U3 KBaIpaTHE IIeMe.

3.1 Marpumne - mojaM 1 OCHOBHE oIepamuje

Matrpurne cunanajy Mmehy KbyUuHE IOjMOBE Y JUHEApPHO] aarebpu. Y ommTeM
ClIy4ajy KOPUCTE Ce 3a 3alNC IOAATaKa KOJU 3aBUCE OJ BUIIE IapaMeTapa.
JemaH onm TakBUX mpuMepa je 3amuC CUCTeMa JuHeapHux jennauwHa. CBu
IPOrpaMCKM je3Wnu HOAp:kaBajy pan ca marpumama. CodTBepcku maker
3a cuMmboinuka u Hymepuuka uspauynasama MATLAB je kommenummjcku
3aCHOBAaH Ha MaTpUIaMa Kao 6a3myHuM o6jeKTrMa.

IIojam MmaTpume

Hexa je K mero mosme (Ha mpumep, R wmu C) nmera a;; € K3ai=1,...,m
uj=1...,n.

Hedurnnuja 3.1. IIpasoyzaona wema (mabauya) A 00 m-n esemenama a;j
pacnopehenur y obauxy

ail ai2 e A1n
a1 a2 e a2n
Gml Om2 " OGmn

je mampuya muna m X n Had nosem K. Axo je K = R mampuuya je peaana,
a axo je K = C, mampuya je xomnaexcra. 3a a;; Kaxcemo 0a cy esemenmu
mampuye. Iuwe ce u aj; = (A);j.
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Martpune ce o3HauaBajy 3arpanama (OOMYHUM UM yTIACTUAM ) WA Bep-

TUKAJHUM IIpTaMa,

a21

am1
nian
ail
ai

am1
nJan
a1
a21

am1

Kpahe o3zmake 3a marpure cy
A= (ai_j)mxnv

Eaxementu a;1,a;o, ..

a12
a22

am2

a12
a22

Am?2

a12
a22

am2

A= [aij]mxm

Q1n
A2n

Amn,

Aln
a2n

Amn

Aln
a2n

Amn

A= ||aij”m><n-

., Qjy, amHE i-my epcmy (Pen), a eJeMeHTH aij, 4j, - - -,

apj 4uHe j-my koaony (crybarm) marpune A. Marpuna tuma m X n uma m

BpCTa M 7l KOJIOHA.

ITpuMEP 3.1. I[ena mpancnopma jeduruye npou3soda u3 buao xoje 00 mpu
dpabpure Fy, Fo u F3 0o busro xoz 00 wemupu cxaaduwma St, 52,53 u Sy moonce
npezaedno da ce npedcmasu mampuyom muna 3 X 4. Ha npumep,

S1
Fy /13
Fy| 22
F3 \ 17

So
12
26
16

S3

Sy
15
19
11

CroenujasHy ciaydajeBu MaTpuUIa nMajy mocebua umena. Marpura duju
Cy CBU eJIEMEHTH jeNHAKU HYJIW HAa3WBA Ce€ HYAG MAMPUYG U O3HAYABA Ca
Omxn nau camo ca O ako je jacHO Koje Cy muMeH3uje Te marpune. Marpumna
Trna 1 X n Ha3uBa ce mampuya epcma, a MaTpuna Tama m X 1 HaszuBa ce
MAMPUYA KOAOHAG WU BEKTOP. AKO je m = n, Tj.

ail  ai2 A1n

a1 a2 a2n
A= ,

anl Aan2 Ann
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MaTpuna A je xeadpammua mampuya pema n u kpahe ce osmauaBa ca A =
(aij)n. Enementu aii,ag,...,an, YUHE 21a68HY OUjAZOMAAY, B €JEMEHTH
A1n, A2p—1,- - -, 0pl CNOPEONY Oujaconany KBadparHe mMarpurne A. Enxementn
riaaBHE OUjaroHaJjie Ha3uBajy ce Jujazonasnum. Hbuxos 30up 30Be ce mpaz
Mmampuye U o3Haudasa ce ca trA. Ilakie,

n
trA = Z Q-
1=1

ujaronanagy MaTpuny (GOpMHUpaHy OI ejleMeHaTa OWUjaroHajle MaTPUIlE
A oszmauaBamo ca diag A. KpanpaTna MaTpuria uuju Cy CBU €JIEMEHTU BaH
rJaBHE OUjaroHaJie jeTHaK! HyJu, a 0ap jenaH OujarOHAJHU je€ PA3JIUYAT O
HyJe, Ha3UBa ce Jujazonasna mampuya. Hujaronanasna MaTpuna 4uju Cy CBU
IujaroHaJiHu eieMeHTH MehycobHO jemuaku 30Be ce ckaaapra mampuya. O
moceOHOr MHTEpPEeca je CKaJlapHa MaTpPUIla YUjUu Cy CBU MUjarOHAJHU eJe-
MeHTU jemHaku jemuaunu y mossy K. TakBa MaTpuia ce HaszuBa jeduruuHa
Mmampuya 1 o3Ha4UaBa ca I, numu F, nau camo ca I, omgaocuo E ako je jacHo
KOr je pema. ¥ OIINTEM CJIyYaj]y HUIIE Ce

1 0 ... 0

0 1 0
E =

o0 ... 1

Axo je 0;; Kporerepos cumbou, mepunucan ca

1, 1=y
8ij =1 ’ (3.1)
J 0 it
, 1F
rana je E, = I, = [0ij]n.

ITocToje u mpyre BpcTe KBaOpPaTHUX MaTPUIa KAaO IITO CY 20pHha Mpoy-
2a0HQ KO KOj€ CY CBU €JIEMEHTHU WUCIIOJ IJIABHE NWjarOHaJe jeTHAKU HYJIU U
00ma MPoY2a0Ha YMjU Cy CBU €JIeMEHTU W3HAL [JIaBHE IUjaroHalle jeTHAaKU
mynu. Ilakmie, ako je

ail] a2 ... Qin ail 0 .o 0
0 a2 ... Qa2p a21 a2 0
A= u B= ,
0 0 ... apn apl QAp2 ... Qpp

tana je A ropma, a B moma Tpoyraona MaTpuIA.
3a ememeHT a;; Marpure A kaxeMmo ma je Ha Mecty (7,j). 3a Marpuue
WCTOT TUIIa €JIEMEHTH Cy 00208apajyhu aKo Cy Ha MCTOM MECTY.
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Hepuaunuja 3.2. /lee mampuye cy jeOnake axo cy ucmoz Muna u ako cy um
o0zosapajyhu easemenmu jeOHaKU.

Jedbununuja 3.3. [Hoomampuua uau cypmampuya mampuye A je mampuya
Koja ce 006uja u30CmMas.bameM HEKUT 8PCMA U/UAU HEKUT KOAOHA Mampuye A.

m n
Manmua THUIIA M X N IMa < ) . < > nmooMaTpuIla TUIIa P X q3ap S m
p q
uq<n.

Cabupame u ony3uMame MaTPUIA

Omnepamnuje cabupama U OAy3UMamha MaTPUIa AeUHUITY CE 3a MaTPUIE
WCTOT TUIIA.

Hedururnuja 3.4. Hexa je A = (aij)mxn ¢ B = (bij)mxn. 36up mampuya A
u B je mampuya C = (Cij)mxn, 20€ je

cij = ajj + bjj
s3at=1,...muj=1,...,n.
IIpuMEP 3.2. Koaunure npodamur apmuxaaa A1, Ay u As na npodajrum mec-

muma Py, Py, P3 u Py y jedonom dany dame cy mampuyom A, a y napednom
oany mampuyom B:

P P P Py P P P Py

A /25 14 13 17 Ay /21 17 14 16

A= Ay |20 12 15 11 |, B= A| 19 16 14 12
A3 \ 18 14 16 13 A3 \ 23 18 10 15

Koauuuna npodamux apmurana y oba 0ana 00208apa MAMPUYY

46 31 27 33
C=A+B=1[39 28 29 23
41 32 26 28

W3 nedpuunnuje cabupama MaTpuULa UPEKTHO CIEIN Oa y CKyIy S CBUX
MaTpula TUla M X n Basxke cieneha cBojcrTsa:

1. A+ B =B+ A (koMyTaTuBHOCT),

2. (A+B)+C = A+ (B+ () (aconmjaTuBHOCT),
3. A+ O=0+ A=A,

4. A+ (-A)=(-A)+ A =0, rze je —A = (—ayj).
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Teopema 3.1. Axo je S ckyn ceur mampuya ucmoz muna, maoa je CMpyKmypa,
(S,4) Abeaosa zpyna.

JIOKA3. 36up nBe MaTpUIE je MATPUIa UCTOT TUIa, cabupame je acoluja-
TUBHO X KOMYTATUBHO, HYJIa MaTPUIlA j€ HEyTPAJIHU €JIEMEHT, & 33 MaTPUILy
A € S unBep3Hu enement je cynpomua mampuya —A. Ilpema Tome, ucmy-
BEeHU Cy CBU yciyioBu 3a AGenoBy rpymy. B

Ersucrennuja cynpoTHOr esieMeHTa y OOHOCY Ha cabupame omoryhasa
yBoheme omepamnuje omysumama MaTpuna y cKymy S.

Hedpununuja 3.5. Heka je A= (aij)mxn 4 B = (bij)mxn. Pazauka mampuya
A u B, y osnayu A — B, je mampuua C' dama ca

C=A+(-B).

MHuoxeme MaTpuIie CKaJIapoM

Enemente A, i, ... moma K 30BeMO ckasapu.

Heduannuja 3.6. [Ipouszeod mampuye A = (Gij)mxn U CKAAAPA N je MAMPUYQ
B = (bij)mxn, 20€e je bjj = Aa;j 3ai=1,.... muj=1,...,n.

3a npousBox ckanapa A u Marpune A kopuctumo o3Haky A- A mim \A.
Ounrnenso na je 0-A=0u (—1)- A= —A.

Teopema 3.2. Axo cy A u B mampuye ucmoz muna, a \ u [t cKarapy, maoda
eamucu:

1.1-A=A,

2. (M)A = A(pA),

3. AN+ u)A =X A+ puA,

4. M(A+ B)=)A+ \B.
Joka3. Cee HaBemeHe 0cOOMHE HENOCPENHO Mpou3Mia3e 13 oArosapajyhmx
ocobuna omepamuja cabupama u MHOKema vy moasy K. W
MHuoxkeme MaTpuIa

IIpowmsson marpuna A n B nedunume ce caMo ako Cy OHE €a2AacHe, OTHOCHO
ako je 6poj rosnona marpure A jemnar Gpojy BpcTa mMarpuie B.

Heduanmuja 3.7. 3a caznacne mampuve A = (aij)ixm ¥ B = (bij)mxn npo-
u36800 A - B je mampuya C = (¢ij)ixn, 20€ je

m
Cij = E ikbr;
k=1

sai=1,...,luj=1,...,n.
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Enement c;; je 30up mpomsBogja eileMeHaTa i-Te BpcTre Marpune A u
omrosapajyhux ememenara j-te kosoHe marpure B. 360r Tora ce kaske ma
je oH moOujeH MHOKeHmeM i-Te BpcTe MaTpuie A ca j-TOM KOJOHOM MaTpUIle
B. Ha Caumu 3.1 npukasaHa je meMa padyHama eJeMeHTa C;j.

Ciuxa 3.1. Cij = a“blj + aigbgj + -4 aimbmj

IIrpuMEP 3.3.

2 -1 3 0 13 €11 C12
1 2
1 -2 4 1 0 3 = [C21 C22] ,
0 3 5 —1 1 1 C31 €32
20e je

ci = 244+ (=1)-143-040-(-1)=7
ci2 = 2-(=3)+)—1)-2+3-3+0-1=1
Co1 = 1-4+(—2)-1—|—4-0+1'(—1):1
Coy = 1'(—3)—1—)—2)'2—|—4'3+1-1:6
c31 = 0'4+3-1+5'0+(—1)'(—1):4
C3p = 0-(—3)+3'2+5'3+(—1)'1:20.

ITruMeP 3.4. Y ckaaduwmy S1 Haaasu ce 10 xomada apmukaa Ay, 7 xomada
apmuxaa Ay u 5 komada apmuxaa As, dox cxaaduwma So u S3 cadpace pe-
dom 6, 8 u 10, onocro 4, 7 u 9 Komada muxr apmurasa. Axo je yena npeoe
apmuxaa 120 dunapa, Opyzoz 80, a mpehee 180, xoauka je ykynHa epednocm
YCKAQOUWMERUT APMUKAAQ Y 00HOCY HA CE8AKO CKAGOUUIMNE NOJEOUHAUHO !

Pememe. Cmawe zanruzra moxmcemo npuxazamu mampuyom A, a uene ap-
muxana mampuyom B, z0e je

107 5 120
A=1]6 8 10|, B=|80
47 9 180

Yrynna epednocm ycrkaaduwmeHuT npousgooa no ckaaduwmuma S1, So u Ss
oopehena je esemenmuma Mampuye

10 7 5 120 2660
C=AB=|6 8 10| | 80| = [3160
4 7 9 180 2660
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Matpuny A tunma m X n je moryhe MOMHORUTU MaTpunoM B ca jese
U ca OecHe cTpaHe caMoO ako je B marpuma tuma n X m. Y TOM CIydajy
nedurrcanu cy npousBonu AB u BA. OBu npousBoau Cy yBeK Ie(UHICAHI
3a KBaJpaTHE MaTpPpHUIE UCTOT THUIIA.

1 4 0
3 2 11 3 5
AB_L 4]'[0 1]_[1 5}’
11 3 2 4 6
BA_[O 1]'[1 4]_[1 4]
IIperxomuu npuMep yra3yje Oa omepalija MHOMKEHA MATPUIA HUje KO-

MyTaTUBHA. Y KOJUKO 3a Heke marpurie A u B Bagku AB = BA, Tana
Ka;KeMO N1a OHE KOMYMUpajy, OMHOCHO Na Cy KOMYMAMUSHE.

ITrumMmEP 3.5. Axo je A = [3 2} u B = [1 ﬂ, mada je

CBojcTBa omepalyje MHO:KEHa MAaTPULIA NATA CY V HAPETHO] TEOPEMU.

Teopema 3.3. Axo je A mampuya muna m X n, mada y3 NPemnocmasry ca-
2AACHOCTIU MAMPUYA 8ANCU:

1. (A-B)-C=A-(B-C) (acoyujamusnocm),
2. A-(B+C)=A-B+A-C (ducmpubymuenocm),
3. A-E,=E, -A=A.

JlokAa3. Ilokas ocobume 1. mat je y lomarky, ocobuna 2. jemHOCTABHO
cleny 3 NUCTPUOYTUBHOCTU MHOMKEHA y OTHOCY Ha cabupame peasHuX
O6pojeBa, OOK ocobuHA 3. cilIeou AUPEKTHO U3 AePUHUIMjEe MHOXKEHa Ma-
Tpura. W

W3 oBe Teopeme u cBojcTaBa cabupama MaTpuna cienu TBpbheme.

Teopema 3.4. Cxyn ceur xk6a0pamHUT MAMPUYQ UCMOZ P CA ONEPAUUIAME
cabupama U MHOACEDA MAMPUYQ je NPCEH CA JEOUHUYOM.

Crenen maTpune

Y CKymy KBagpaTHUX MaTpUIa He(UHUIIE Ce U CTEelleH MaTPUIE.
Hepuaunuja 3.8. Axo je A xeadpamna mampuya, mada je
AY=F, A'=A, A"=A"1.4

aan=23,....
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Teopema 3.5. Axo je A xeadpammna mampuya, a m u N npupodnu bpojesu,
maoda je

1. A™. A" :Am+n7
2. (Am)n = Amn,

JToka3. Iloka3 cBojctBa 1. ce M3BOAM METONOM MaTEMAaTUUYKe WHIYKILjE
mo, Ha mpuMep, n. VI3 nepmHumuje creneHa cienu na je

AT AL = AT A= AT

na TBpheme Baku 3a n = 1. V3 mpermocraBke na TBpheme Baxku 3a 7N,
OMHOCHO 1a je

Am . An — Am+n
cilenu ma je
Am-AnJ'_l — Am(AnA)
(A™. A™) - A

Am+n . A
m+n—+1
A ;

na TBpheme Baxku u 3a n + 1. Cumuno ce mokasyje u csojcrso 2. M

1 2
aAHaA020H TPUMED He nocmoju Yy ckyny R.

ITpumEP 3.6. 3a mampuyy A = [2 :4} je A2 = O, uaxo je A # O. Hapaeno,

1 dl" 1
IMpuMeP 3.7. Jloxazamu da je [0 ﬂ = [0 nla] , 20e je a peaaan 6poj, an
npupooar 6poj.

Pememe. 3a n = 1 mephewe je owueaedno mauno. Uz npemnocmasre da
je mephewe mauno 3a Hexko n € N caedu

E S N R A R R H R

wmo 3navu 0a je mauno u 3a n + 1. Ha ocnosy npuHuuna mamemamure
undyxyuje mephewe je mauro sa caaxo n € N.
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TpaI—ICHOHOBaH:)e MaTpune

Omnepanuja TpaHCIOHOBaWka je HPUMED YHApHE oOIepaluje y CKyOy Ma-
TpHUIa.

Hedurunuja 3.9. Mampuuy AT dobujeny usz mampuye A samernom epcma
00z208apajyium KoAOHAMAE HAZUSAMO MPAHCTLOHOBAHOM MAMPULOM Oame Ma-
mpuye A.

3a A = (aij)mxn UMaMO Ia je AT — (@ji)nscm-

Teopema 3.6. Onepavuja mpaHcnorosama Mampuya uma caedeha ceojcmeaa:
1. (AT = A;

. (AT = \AT;

3. (A+B)T = AT + BT;

4. (AB)T = BT AT,

N

Joka3. Csa tBphema Teopeme crnene u3 mepuHUNNje TPAHCIOHOBAHE Ma-
Tpuile u cBojcraBa omrosapajyhwux omepanuja. W

Y pa3HuUM DpuMeHaMa MaTPUUYHOI padyHa cycpehy ce kBagpaTHe Ma-
TpUIle KOje nMajy nmocebHaA CBOjCTBA V OMHOCY HA CTEIMEHOBAIE U TPAHCIO-
HOBambeE.

Hepurunuja 3.10. Keadpamna mampuua A je cumempuuna axo je AT = A,
kococumempuuna axo je AT = —A, opmoeonaana axo je ATA = E, nuano-
menmua axo je A™ = O 3a nexo m € N, udemnomenmna axo je A2 = A, a
uneosymuena axo je A2 = E.

cosp singp
—sing cosy
Hexa cy xg u yo xoopouname mavke M y npasoyzaom xo0p0uHamHoM cucmemy
zOy, a () u Yy, Koopouname me ucme mavke y Koopounammom cucmemy 'Oy’
Koju je dobujen pomayujom roopounammnoz cucmema xOy 3za yeao ¢ (Cauka

/
3.2). Moxce ce doxaszamu Oa je [:U?] =A- [:UO}

ITrumEeP 3.8. Mampuuya A = [ ] je opmozonanna jep je ATA = E.

Yo Yo
Y
yl
Yo
!
y/ f
0 % xO
2 x
O xQ

Cimmka 3.2. Poranuja koopauHATHOr cucTeMa
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3.2 JlerepMuHaHTE

3a nmedpuHMCAmE NETEPMUHAHTE IPOUW3BOJPHOI pena KopucTuheMo mojaMm
nepmyranuje ckyna {1,2,...,n} roju je yBemen y I'maBu 2. Osgne hemo
yKa3aTU Ha jOII HEeKa CBOjCTBa mepMmyTaliuja, Oyayhu ma ce ma muma 3ac-
HUBAjy MOKA3W OCHOBHUX CBOjCTaBa NeTEPMUHAHTU.

IlepmyTanuje ckyma {1,2 ... n}

Hapenuna nedpuuunumja nmepmyramnuje carjiacHa je HmOjMy IepMyTaluje KOju
cmo kopuctuian y ['masu 2 (Onmemar 2.4).

Hebunnannuja 3.11. Hepmymayujom o cxyna S = {1,2,...,n} nazusamo bunro
xojy ypeheny n-mopxry (01,02,...,0y,) Y K0joj ce ceaku eaemenm ckyna S no-
jasmyje mauro jedHoM.

Heka je P, ckyn cBux mepmyramuja ckyma {1,2,...,n}, npu uemy je
nepmyTanmmja (1,2,...,n) ocHOBHa u Heka je 0 = (01,09, ...,0,) HEKa OpPyTa
IepMyTaluja TOr CKyIa.

ledununuja 3.12. Axo y nepmymayuju o 8axwcu o; > 05 3a i < j, onoa
eAeMeRmu 0; U 0; 006pasyjy jeony uneepaugy.

Ha npumep, y nepmyramuju (2,3,1) ckyna {1,2,3} enementu 2 u 1, kao
u enemenTu 3 u 1 ymnHe mHBep3uje. Y mepmyramuju (n,n — 1,...,1) ckyma
{1,2,...,n} cBaka nBa eNeMeHTa Cy y MHBEDP3U]U.

Heounmaunuja 3.13. Ilepmymayuja o je napra axo je ykynaw 6poj uneepauja
Inv(o) y moj napan, a nenapna axo je Inv(o) nenapan 6poj.

Ha npumep, 6poj unBepsuja y nepmyranuju (3,4,1,2) ckyna {1,2,3,4}
je 2+ 2, ma je oma nmapua. bpoj maBepsuja y nmepmyramuju (n,n —1,...,1)
ckyma {1,2,...,n} je
n(n —1)

n—l4n—2+-4l=—"—,

a IapHOCT IepMyTanuje 3aBUCK o1 mapHocTu Gpoja n(n —1)/2.

Teopema 3.7. Axo y 0amoj nepmymayuju 08a eaemenma 3amene mecma (u3ep-
uLle MPAHCNOZUYUTY), NEPMYMAYUIAE MEBA NAPHOCTN.

JIoKA3. Ako nBa cycenHa eeMeHTa 3aMeHe MecTa, Opoj MHBeP3Uja Ce Mema
3a 1 (ymamyje ce 3a 1 ako cy 6unu, a yBehasa ce 3a 1 ako Hucy 6umnu y
VMHBEP3Uju), Ia Ce€ MEHha U MapHOCT.

Axo mameby enemenara koju Memajy MecTa uMma k OPYTUX ejeMeHATa,
OHU MOr'y Ha 3aMeHe Mecta ca 2k + 1 tpancmosunuja ckyna {1,2,...,n}. B
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Teopema 3.8. Heka je 0 = (01,...,04,...,0,) dama nepmymayuja ckyna S u
nexa je 0’ = (01,...,0i-1,0i41,---,0n) nepmymayuja cxyna S \ {o;} dobujena
u3 dame uzocmasmamwem eaemenma o; = j. Taoda je

(_1)Inv(a)+Inv(U’) _ (_1)i+j.

JokA3. Axko je o = (04,01,...,0i-1,0i+1,-..,0,) IepMyTannja D0OUjeHA U3
nmepMyTaliije 0 TaKO ITO je eJeMEHT 0; MEHao MeCTa Ca CBAKUM KOjUu MY
nperxonu, oupa ce 6poj Inv(o) memao i — 1 nyra. To 3Haum na cy 6pojeBu
Inv(c) u Inv(c¢”) ucre maproctu ako je i — 1 mapan 6poj u na cy pasamyure
MMapHOCTU aKo je ¢ — 1 HemapaH 6poj. IIpema Tome, Baxku

(_I)Inv(a)—i-lnv(a”) _ (—l)i_l. (3.2)
Axo cama y mepmyTamuju ¢’ m3ocTaBUMO NpPBU YJaH, HOOMjaMo IepMyTa-
mujy o’ 3a kojy je
Inv(c") =Inv(c") —j+ 1 (3.3)
(6poj mHBep3Uja ce yMAWmUO 33 OHOJIUKO KOJIMKO MMa OpojeBa Mamux Of j,
omHocHO 3a j — 1). U3 jemmarkoctu (3.2) m (3.3), mmajyhwu y Buny na je
(—1)"7 = (=1)""J, mobujamo TBpheme Teopeme. M
Tspbeme Hapenne Teopeme omHOCHU Cce Ha MHBEP3He HepMmyTanuje (Bu-
netu Onemak 2.4 Ha crpanu 19).
Teopema 3.9. Mehycobro unsepsne nepmymayuje umajy jeonax 6poj uneep-

3uja.

Ilora3 oBe TeopeMme ce moxke Hahwm y [15].

Ilojam merepMuHaHTE

Hera je M, ckyn cBuxXx KBaApaTHUX MaTPUNA pena N Ca €IeMEHTUMa U3
cryma R.

Hedumuunuja 3.14. Ilpecauxasamwe det : M, — R damo ca
det(4) = Y (-1)"™Dayy a5, - ane,, (3.4)
CTGPn

20e je A = (a;j)n € My, nasusa ce demepmunarma. Cauxa mampuye A npu
mom npecaukasamy je demepmunanma mampuye A u oznavasa ce ca det(A)
uau ca |Al.

IleTepMuHaHTY KBaOpaTHE MaTpUIE pena N HA3UBAMO NETEPMUHAHTOM
Nn-Or pena U 3aMUCYjeEMO Ca

all al2 oo Q1p
agl a2 o Qon

Al =

Gpl QAnp2 ... dnn
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ITojmoBu enemenm, epcme, xoaone, dujaeonana demepmurarme nePUHUILY
ce mcTO Kao 3a kBangparHy Mmarpuny A. Marpumna A je pezyaapma aro je
|A| # 0, a y IpoTUBHOM je cuHzyaapHa.

Henocpenso u3 mnepununuje neTepMUHAHTE CIENe U3PA3U 33 PaUyHAHmE
JeTepMUHAHTHU IPBOT U APYror pena. 3a MaTpuiy A IpBOT pela MMaMO
na je |A| = |a11| = a11. Aro je marpuna A mpyror pema, oHma y jen-
HakocTH (3.4) 30up Ha OEeCHO] cTpaHuM MMa qBa cabupka (mocToje camo mBe
nepmyTtanuje ckymna {1,2}), ma je

11 Q12

a
4=
21 Aa22

= 411022 — 412021

Y cnyuajy marpurne A tpeher pena umamo 36up onm mect cabupara jep To-
auko uMa mnepMmyTanuja ckyna {1,2,3}. Bomehu pauyna o 6pojy nasepsuja
y CBaKOj OX TUX HmepMyTanuja, u3 jemnaxoctu (3.4) mobujamo na je

|A| = @11Q22a33 — 011023032 — 12021033 + @12023031 + A13A21a32 — 413022031 -

ITpuMEP 3.9.

2 3 -1
4 1 2|=-6-44+36-6—-4—-1=15.
-1 1 -3

Cabupnu y mspasy 3a merepMuHaHTy Tpeher pema Mory ce mobutu u
nomohy Capycosoz npasusa. OHO ce cacroju y cinemehem. IlerepMuHanTU
ce ca HecHe CTpaHe IOINUINY H-eHe IpBe IBe KOJOHE.

ailp a2 aiz|ailr a2
21 a2z Aa3| a1 422
aszyp azz2 agz|azr as2

3aTuM ce m3pavyHajy IPOMU3BOIM €jieMeHAaTa Ha JIaBHO] AWjaroOHAJIU U OBE
OujaroHalie \oj mapaJienane. Takole ce m3pauyHajy W IPOU3BOIU €JieMe-
HaTa Ha CIOPENHOj NWjaroHAJU U HKOj IapaJielHe NBe OUjaroHalie, ajul ca
Npen3HaKOM MUHYC. BpemHocT meTepMUHAHTE jeNHAKA je 30upy m3pady-
HaTux npousBona. llpmmenom CapycoBor mpaBumia 3a OETEPMUHAHTY K3
[Tpumepa 3.9 nobujamo uctu pesyarar (cabuprnu cy y IpyroM penociery)

2 3 -1 2 3
4 1 214 1=—6-6—-4—-1-4436=15.
-1 1 -3-1 1

IIpema Heduaumuju 3.14 det(A) je 36up ox n! cabupaka, mpu yemy
CcBaku cabupak CaAp:KU IPOU3BOM 71l ejleMeHaTa JeTepMUHaHTe (13 CBake
BPCTE U CBakKe KOJOHE TauHO 1o jenaH). Cabupak ais, a2y, - * Ung, MOMKEMO
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OpeypemuTu y OBIUK Gr10r,2 - 0r,n (KOMyTaTHMBHOCT MHOkEHA). llpm
TOMe je mepMyTanuja T WHBep3Ha mepmyrauuju o, na je Inv(r) = Inv(o).
IIpema Tome, Baxu

|A| = Z (_1)IHV(T)‘1T11(1722 ©Qryn-
TEPn

OcHoBHa cBOjCcTBa NeTEPMUHAHTU

Teopema 3.10. Bpednocm demepmunanme ce He MeEBA MPAHCNOHOBATBEM M-
T| _
mpuye, |A'| = |A|.

JIOKA3. 3a A= (aij) n AT = (bm) je bij = aji, Ia je

AT = (O b b,
TEP,
= Z (_1)IHV(T) Q17 Q27 ** * Onry
TEP,
~ AL m

IIpema ToMe, cBe mTO Basky 3a BPCTe, BAKU U 32 KOJOHE NETEPMUHAHTE.
36o0r Tora cy HapemHa CBOjCTBa MCKa3aHa CaMO 3a BPCTe.

Teopema 3.11. Axo ce jeona epcma mampuue A nommoncu bpojem A, dobuja
ce mampuya B 3a xojy je |B| = A|A|.

JTokA3. AKo je i-Ta BpCcTa IOMHO:KEHA ca \, Tala je

B = Z(_1)Inv(g)ala1"'()\aiai)"'anan
O'GPn
= AA|. =

HpeTXO,lIHO CBOjCTBO MOKE Oa Ce€ 3allvIlIe Kao

a1 a12 e A1n ai;p a2 ... Qin
)\CLil )\aiz .o )\am = a;1 ;2 N 0 770
an1 an2 e QApn anpl AaAp2 ... Qpp

CroenujasiHO, aKO Cy CBU €JIEMEHTHU ¢-T€ BPCTE jeTHAKU HYJIW, BPETHOCT
meTepMUHAHTE je Takobhe jemHaka HYJIU.
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Teopema 3.12. Axo y demepmuranmu dee epcme 3ameHe MeCma, 0emepMu-
HAHMAG MEDBA 3HAK 300pHcasajyhu ancoaymmuy epedrnocm.

JToxA3. Heka je B marpuna nobujeHa 3aMeHOM i-T€ U j-T€ BPCTE MaTPUIlE
A. Y cBakom cabupky 3a |B| el1eMenTu ais, U jy; Cy 3aMEHUIA MeCTa, MTO
3HauM na Opoj mHBep3uja Mema mapuHocT. lIpema Tome, cBu cabupnu cy
IpPOMEHWIN 3HaK, na je |B| = —|A|. B

Teopema 3.13. Axo cy eaemenmu i-me epcme mampuuye A damu y obauxy
3bupa

agj :agj—i—ag'j, i=12,...,n
u axo cy A" uw A” mampuue xoje ce dobujajy uz A maxo wmo ce y i-moj epcmu

" -
AT mada je

Al = |A"| +|A"].

ENEMEHTNU Q5 3AMERE p600M ca (I;

Jloka3. Ha ocHOBY meduHUIMje meTepMUHAHTE je

Al = Y (=)™ Dayg, - (al,, +al,) - an,
og€P,
= Z (_1)IHV(U)a1m e a;oi S lpg,
€p,
JZ (=)@, - al, - ane,
= Uj{l |A”|. |

[Mocaenune oBux tBphema cy u cnemehia cBojcTa.
Teopema 3.14. Bpednocm demepmurnanme mampuue A jeonaxa je nyau axo:

1. mampuya uma ose jednaxe epcme;
2. Mampuya uma 08e NPONOPYUOHAANE 8PCME;

3. jeona epcma mampuye je AUHEAPHA KOMOUHAUUJQ OCMAAUL 8PCMA.
Joka3. 1. 3amenom mcrtux Bpcra nobujamo jemmakoct |A| = —|A| u3 koje
caemu |A| = 0.

2. Axo je )\ Koe(UIMjeHT TPOMOPUMOHAJIHOCTYU IBE BpPCTe Marpune A,
ouna je |A| = A\|B|, roe marpuna B uma nse ucrte Bpcre. OG3upom na je
|B| =0, To je u |A| =0.

3. Hexa je, ompebenoctu pamu, y marpumu A mpBa BpcTa JUHEapHA
KOMOMHAIMja OCTAJMUX,

n n n
an =Y Mlrt, @12 =Y Mla, ooy Gin = > Nplpn.
k=2 k=2 k=2
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Tana je
ags1 a2 oo Qop ap1 Ap2 ... Qpp
a1 a2 ... Q2pn az; a2 ... Qa2p
Al=xa| T
an1 AaQp2 ... QGpn anl Ap2 ... Qpp

Kako cBaka oJ] meTepMUHAHTU y TOCJeqmeM 306Upy MMa [0 [Be jeIHake
Bpcre, 1O je |A|=0. W

Teopema 3.15. Bpednocm demepmunarme mampuye A ce me memwa axo ce
HEKOJ epcmu Mampuye 0006 AUHEAPHE KOMOURAYUUJA OCTNAAUL 8DCTMA.

Joka3. Heka je, ma mpumep, npsoj Bpctu Marpuie A momara numeapHa
KOMOUMHAIMja OCTAJMX BPCTa U HEKa je Tako mobujena marpunma B. Tama

je
n n n
ai + E Akag1 a1z + § AkQr2 ... a1p + E AkQkn
k=2 k=2 k=2
|B‘ = asy ano N aon
an1 an2 s Ann
n n n
E Akl § AkQg2 ... E AkQkn
k=2 k=2 k=2
= |A|+ as1 a2 - asnp
anl an2 cee Ann

Kako je, npema mpeTxoIHOM CBOjCTBY, APYyra AETEPMUHAHTA y OBOM 306upy
jemnaka Hyau, To je |B| = |A|. B
Caeneha Teopema maje joIn jeqHO BasKHO CBOJCTBO HETEPMUHAHTH.

Teopema 3.16. Axo cy A u B xsadpamne mampuye ucmoz peda, maoda je
|A-B| = |A]-|B].

Iloka3 oBe Teopeme Moske ce Hahu y [13].

Pazsnarame nerepMuHaHTE
Heka je A = (ai;) kBagpaTHa MaTpuIa pena n.

ledunvmuja 3.15. Munop M;; eaemenma a;; mampuye A je demepmurarnma
MaMPUYEe Koja ce 000Uja U30CMaBHATBEM I-Me 8PCME U J-Me KOAOHE MATNPUYE
A. Eogaxmop uau anzebapcru xomnaemenm A;j enemenma a;; mampuye A je
bpoj A;; dam ca
- IS
Ajj = (1) M.
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CarsmacHO mepUHUNN]Y TeTePMUHAHTE je

ail e atj—1 a1,5+1 e A1n
o |%-11 s Gi—1,5-1 Qi—1,541 ... Gi—1pn
M;; =
ai+1,1 --- Ai4l5-1 Q41541 -+ Aitln
an1 e amj_l an,j+1 NN QApn,
o Inv(o’
- Z (71) ( )alai T ai—lagilai—i-laqf+1 ©Qpol s
o'€Pn_1
rae je P,y ckyn cBux mepmyrtanmja ckyma {1,...,5—1,7+1,...,n}.

ITomohy mMuHOpPa, omHOCHO KOdaKTOpa, padyHaAMme NETEPMUHAHTE N-TOL
) b
pela Moke ce CBECTH Ha padyyHame 1 AeTepMuHaHTH (n — 1)-BOr pena.

Teopema 3.17 (Jlanmacos pa3Boj merepmunante). 3a ceako i = 1,2,...,n
eaxncu
n
|A] = anAit + a2l + -+ ainAin = Z a;jAij. (3.5)
j=1

3a mora3 TeopeMe BumeTu JlomaTax.
$opmynom (3.5) mar je pa3Boj meTepMUHAHTE IO i-TOj BpcTu. IloTmyHO
aHAJIOTHO MOKe ce MOOUTU Pa3BOj HeTEPMUHAHTE IO j-TOj KOJOHWU,

n
Al = Zaiinj (3.6)
i=1
3a 6mio koje 7 =1,2,...,n.
IIpuMEP 3.10.
1 2 3
4 5 6|=1- 5 0 -2 16 +3- 45 =—-3+12-9=0.
78 9 8 9 79 78

Y mpeTxomHOM IPUMEPY je pa3BOjeM IO MPBOj BPCTU padyHAIE OeTep-
MuHaHTe Tpeher pema cBemeHO Ha pauyHAWmE TPU NETEPMUHAHTE IPYTOT
pena. JacHo je ma je uzbop BpcTe (KOJIOHE) IO KOjOj ce pasBHUja NeTepPMU-
HAHTa UpeJIeBaHTaH (3a caMy BpemHOCT merepMmunante). Hmak, uzbopom
BpcTe (KOJIOHE) KOja Canp:Ky U3BEeCTaH Opoj Hyla, Y Pa3BOjy OeTEPMUHAHTE
usberaBa ce pauyHame HEKUX NETEPMUHAHTU HIDKETr pela.

ITpuMmEP 3.11.
; g 111 _(1) 11 -1 11 -1
=313 5 —2[—(-1)-12 4 0/=3-15+1-12=05T7.
3 -1 5 =2 6 9 3 6 9 3
6 09 3
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Kopumhemem JlanmacoBor pasBoja m ocobuHa NeTEPMUHAHTHU, Pady-
Hame NeTEePMUHAHTE N-TOI Pena MOXKe Ce CBECTU Ha padyHame jenHe ne-
repmunanTe (n — 1)-Bor pena. Ha npumep, ako ce y IpeTxoIHOM IpUMEpY
eleMeHTIMa Apyre, Tpehe m yeTBpTEe BPCTE HETEPMUHAHTE NONAJy OICO-
Bapajyhu esemenTu npBe BpCcTe IPETXONHO MOMHOMKEHU DENOM ca —2, —3
u —6, a 3aTUM Ce HeTEpPMUHAHTA Pa3BUje IO IPBOj KOJOHU, Hobuja ce

1 01 -1 |1 01 -1
2 34 0 [0 32 2__?3?_57
3 -15 =270 -12 1" o 170
6 09 3 [0 03 9

OBaj mocTynak je HapoUnTO MOTrOJaH 33 PaUyHame NeTEPMUHAHTY BUIIET
pema. 3a pauyHame meTepMuHaHTU Tpeher pena MoOKe Ce KOPUCTUTU U
CapycoBo npaBuio.

Y JlanmacoBoMm pa3Bojy HeTePMUHAHTE CBaKWU €JIEMEHT «;; TOMHOKEH je
KopaxkTopoM A;;. Y ImpuMeHaMa NEeTEePMUHAHTU OJi MHTEpeca Cy U M3pasu
y KojuMa je koparTop A;; 3aMemeH KopakTOpoM oaroapajyher emementa
Heke Apyre Bpcre (kosoHe). O ToMe TrOoBOpU HapemHa TeopeMa.

Teopema 3.18. 3b6up npoussoda eaemenama nexe apcme demepmuranme D =
det(A) u xodaxmopa odzosapajyhur esemenama neke Opyze epcme jeOHak je
HYAU,

ZaijAkj = 0, k 7é 1.
J=1

JToka3. Heka je D merepMmunanTa mobujeHa u3 meTepMuHaHTe [) 3aMeHOM

k-te Bpcre (k # i) enemenTuma ci,c,. .., Cp,
aij; aip ... Qin
a1 a2 Qin
D =
C1 Co NN Cn
Anl Qnp2 ... Qpp

n
Tanma je Dy = chAkj jep cy rodarTopu enemeHara k-Te BpPCTe IeTep-
j=1
vusaETI D n D jemmakm. CnemmjanHo, ako je ¢; = ai; 3a j = 1,...,n,
nerepmunanTa D nvahe jennake nBe BpcTe, IITO 3HAYU 1A j€ HEHA BpPEI-
HocT jenuaka Hysu. H
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JaCHO je Ja aHaJIOTHa OCO6I/IHa. BayKlI 1 3a KOJIOHE,
n
E a;jAi, =0, k#j.
=1

Pesyaratu Teopeme 3.17 u Teopeme 3.18 mory ce, Ha mpuMep 3a BPCTE
JETEPMUHAHTU, 00je IMHUTU Y OOJIUKY

a1 Ap1 + apApa + -+ ainApn = {0
OIOHOCHO
a1 Ag1 + aipAgo + -+ - + i Agp = 0D

uau kpahe

Z aiAjr = 0ij| Al
=1

rae je 0;; Kponekepos cum6ou (Bumern (3.1)).

HamomeruMo na mocToje U alTepHATUBHUA IPUCTYIH JeGUHUCAKY HOjMa
merepMmunanTe. Ha npuwmep, y [16] merepmunanTa ce neduHume pekyp3uBHO
nomohy JlammacoBor passoja mo npsoj Bpctu. 3a marpuny A = (a;;) pena
n =1 je det(A) = ai1, nok je 3a n > 1

det(A) = Z alelj,
j=1

opu demy je Ay = (—1)1+j det(K1;), rme je Ki; ¥KBagpaTHa MaTpUIa pena
n — 1 Koja ce mobuje m3ocTaBibameM IPBE BPCTE U j-Te KOJOHe MaTpuie A.

3.3 UVHBep3Ha maTpuna

IIpe me¢punnnuje nEBEp3HEe MATpUIlEe HajeMO NeGUHUIM]Y adjyHTOBaHE Ma-
TpuUIe.

A njyaroBana marpuna

Hexa je A kBazpaTHa MaTpuia u Heka Cy A;j HBeHI KOYaKTOPH.

Heduannuja 3.16. Mampuya cof A = (A;;) ce nasusa xogaxmop mampuya
mampuye A, a mampuya adj A degunucarna ca

adj A = (cof A)T

Ha3usa ce adjynzosana mampuya mampuye A.
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IIpema ToMme,

A Ao - Am

) Ap Agp oo Apo
adj A = ) ) .

Aln A2n e Ann

Teopema 3.19. Axo je A xeadpammna mampuya peda n, mada je
A-(adjA) = (adjA)- A= |A|E. (3.7)

JIloka3. Ako je C =A-(adjA) u C = (¢ij)n, Tana u3

n
Cij = ZaikAjk = | Aoy
k=1

caemu na je C' = |A|E. Canuno je u 3a npyry jemmaxoct. B

JlepuHUNUja MHBEP3HE MaTpUIE
3a KBaIpaTHE MATPUIE CE YBOIU IOjaM MHBEP3HE MAaTpPUILE.

Jedbunaunuja 3.17. Axo 3a xeadpamny mampuyy A nocmoju mampuya X
makea 0a je

AX = XA=E,

3a mampuyy X xaxcemo 0a je ungepsna mampuya mampuye A. Yobuuajena
o3naxa 3a uneepany mampuuy je AL

U3z Nedumunuje 3.17 u Teopeme 3.16 cremu ma je |A||A™1| = 1, mro
smaun ma je |A| #0, |[A7Y| #0u |A7Y = 1/|A|. IIpema Tome, MaTpuna Koja
UMa WHBEP3HY je peryJapHa. Jlakie, peryjiapHOCT Marpuie je morpeban
yCJIOB 3a ImocTojame mene unBep3ne marpune. Crnenehe tBpheme norasyje
7la je Taj yCJOB M AOBOJhAH.

Teopema 3.20. Pezyaapra mMampuya uma jeduHcmeeny uH8eP3nYy Mampuyy,
npu yemy je

. adj4
A= 2948
| Al

Joka3. U3 jemnakoctu (Teopema 3.19)
A-(adjA) =(adjA)- A= |AIE
cienu
adjA  adjA
Al Al

A=E,
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IITO 3HAYU Ja je y NeUHUNIN)U MHBED3HE MaTpUIle

adj A
X=—
|Al

Ako mpeTmocTaBUMO Oa MOCTOje OBe MHBep3He Marpune, X u Y, Tana u3s
jemmakocty A X =F uYA=F cnemu na je YAX =Y u YAX = X, ma je
X=Y. 11

ITpuMEP 3.12. Hexa je

3 —4
A=12 -3 1
3 =5 -1
Taoa je |A| = —1 #0,
-3 1 2 1 2 =3
An ’_5 _1' 8 A12——‘3 _1‘ 5 A ‘3 5‘— 1
-4 5 3 95 3 —4
Agl——‘5 1’——29 A22—‘3 _1‘——18 Aoz = ‘3 _5‘ 3
—4 5 3 5 3 —4
T IR B I
Ilpema mome,
1 -8 29 -—-11
Al=_—".adjA=|-5 18 —7
|4 1 -3 1

CBojcTBa MHBEpP3HE MaTPUIIE

Teopema 3.21. Axo cy A u B pezyaapne mampuye, mada je:
1 (ATHT = (A"
2. (AB)"l!=B"1A7L;
3. (A"~ = (A1 3an € N.

Ioka3. 1. Cmemn u3 (AA™NT = (AHTAT u AA~ = E.

2. (AB)(B7!A™Y) = A(BB YAl = AEA™' = AA™! = E. Cimumo je
(B'A 1) (AB) = E.
3. Caemu u3 2. H

3a perymapuy martpuny A moske na ce me¢uuume m cremeH A™" 3a
npuponaH 6poj n Ha cienehwu HauwH:

AT = (A",
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Marpuuse jemHauMHE

Jenmnaumne y KojuMa ce y yJIO3U HEMO3HATE MOjaBJhy]y MAaTPUIE HA3UBA]Y
ce mampuune jeonawure. OBme he OuTu pasmMaTpaHa OBa OCHOBHA TUIIA
Marpuunux jemmaumua, AX = B u XA = B, rne cy A u B mare, a X
HEII03HATa MATPUILA.

Axo je A perynapma maTpuma, oHmga je

X=A"'B
pememe MaTpuuHe jemnaunne tuna AX = B. 3awncra,
AX = A(A™'B) = (AA")YB=EB=B.

Ha cnuuan Haume Moxe ce mpoBeputy na je X = BA™! pememe marpuune
jenmauune XA = B.

IIpuMeP 3.13. Jama je mampuyuna jeoravura B ﬂ - X = [? g} . Osoe je

12 56 o 1[4 -2
A_[s 4}’ B‘[? 8]’ A= 2[—3 1]'

Pewemwe dame mampuune jednavune je

1[4 =21 [5 6 -3 —4
—Alp—_Z . =
R 1R R R ]

Hamomenumo ma ce pemaBame MaTpuuHe jemHauune obmuka XA = B
MO’K€ CBECTHU Ha pemaBame jemmauune obauka AX = B. Hauwme, jenmauuna
XA = B je ekBUBaJIEHTHa 'TPAHCIIOHOBAHO] jeTHAYMHUI

ATy = BT,

rae je Y = XT. Tarobe, HEeKM CIIOMEHUJU TUIOBU MATPUYHUX jeTHAULHA
ce MOr'y cBecTH Ha jemnauune obimka AX = B umu XA = B.

ITrumepr 3.14. Jlama je mampuuna jeonavuna XA — 2B =2XC + D, 20e je

4 1 4 2 1 -1
A=|1 -2 1|, B=|1 1 -3|,
6 9 5 2 -3 -1
1 0 3 10 6 —5
C=|-1 -2 1|, D=1|13 7 -2
2 4 3 9 13 -7
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Lama jeonawuna exeusanrenmua je jeonavunuy X - (A —2C) =2B+ D (aau ne
u jeonavunu (A —2C) - X = 2B+ D), odakae ce dobuja

123
X=02B+D)-(A-20)"'=1{2 3 1
3.1 2

Osaj pesyamam ce moxce nposepumu caedefiom MATLAB npouedyponm.

> A=1[414;1-21;695];B=1[21-1;11-3; 2 -3 -1];

> C=1[103; -1 -21; 243]; D=[106 -5; 13 7 -2; 9 13 -7];
>> E = 2%xB + D; F= A - 2xC;

>> X = Exinv(F);

3.4 Panr marpumne

ITojam panra
Hexra je mara marpuna A = (aij)mxn-

Hepunnnmja 3.18. Munop peda r mampuue A je demepmunanma nexe wene
noomampuye peoa 1.

Ilpyrum peumMa, MUHOp pena T mMaTpurne A je merepMuHaHTa Koja ca-
IpKU OHe elleMeHTe MaTpure A Koju ce Hajlaze y IpeceKy ITPOU3BOJLHO
onabpaHUX I BPCTa U T KOJOHA, Ca OYyBameM IMOPETKa TUX BPCTa, OITHOC-
HO KOJIOHA. AKO Cy MHIEKCH OJabpaHux BpCTa if,...,4 (i1 < -+ < i), a
KOJIOHA J1,...,Jr (J1 < -+ < jr), OHZA Taj MUHOD O3HAYABAMO Ca Mglly’.'.';;{‘r.
Ha mpuwmep, 3a marpuiy

1 3 5 —1]
2 -1 -3 4
A= 5 1 -1 7
7 7 9 1]
je
3 1 2 -1 -3
2,4 - 1,2,3 1,2,3,4
M1,3 = ’1 7'7 M2,3,4 =15 L =1, M1,2,3,4 = |Al.
7 7 9

CKyn cBUX MUHOpa OAaTe MATPUIE CACTOjU Ce O OBA OUCjYHKTHA IIOI-
CKyIlla - MUHOPA KOJU CYy jeNHAKN HYJIU U MUHOPA KOJjU Cy PA3IUYUTU O
HYyJIE.

Heduaunuja 3.19. Bpoj r je pane mampuye A # O axo mehy munopuma
DABAUNUMUM 00 HYAE MOCTNOJU MUHOD Peda T, 00K CY ceu Munopu peda eeheez
00 r (axo nocmoje) jeonaru nyau. Panez nyaa mampuye je nyaa.
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Panr marpune A osmauaBamo ca r(A) uau r A. Jacuo je ma je r(A) <
min{m,n} 3a marpuy A Tunma m x n.

Axko je r(A) = r, Tama mOCTOjU MUHOD peAa T KOJU je DPA3IUUNAT O
HyJIe, a MOK€ IOCTOjaTu M Bumme TakBux MuHOpa. CBakm MUHOD pena T
IaTe MaTpUIle KOJjU je Pa3iIuuuT On HyJe je 6a3uchu MUuHop, a BPCTE U
rosone matpune A xoje om ompebyje cy basucne epcme u basuche Koaone.

Y mperxomuom npumepy je r(A) =3 jep je |A| =0, mox je

1,2,3
My3i=214£0.

OnpebuBame panra MaTpuile Ha OCHOBY HeDUHUIMje MOKE OUTU 3axTe-
BaH IIOCao, MOCeOHO Kana Cy y muTamy Mmarpuie Behux mumensuja. Tako
Cy CBUX II€T MUHOPA UYeTBPTOr pela MATpPUIlEe

2 -4 10
1 -2 1 -4 2
A= 0 1 -1 3 1
1 -7 4 —4 5

jemuaru mynu. To 3maum ma je r(A) < 3. 3a ompebusame panra marpure
A je HeomxomHO, mOpen pauyyHamha TUX IeT AeTePMUHAHTU YEeTBPTOr pela,
u3pauyHaTu u 6ap jenny merepMmuHaHTy Tpeher pema. O63upoMm na je

M =140,
To je r(A) = 3.

Enemenrapue TpancpopManuje MaTpuna

Y mumy npeBasmiakema HaBeleHMX IpobiieMa IpU M3padvyHaBamy paHra
MaTpune, nepunmucahemo ereMeHTapHe TpaHChOpPMAIKje MATPUIA.

Jepuaunuja 3.20. Esemenmapre mpanchopmayuje mampuye cy:

1. samena mecma dse epcme (Koaone);

2. mHoxCceRe jeOne epcme (Koaone) Opojem pazrudumum 00 Hyase;

3. dodasame nexe epcme (koaone) Opyzoj epcmu (KoaoH).

3ameny i-te u k-Te Bpcre o3Haunhiemo ca (i) < (k), MHOKeme i-Te BpcTe
6pojem A # 0 osmauuhewmo ca (i) — A- (i), a momaBame i-TOj BpcTU k-Te

BpPCTe IPETXONHO OMHOKeHe 6pojeM A\ osHaumhemo ca (i) — (i) + A - (k).

Teopema 3.22. Eaemenmapre mpanchopmayuje ne Mewajy pare Mampuye.
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Ilokas Teopeme moxke ce Hahu y [7].

3a maTpurie A u B Koje UMajy UCTU PAHT Ka:KEeMO Ja Cy eKeusasenme u
numemo A ~ B. EnementapHoM TpancpopmanumjoMm ce mMarpuma A Tpamc-
popmume y marpuny A’ ~ A. OsmHake 3a ejreMeHTapHe TpaHChoOpManuje
3anucuBaheMo M3HAN 3HAKA ~ aKO C€ OOHOCE Ha BPCTE, a UCIOM TOr 3HAKa
aKoO Ce OHOCE Ha KOJIOHE MaTpule. Y 3aCTONHNM IPUMeHaMa eJIEMEeHTaPHUX
TpaHchopMmanuja mara Marpuna A ce MOke TPAHCPOPMUCATU y MaTPULY
A’ koja mMa Tako3BaHy cmenenacmy Gopmy, TOTOIHY 3a HEIOCPENHO OApe-
buBame panra marpuie.

ITpuMEP 3.15.
(2 —4 3 1 0 1 -2 1 —4 2 (2)—(2)—2-(1)
A — 1 -2 1 —4 2| (1)=(® [2 —4 3 1 0 4)—@4)—-4-(1)
10 1 -1 3 1 0 1 -1 3 1
4 -7 4 —4 5 4 -7 4 —4 5
[1 -2 1 —4 2 1 1 -2 —4 2]
0 0 1 9 —4 [0 1 0 9 —4| 3)=(3)+(2)
0 1 -1 3 1| @@ |0 -1 1 3 1
0 1 0 12 -3 0 0 1 12 -3
1 1 -2 —4 2 11 -2 —4 2]
0 1 0 9 —4 [O 1 0 9 —4 N
00 1 12 =3| @wem@w-3 |0 0 1 12 =3
10 0 1 12 -3 0 0 0 0 0]

Csu MuHOpHU YeTBpTOr pena Marpune A cy ouwmrsnenso jemHaku HyJu,
OOk je MuHOp Tpeher pena Mi’i’; =1 # 0 (jemnak je mpomW3BOLY CBOjUX
nmujaroHanHux enemenara). Haxme, r(A') =r(A) = 3.

W3 Teopeme 3.22 ciemu na ABe MaTPUIE UCTOT TUIMA UMAajy UCTU PAHT
aKo ce MOI'y €KBMBAJEHTHUM TpaHCPopManujaMa CBECTU jemHa Ha APYTY.
MebyTtum, Baku u obpaTHO. AKO OBe MaTpuUIle UCTOr THUIA UMAajy UCTU
paHr, OHJA Ce IPUMEHOM eJIEMEHTAPHUX TpaHChopMalyja Ha jeTHy Ol BUX
Moxke moburtu npyra. OcuMm Tora, ako je paHr MaTpUIE jeIHaK 7', OHIA Ce
OHa €KBUBAJIEHTHUM TPaHCPOpMaNUjaMa MOXKE CBECTH Ha ODJIUK y KOjeM je
0a3HM MWHOD OWjaroHAJAaH, a CBU OCTAJM €JIEMEHTU CYy HYJe.

Y HapenHOj TeopeMU HaBeleHA je joII jemHa TpaHC(hOpMaIyja KOjoOM ce
He Mema paHr Marpure. Jloka3 TeopeMme je MIycTpaluja jeTHOCTaABHOCTU
U NOCETJFUBOCTU Y MATEMATUUYKOM 3aKJbyUNBABY.

Teopema 3.23. Tpancnonosamem MAMPUYE He MeBA CE HEH DAH2.

Iokas. Hera je r(A) = r. Horazumo npso na je r(A) < r(AT). 3aucra, ako

je Mijll’ ’ijr MUHOP pena r Marpune A paszmuuur om Hyse, omma je lel’ ol
yren b yeeJT

vmusOp pema r marpune AT u rakobe je pasmmumr onm Hyie (macrao je
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TPAHCIOHOBAKkEM MUHODPA M,lel”f:) Haxre, r = r(A) < r(AT). U3 ucrux
pasaora je u r(AT) < r(AT)T = r(A) =r. Uz r < r(AT) < r cuemn ma je
r(AT) =r.

3.5 Ilmrama u 3amanmu 3a IPOBEPY 3HAHA

ITojMoBm. Y 0BOj riaBu cy nepUHUCAHU IOJMOBU: MAMPUYG MUNG M X N,
ENEMENT MAMPUYE, 8PCNA MAMPULE, KOAOHA MAMPUUE, HYAAL MAMPUYEG, OU-
jazonana mampuye, mpae Mampuye, je0UHUYHA MAMPUYQ, 20PHA MPOY2AOHA
mampuya, 00mG MPOY2G0HA MAMPUYA, NOOMAMPUYaG, 30up 08e mampuue,
MHOACEDHE MAMPUUE CKAAAPOM, MHONCEHE 08€ MAMPUYE, MPAHCTONOBANA
MAMPUYA, CUMEMPUUHA MATMPUYA, ODPMOZONAANA MAMPUYA, NEPMYMAUUIQ
ckyna S = {1,2,...,n}, napra nepmymayuja cxyna S, Henapra nepmymayuja
ckyna S, 0emepMuUNANME MAMPUYE, MUHOP MAMPUYE, KOPAKMOP MAMPUYE,
Jlanaacoe paszeoj demepmunarme, aOjYHZOBANA MAMPUYG, UHEEPIHA M-
MPUYa, PeLYAaPHa MAMPUYQ, CUNZYAAPHA MATMPUYG, MAMPUYHA je0NAYUNQ,
pamz mampuye, 6a3UcCHU MUHOP Mampuye, basucke epcme (Koaone) mampuye,
eseMeNMApHe MPAHCHOpMaAyuje Mampuye.

1. ledpumHummre nau oOjacHUTE CBAKU OX HABEIEHWX IIOjMOBA U 33 CBAKU
Ol BUX CMUCIUTE 6ap MO jenaH mpuUMep.

Cabupame um MHOKeme Marpuma. Y 3.1 medunucane cy omeparuje
cabupama MaTpUIa, MHOXKEHA MATPUIE CKAJIApOM, MHOKEHA MaTPUIe
carJiacCHOM MaTPHWIOM U TPAHCIOHOBama Marpure. llok 3a cabupame Ma-
TPHUIA Ba:KU KOMYTATHBHOCT, 33 MHOKEH€ MATPUIA HE BaKU, & acCOIUja-
TUBHOCT Basku 3a obe omepanuje.

2. Nspauynaru 2A + 3B ako je

2 1 -1 210
S TR A e )

3. N3pauynaru

3
50 2 3 _g 1
(1) (4 1 5 3 7;(2)[40—231}-—1
31 -1 2 A 5
2
4. Hexka je
1 21 —1
A:[_;fﬂ, B=1|2 32|, Cc=|1
0 -1 1 3
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N3pauynaru

(1) ATAB; (2) (AC)TA; (3) A(B+ BT); (4) CTBAT + 20T AT,

3
3 =2 3 4 1 -2
o (56 @G 5)
6. 3a n € N uspauynaru
cosaw —sina\” 2 —1\"
(1) (sina cosa) (2 (3 —2) '
7. Uzpauymaru f(A) akxo je f(X) = X3 —3X + E, rme je E jemuauuma

1 2
3 =2/

8. Ompemuru cBe marpune X Opyror pena 3a Koje je

5. NzpauynaTu

MaTpuna u rae je A = [

(1) X?=0, (2)X*=E, (3)X’=X, (4) X'X=-FE.

9. Hasectu npumepe HemyaTux kBanpartaux marpuna A u B tpeher pena
3a koje je AB = 0.

10. Nspauynatu AB — BA ako je

121 4 11
A=12 1 2|, B=|-4 2 0
123 1 21

11. Ogpemutu cBe MaTpulle KOMyTaTUBHE naToj Marpumu A

1 9 3 1 0
WA=, |5 @a=]0o 31
0 0 3

12. Horasatu na je AB = BA axo je

(1) (A+B)?>=A? +2AB+ B?%* (2) (A+B)(A—B) = A*> - B>

N3pauynaBame merepmunanTu. V3pauyHaBame NeTEPMUHAHTE HA OC-
HOBY nOeUHUIMje je KOMIUIMKOBAHO 3a NeTEPMUHAHTE BUIIEr pena. 360r
TOra Cy HaBeleHa UM NOKAa3aHA Pa3Ha CBOjCTBA NETEPMUHAHTHU KOja Iajy
moryhHOCT 3a BUXOBO jemHOCTaBHUje M3padyHaBame. JenHo on Ha-
jBaskHMjUX cBojcraBa umHe JlammacoBe gopMyie 3a pasBOj HeTEPMUHAHTE
IO HEKO] BPCTU WU KOJOHU.
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13. OgpenuTu MapHOCT MEPMYTAIIA)E
(1) (1,4,3,2,5,6) cryna {1,2,3,4,5,6};
(2) 2n—1,2n,...,3,4,1,2) ckyna {1,2,...,n}.

14. NzpauyHaTu OeTEepMUHAHTY OaTe€ MATPUIE
(1) <—1 4>' 2) <cosa —sina)_ (3) i i 2
-5 2)’ sina cosa)’ 7 8 9
15. Ilorasatu ma Cy peliema jeTHaulrHe

a—x c+di

c—di b—=zx =0

peayiHa ako cy a,b,d peasHu GpojeBU U aKO je ¢ MMArMHAPHA j€OUHUIA.

16. Haupraru rpa¢ur ¢yuruuje x — f(x) ako je

x 1
flx) = a a® 1|, a#b.
b 1

17. Kopucrehu Jlammacos pa3Boj mokaszatu na je

a 3 0 5
0Ob 0 2
1 2 ¢ 3= abed
00 0 d
18. IlokasaTu na je
a1 +biz a1 —bix ¢ a1 b1 ¢
(1) as +box ao —boxr 9| = —2x|as by col;
as + bg.’L’ as — bg.’L’ C3 as b3 C3
a1 by aiz+bhiy+a ar b1 ¢
(2) lag by asx +boy+ca| =lag ba caf.
as b3 asx + b3y + c3 as b3 C3

19. KopumhemeMm ocobuHa meTEPMUHAHTUA U3PAUYHATU

2 -5 1 2 6 -5 8 4
-3 7 -1 4 9 7 5 2

W s 9 o7 @f - 5 5 = G
2 -3

4 —6 1 -4 8 =8

ST )
0O o
O AU
=



56 Marpune u gerepMmunanTe

20. N3pauynatu BpeqHOCT naTe MeTePMUHAHTE N-TOr pena

s 9 9 . g 320 .- 00
132 .00
2 3 2 2
013 --00
1 2 23 200 (2], .
: ' 00 0 2
222 3 00 0 13

NuBep3na marpunma. Y 3.3 je 3a KBaApaTHy MaTpULy Ae(UHUCAHA KUH-
Bep3Ha MaTpHIa, NOKAa3aHO je Ja CBaka peryjapHa MaTpUIa UMa jeauH-
CTBEHY MHBEP3HY MATPUIy U aTa CYy U HEKa CBOjCTBA WHBEP3HE MaTpPUIE.
Kopucrehu Ta cBojcTBa, Ka0 M CBOjCTBa OCHOBHHUX OI€paliija ca MaTpU-
IIaMa, MOT'Y Ce pelIaBaTHU HEKe jeNHOCTaBHMje MaTPUYHE jeNHAYNHe.

21. Wcnouratu na jgu 3a gaTe MaTpulle IOCTOje MHBEP3HE U aKO IIOCTOje,
OOpEenuTI UX

1 11 4 0 -1
1 2 1 1
olyde @)l e 2820 @ |1

22. Oppemutu cBe BpemuocTu ¢ € R 3a Koje maTa MaTpula MMa UHBEP3HY

4+a —1 1
a

o [ e %é 2

23. Hera je A perynapua matpumna. IllTa ce moske pehin o 06nuky maTpuie
A~ u 0 menum enemenTuma axo je A: (1) mujaromanma, (2) cumerpuyna,
(3) Tpoyraona marpuna? Hasectu nmpumepe.

24. Mokazatu na MarpuuHa jemHaumna X A = B, ca HECHUHIyJapHOM Ma-
TpuoM A, UMa je IMHCTBEHO pelene.

25. PemuTu maTy MaTpUYHY j€THAYUUHY

1 2 -3 1 -3 0
1) |3 2 —4|-x=1[10 2 7|;
2 -1 0 10 7 8
5 3 1 8 3 0
@2)X-| 1 -3 —=2{=[-5 9 0|;
-5 2 1 —2 15 0

o f b -1
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26. PemuTuy maTy MaTpUYHy jeTHAUUHY IO HEIMO3HATO] MaTpuium X
(1) AT(X — B YAl = (4B)7%
(2) BA(3X +2BT) A7 = AB71A.

27. 3a mare marpuune

T R A i S

pemuTy MaTPUYHY jeTHAYNHY
(1) 2AX +4B —3BX = DC,
(2) ABXC =D.

. 3 .
28. Tlokasatu ma je marpuma A = pemieme MaTPUYHE jeTHAYUNHE

4 5
A? —8A +7E = O u Ha ocHOBY Tora m3pauyHaT AL

29. Axo je marpuma A pememe marpuune jemmaumme A3 — A2 + A+ E =
O, moxasaru ma je A HecummryizapHa Marpuna. M3spauymarm satmm A
nmoMohly MaTpuyHOr TOJAWHOMA APYTrOr CTEmeHa Marpure A.

Paur marpune. Y 3.4 je mepunucan panr marpurne. [IpuMmeHoMm enemen-
TapHUX TpaHchopmamuja (Koje He Memajy PaHr MATpHUIE) ZaTa MaTPUIA
MOsKe a ce TPaHCHOpMUIIE y CTeNeHacTy (GpopMy M3 KOje ce jeTHOCTABHO
onpebyje meH panr.

30. OnpenuTu paHr gaTe MaTpPUIE

(1) (4 -2 5 171 (2 ;o (3)
s 11 5 . 55 0 —2 111
4 3 -1 -1 0 1 1

31. Ogpenutu paHr gaTe MATPUIE y 3aBUCHOCTU OJ BPENHOCTU PEATHOT
napamMeTpa a

. 01 31 Lo a
(1) 10 2a¢ 1|; (2 L7 o173l (3) 1 a a—1 1
1 1 a 5 9 4 3 -1 0 -1 a2

32. Axo cy A u B marpune ucror pena, rana je r (A+ B) <r (A) +r (B).
Hasectu npumepe matpuna A u B 3a koje je

(H)r(A+B)=r(A)+r(B); (2)r(A+B)<r(A) +r(B).

33. Ako cy A u B carnacue marpuue, tazna je r (AB) < max{r (A),r (B)}.
Hasectu mpumepe matpuna A u B 3a koje je

(1) r (AB) = max{r (A),r (B)}; (2) r (AB) < max{r (A),r (B)}.
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3.6 Ilomarar

Jloka3z tBpbema 1. u3 Teopeme 3.3

Jlokas. Hera cy A = (a;j), B = (bjj) u C = (¢;;) MaTpune pemom Tuma
mxmn,nXpupXq. [Ipumerumo, Hajupe, ma cy Tana cBu npoussomu AB,
(AB)C, BC, A(BC) me¢muucanu u na cy marpune (AB)C u A(BC) obe
trna m X ¢ (pagu jemHocTaBHUjer 3amuca, opae ymecto A- B mumemo AB).
Ha ocHOBY mepuHUIMje MHOMKEHa MaTPUIA UMAMO

Z AB kaj Z (Z Ay rk) Zznj(ai’rbrk)ckj

k=1 k=1 k=1r=1
n p n
(A(BC ij = ZCLW BC Zaw (Zb kck]> = Z air(kaij).
k=1r=1
W3 oBux jemmaroctu cremu ma je ((AB)C);; = (A(BC));; 3a cBako i €
1,...,m u cBako j € 1,...,q. Ilpema Tome, Basku u jemmaroct (AB)C =
A(BC). 1

JIloka3 Teopeme 3.17

JokA3. 3a mato i Heka o(i,j) o3HauaBa mepMyTaunujy ckyma {1,...,n} koja
Ha {-TOM MECTy UMa eJIeMeHT j, a o’ (i, j) oarosapajyhy mepMmyranujy ckyma
{1,...,7—1,j+1,...,n} mobujeny u3 nmepmyranuje o(i,j) U30CTaBIbAmHEM
ememenTa j. Tanma je
|A] = Z (_1)1HV(U)G101 i, g,
oceP,

_ . Inv(o (7,1
= a; E (—1)mviot ))am;"'Gz‘f1o;_1ai+1a;+1"'Gna;l +

I .
i Z (_1) nv(CT(Z,Q))algi . ai—la;flai-i-labrl ot + (38)

Inv(o(i,n
Qin E (_1) (o ))ala’l ©Gi—1o]_ Qitlo),, " Onoy,
o’ (i,n)

O63upom ma je (—1)F - (=1)¥ = 1 3a cBaku meo 6poj k, To je
(_1)Inv(a(i,1)) _ (_1)Inv(a(7j,1))+Inv(a’(i71)) . (_1)Inv(a/(i,1))'
Mebyrtum, Ha ocuoBy Teopeme 3.8 je

(_1)Inv(a(i,1))+1nv(a’(i,l)) _ (_1)2'—1—1’



na 3a npsu cabupak S; y jemmakoctu (3.8) Bakmu

_ Inv(o(i,1
St = aa E (—1)fve ))am’l ©Giig! Qiglgl, t Ono,
o'(i,1)

_ i+1 . Inv(o’ (3,1
= (=) ai Z (—1)tviel ))Chag T Qi1o) Giylgl, | " Gnol,
"(4,1)

= (-1)""ag My
= a1

Anasiorso Ba:ku u 3a ocraje cabupke, ITO 3HAYM 42 je jexHarocT (3.5)
y Teopemu 3.8 Tauna 3a cBako i =1,2,...,n. W

Wcropujcke HanmomeHe

1. Uneja demepmurnanme ce mpeu nyT nojaBuina y Janany 1683. romune
Kaga je mosHaTu jamaHcku Maremaruuap Cerku pemaBajyhwm cucrem jen-
HAUMHA TPAKTUYHO YIOTPEOUO NeTEePMUHAHTY MaTpUIe AUMeH3uje 5 X 5. Y
ToMm nepuony je u Jlajounr (1646-1716) kopuctuo merepMmunante, a Komn
(1789-1857) je mpsu morasao na je |AB| = |A|-|B|. Basehu ce teopujom
IeTepMUHAHTH HeMadukyu Maremaruuap Jakobu (1804-1851) je yBeo mojam
KOjU je maHac IO3HAT Kao jakobujan. Kmury o merepMuHaHTaMa je HAIKCAO
u Honrcon (1832-1898), nosnaruju mox nceynounmom Lewis Carrol (ayTop
kwure Aauca y zemwpu wyoa).

2. HasuB mampuya ce mpunucyje eariaeckoMm maremarndapy CumBecrepy

(1814-1897), a anrebpy mMaTpuna je pa3sBUO €HIJIECKU MaTeMaTuyap Kejau
(1821-1895).

3. Jlananac (Pierre Simon de Laplace, 1749-
1827) je Benukm GpaHIyCKM MaTeMaTUdIap U jeldaH
O Haj3HAUYAjHUX MaTeMmMaTuuyapa y 18. Bery. 3a-
CHOBaoO je Teopujy BepoBaTHOohe, a ocTaBuo je u
IOoCTa pe3yaTara y Toj Teopuju. Tako je, pas-
Mmarpajyhu pacmnoznene cn%rqajﬁmx IPOMEHJPUBUX,
IOIMAao MO0 WHTerpata e Pat KOju je maHac

0
no3suar kao Jlanaacoe uwmezpas. Ilozmar je m

IO paloBUMa y TeOpHUju AUPEepPEHINjATHUX jel-
HaUMHa, MAaTEMaTUUKO] aHam3u 1 Hebeckoj mexauurnu. Jlamac ce y pasHum
obyacTrMa mpuMemeHe MaTeMaTUKe KOPUCTU Tako3BaHa Janaacosa mpanc-
popmayuja Kojy je oH yBeo. Buo je m Besukm momysapusaTop HayKe.



