I';maBa 4

BexTopcku nmpocTopu

IlojaM BEKTOPCKOT MM JIMHEAPHOT IPOCTOPA j€ jeIaH O BasKHUX IMOjMOBA Yy
maremarunu. On omoryhasa na ce pasHu CKyIOBU, HE3aBUCHO OJ IPUPOIE
BUXOBUX €JIeMeHATa, MOT'Yy IPOydaBaTU Ca 3ajeTHUYKOr CTAHOBUIITA y OI-
HOCY Ha yBeleHe JUHeapHE OllepaIyje.

4.1 JIedurunuja BEKTOPCKOT IIPOCTOPA
Heka je V mempasam ckym, Heka je K mosme u meka cy + : V2 — V nu
-+ K xV — V bunapue omnepamuje.

Hebuaunuja 4.1. Aazebapcra cmpyxmypa (V, K, +,-) je eexmopcku uau au-
HEAPHU NPOCOP AKO je:

1. (V,+) Abeaosa zpyna,

2. a-(x+y)=a-x+a-y,

3. (a+f)-z=a-z+ (- x,

4. (af) -z =a-(6-x),

S.1.z=x
sa ceex,y €V uceea,f € K. Eaemenmu ckyna V cy eexkmopu, a esremenmu

ckyna K cxanqapu. Axo je K = R, eexmopcku npocmop je peanan, a axo je
K = C, sexmopcku npocmop je KoMnAeKCcaN.

Omnepamnujy + yecTo Ha3MBaMO cadupame 8EKMOPa, a OMepanujy - MHO-
aceme BeKTOpa ckajapoM. HeyTpainu eneMeHT y omepauuju cabupama (y
osnamu 0) je HyJITH BEKTOD, IOK je — CyHPOTaH eJeMeHT BeKTopa =. Jecto
ce BEKTOPCKM MPOCTOP O3HAaUaBa caMo ca V, a omepamuja « - & ca Q.

ITpuMEP 4.1. Jlaxo ce nposepasa da eaemenmu ckyna V u nowa K ca onepa-
yujama + u - ucnymwasajy ycaoge 1.-5. uz Jepunuyuje 4.1 axo je:
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1. V=C, K=R, a+ u- cy cmandapone onepayuje y C;

2. V=R" K=R, a+ u- cy dedurnucaru ca
(x17"'7xn)+(yla----yn) = ($1+yla"'amn+yn)a

a(zy,...,xy) = (Qx1,...,0xy,).

3a eexmopcku npocmop R™ xopucmu ce u Ha3ue AUHEaAPHU aPUMMEMULKY
npocmop;

3. V =P« (ckyn ceur nosunoma cmenena ne eehez 00 n), K =R, a + u
- cY cabupame NOAUHOMAE U MHONCEDE NONUHOMA PEANHUM OpOjem;

4.V = Mpyxn (ckyn ceux peaanuzr mampuya muna m x n), K = R, a +
u - cYy onepayuje cadbupama MEMPUUL U MHONCEDG MAMPUYE PEAAHUM
bpojem;

5.V =RR (cxyn ceuz gynvyuja f : R —-R), K =R, a + u - cy dame ca

(f+9)(x) = f(z) +g(x), (af)(z)=af(z)
Haxae, y ceum nasedenum caysajesuma cmpyxmypa (V, K, +,-) je eexmopcru
npocmop.
Ilomohy matux BekTOpa m3 V Moke ma ce reHepuile HOBU BEKTOP.

Hepuannuja 4.2. Juneapra xomburayuja eexmopa x1,...,Ty u3 V je aex-
mop

T =011 + ax2 + -+ - + QpTy,

20e cy aq,...,qp ckaaapu uz K.

Ha mpumep, y mpocropy R® mumeapma romGumanuja 2x + 3y BekTopa
x=(3,-1,2) my =(—1,0,1) je Bexrop z = (3,—2,7).

Hedumaunuja 4.3. Crxyn ceur auneaprur KoMOUKAYUJa 6€KMOPA X1,...,Ty
damoz ckyna X = {x1,...,x,} je auneapnu omomay uau aunean nad X u
osnayaea ce ca L(X).

Haxkae,
L(X) = {041301+---+an1'n | Aly...,0p € K}

3a ckyn X kakeMo na je zemepamopcku cxyn 3a L(X) wiam na remepurre

L(X).
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4.2 JInHeapHa 3aBACHOCT 1 HE€3aBMCHOCT BERTOpa

Jepurunuja 4.4. Bexmopu 1, ...,T, 8exmopckoz npocmopa V cy aureapHo
308UCHU AKO NOCMOjJE CKAAAPYU AU, - . . , Oy U3 K, 00 Kojux je bap jedan passuvum
00 HYyae U 3a Koje 8axHCU

o121 + aoxo + -+ apxy, = 0. (4.1)

Y npomueHom, 8EKMOPU X1, . .., Ty, CY AUHEAPHO ME3ABUCHIU.
IlpyruMm pednma, BEKTOPU I7,...,T, Cy JUHEAPHO HE3aBUCHU aKo je
jemuaroct (4.1) moryha camo 3a ag = g = -+ = a;, = 0. 3a ckym BekTOpa

ce Kaske Qa je JMHeapHO 3aBUCAH WM HE3aBUCAH IPeEMa TOME na JU CY
BEKTOPHU TOI CKyIla JMHEAPHO 3aBUCHU wuiau He3daBucHu. OuurienHo je ma
je CKym BeKTOpa KOjU Caap:KM HyJa BEKTOp amHeapHO 3aBucaH. Takobe,

aKo Cy Z1,...,ZTy JUHEAPHO 3aBUCHU BEKTOPU JATOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPA,
OHIla Cy ¥ T1,...,%Tn, T JUHEAPHO 3aBHUCHU 33 IIPOM3BOJbAH BEKTOD & TOT
mpocTopa.

IIpumep 4.2. Bexmopu x = (2,-1,3,4), y = (1,0,1,—-1), z = (1,—-1,2,5)
sexmopckoe npocmopa R* cy auneapro zasucru jep jel-x —1-y—1-2=0.

pumepP 4.3. Ioaunomu pi(x) = 1, pa(x) = z u p3(z) = 22, xao esemenmu

eexmopckoe npocmopa P<a, ¢y auneapho nezasucnu. Haume, usz jednaxocmu
a1-1+a2-x+a3-x2:0 caedu g = ag = ag = 0.

ITrumEeP 4.4. Pynxyuje f1: x — coszx, fo: x +— cos2z f3: x +— cos3z, xKao ese-
menmu gexmopckoz npocmopa [—1, 1|8, cy auneapro nesasuchu eexmopu moz
npocmopa. To moxcemo nokazamu maxo wmo 00KaANCEMO 06 U3 JeOHAKOCTU
a1 fi(x) +afa(x) +asfz(x) =0 (koja eamcu 3a ceaxo x € R) caedu oy = ag =
az = 0. Aupepenyupamem uspasa o f1 + oz fo + azf3 dsa nyma, a 3amum jow
dsa nyma, dobujamo jedrnarocmu

a1 cosx +4ag cos2x 4+ 9agcos3xr =0, «qcosx+ 16as cos2x + 8lascos3x = 0.
Cneyujaaro, 3a x = 0 umamo jednaxocmu
a1—|—ﬁ1—|—’7120, a1+4ﬂ1+9a3:0, a1 + 16ag + 8lag =0

u3 Kojuxr caedu o = ag = agz = 0.

Teopema 4.1. Bexmopu x1,...,T, CY AUHEAPHO 3GBUCHU AKO U CAMO GKO je€
jedar 00 BUL AUHEAPHA KOMOUHAUUIA OCMAAUT 8EKMODA.
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JToKA3. AKO Cy BEKTOpM JIMHEAPHO 3aBUCHU, TaAa y IHUXOBOj JUHEAPHO]
koMbuHANUju je Gap jemaH CKajJap pasiuduT On Hyjle. Berkrop y3 Taj
cKaJiap je JImHeapHa KOMOUWHAIMja OCTAJIUX.

OOGparHo, ako je jemaH oI BUX JUHEAPHA KOMOWHANUja OCTAJUX, OHIA
je IuHeapHA KOMOWHAIMja CBUX BEKTOPA jeNHAKA HYJIN, & jJelaH CKAJap je
jemnak 1 (pasnuuur ox uyise). W

Ha npumep, nmonusom ¢(x) = 2z + 3 n nonusomu p; u pe (IIpumep 4.3)
BEKTOPCKOT IpocTopa P<a Cy JIMHEapHO 3aBUCHU jep je ¢ = 2-py + 3 - py.

Hepuaunuja 4.5. Leckonauno MH020 8€KMOPA CY AUHEADPHO HEZABUCHU GKO
je cearxu muroe KoOHaAUaH NOOCKYN AUHEAPHO HE3AB8UCAH. Y MPOMUBHOM, 8ek-
MOPU CY AUNHEAPHO 3G8UCHU.

Teopema 4.2. A’ICO e ceaxu 0() sexmopa e AUHEAPHA 'KIO.M6UHG,-
1,92, s Ym

UUja 8EKMOPA X1, X2,...,LTn U AKO je M > N, mada cy 8EKMOPYU Y1,Y2, - - - , Ym

AUHEAPHO 3A8UCHU.

Jloka3. Teopema ce MOke mOKa3aTwm MHAYKIUjoM IO n. 3a n = 1 tBpbheme
je ounraenuo TavHo. Ako mpermoctaBumo na je TBpheme Teopeme TauHO
3a HeKUX N — 1 BekTOpa, oHZa Tpeba MOKa3aTW Oa OHO BAKU W 3a CBUX 1
BekTopa. Heka je

Y1 = 01171 +a12T2 + -+ a1y
Yo = a21T1 + ax2x2 + -+ Aop Ty
Ym = Gml1T1+ amaT2 + -+ + QmpTy.

Moryha cy mBa ciyudaja.

1. CBu koedumujesTu aii,asi,...,am1 Cy jeOHAKH Hyau. Tana cy Bek-
TOpHU Y1,Y2, ..., Yy, JUHEaApHE KOMOMHaAIUje N — 1 BeKTOpa X2,...,Tn,.
IIpemMa MHIYKIMjCKOj XUIOTE3U OHU CY JIMHEAPHO 3aBUCHMU.

2. Bap jeman on roedumujeHaTa aii,asi,..., 0yl j€ PA3IAYAT OI HYJe.
He cmamyjyhu ommroct, MmoskeMo mpernoctasutu ma je aj; 7= 0. Tama
je cBaku on m — 1 BexkTOpa

/ a1 / Am1
Yo=Y2— Y- Y =Ym — — U1
ar a1y
auHeapHa KoMOuHanuja n — 1 BekTopa I2,...,%, (uposepure!). OG-
3upoM na je m—1 > n—1, npeMa UHAYKINjCKOj IPETIOCTABIU OHU CY
nuHeapHOo 3aBucHuU. Jlakie, mocToje ckajgapu Ao, ..., Ay, KOjU HUCY
CBU jeTHAKU HYJU U 33 KOje je

Aoy + o+ Ay, = 0,
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OIHOCHO
Ayr + Aoy2 + -+ Ay = 0,
e je
A = — (21/\2+.. _,_ml)\m)
a1l 11
Ilomro je Gap jeman om ckamapa Ag,..., A\, Pa3IUYUT OX HYJE, BEK-
TOPH Y1, Y2, - - -, Ym Cy duHeapuo 3aBucHu. W

4.3 Ba3a u muMeH3uja BEKTOPCKOT IpocTopa

Y BEKTOPCKOM MPOCTOPY Cy MOCEOGHO BayKHU CKYIMOBU BEKTOPA 4YWje JIMHE-
apHe KOMOUWHAaNVje T€HEPUITY I[e0 IPOCTOP.

Hepuuunuja 4.6. Faza B sexmopcroz npocmopa V' je ypehen cryn auneapHo
nesasucHux sexmopa uz V' 3a xoje je L(B) = V.

W3 oBe medpumHunmje mpousmiasu na ce CBaKU BeKTOp u3 V Mowke m3pa-
3UTU KO JUHeapHa KOMOWHAaIMja BeKTOpa Oase.

ITpumMmEP 4.5.
Jeowa 6asa npocmopa R™ je B = {e1,ea,...,e,}, 20e je

er=(1,0,...,0), e>=1(0,1,...,0), ..., en=1(0,0,...,1).

3aucma, sexmopu ckyna B cy AuHeaprO HE3aBUCHU U C8AKU BEKMOD G =
(a1,a2,...,a,) uz R" je auneapna xombunayuja eexmopa us B jep je

a = (a1,0,...,0)4(0,a2,0,...,0)+---+(0,0,...,a,)
= a1(1,0,...,0) +a2(0,1,0,...,0) +--- + a,(0,0,...,1)

= aie1 + - -+ aneén.

IpuMEP 4.6. [Tosunomu pi(z) = 1, pa(x) = o u p3(x) = 22 wune bazy eex-

mopckoe npocmopa P<a jep cy AUKEAPHO HE3A8UCHU U NPU MOME je
p=a-pi+b-p2+c-p3
3a npousgoman noaurom p(x) = a + bx + cx? usz P<s.

Axo y BekTOopcroM mpocTtopy V mocroju 6a3a Koja Canp:KM KOHAYAH
Opoj BEKTOPa, IPOCTOP j& KOHAYHOOUMENHIUOHAAGH. Y TPOTUBHOM, IIPOCTOP
je beckonaunodumenzuonaran. Aro 6a3a BEKTOPCKOr MPOCTOPA CAAPKA N1
ejleMeHaTa, Ka*KeMO 13 je IPOCTOP N-IUMEH3MOHAJAH.

Teopema 4.3. YV n-0uMeN3UOHAAHOM BEKMOPCKOM TPOCMOPY HE NOCTNOJU 6U-
we 00 N AUHEAPHO HEZABUCHUT 8EKMOPA.
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Joxa3. Heka cy x1,...,Tp,Tpt1 TPOU3BOJBHU BEKTOPU N-TUMEH3UOHATIHOT
BerkTOpckor npocropa V. IlomTo je cBaku onm mux JuHeapHA KOMOMHAIMja
n BekTopa Ga3e, npema Teopemu 4.2 ouu cy nuneapuo 3apucuu. W

Teopema 4.4. Ceaxu ckyn 00 N AUHEAPHO HE3ABUCHUT 8eKMOPa 0bpasyje basy
N-0UMENIUOHAAHO2 8eKMOPCKo2 npocmopa V.

Jloka3. Heka cy by, ...,b, mTuHeapHO HE3aBUCHU BEKTOPU N-IUMEH3UOHAIHOT
BEeKTOpPCKOr mpoctopa V u Heka je x mpomsBoJraH Bekrop u3 V. Tanma je,
npema Teopemu 4.2, ckyn Bexkropa z,bi,...,b, nuHeapHO 3aBuUCaH jep je
CBaKMU O] HUX JUHEeapHa KoMOuHanuja BekTopa Gase. Ilpema Tome, Baku

AL+ by + -+ Ay, =0

3a HEKe CKaJjape A, Ai,...,\, OI KOjux je Oap jemaH pa3jdduT O HyJe.
MebyTum, mopa 6utu A\ # 0 jep 6u y IPOTUBHOM CBU CKAJAPU A1, ..., An
6unu jenHaku Hynu (360r JMHeapHe HE3aBUCHOCTH BekTopa by, ..., b,). Tana
je
)\1 )\n
r=——b—--——0b,. 1
A A"

W3 mperxomue mBe Teopeme ciemu na 6a3a KOHAYHO AMMEH3UOHAJIHOT
BEKTOPCKOT MIPOCTOPa HUje je TMHCTBEHA, ajix je Opoj enemenara 6a3e jemuH-
crBeH. Ha ocHOBY Te uumeHure nedumHUILIE CE jOIN jeAHA KAPAKTEPUCTUKA
BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.

Iepuannuja 4.7. Bpoj esemenama 6aze KoOHAYHOOUMEHIUORAAHOZ BEKMOPC-
koz npocmopa V # {0} je dumensuja moz npocmopa u osnauasa ce ca dimV .

3a V = {0} je dimV = 0.

Y Ilpumepy 4.5 6a3a Bekropckor npoctopa R” uma n exemenara. Ilpema
Tome, dimR" = n. Y Ilpumepy 4.6 6a3a BeKTOpPCKOTr IpocTopa P<s nMa Tpu
enemenTa. To 3Haum ma je dimP<y = 3.

Heka je V BekTOpCcEM mpocTop mumeHsuje n u Heka je B = {e1,...,e,}
jemHa 6a3a TOr IPOCTOpA.

Hedpuaunuja 4.8. Axo je x = aje] +agea + -+ + ane, 3a x € V, ckanapu
a1, 09, ...,0, cY Koopouname gexmopa T y basu B.
Teopema 4.5. Koopodumname ceakoz 6eKmopa KOHAYHOOUMEHIUOHAANOZ BEK-

mopcroz npocmopa y 0amoj basu cy jeouHcmaeere.

Joka3. Hexka je V mpousBoibaH N- IMMEH3MOHAJIHU BEKTOPCKM IPOCTOP Ca
6azom B = {ej,...,e,}. I[Ipernocrasumo na je

T =aie; + - +anen = frer + -+ Puen
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3a Hero r € V. Tana je
(1 = Br)er + -+ (an — Bn)en =0,
ma, 360r He3aBUCHOCTU BeKTOpa 6a3se, cienu
ar—P=ay—Pra="=ap,—Pn=0,

OIHOCHO (] = (1,0 = P2,..., 0 = GBn. B

Axo cy ag,s,...,q, KoopauHaTe BekTopa © € V., a (1, Fs,. .., Bn KOOp-
ouHATe BeKTopa Yy € V y uctoj 6a3u, tama cy Aai, Aqa,. .., A, KOOpIUHATE
BeKTOpa AT 3a A € R, a a1 + B1,a0 + 02, ...,y + [, KOOpAMHATE BEKTOPA
x4+ 1y y Toj 6a3u.

YBobemeM KoopauHaTa BEKTOpa y OMHOCY Ha m3abpany 6a3y, CBaKOM
BeKTOpPY « € V mpumpy:kyje ce jemuHcTBeHa ypebhena n-topka mpocrtopa
R™. Oso mpuzapyxuBame je obocTpaHo jemHosHayHO (Oujeknuja), a ome-
pamuje Hanm BekTOpuMa u3 V mpeHOoce ce Ha oaroBapajyhe omepanuje Han
enemenTrMa npocropa R". 3a mpocrope V u R" ra:xemo ma cy usomoppru.
CBaky n-IOUMEH3MOHAJNHU BEKTOPCKU IPOCTOP je M30MOp¢aH BEKTOPCKOM
npocropy R™.

4.4 IInrama u 3anmamu

ITojMoBu. Y o0BOj riaBu Cy OePUHUCAHU IOJMOBU: BEKMOPCKU NMPOC-
mop, 6eKmop, CKGAAP, DPEAAGH BEKMOPCKY NPOCMODP, KOMNAEKCAH 6ek-
MOPCKU NPOCNOP, AUHEAPHA KOMOUNAUUJQ 8EKMODPA, AUHEAPHY OMOMAY (AU-
Hean), 2EHEPAOPCKU CKYN, AUHEAPHO 3AEUCHY BEKTNOPU, AUHEAPHO HEIABUCHU
esexmopu, 6a3a 8eKMOPCKO2 NPOCMOPA, KOHAYHOOUMEHIUORAAHY BEKMOPCKY
npocmop, 6eCKOHAUHOOUMEHIUOHAARY BEKOPCKY NPOCMOP, JUMENIUJA 8ek-
mopckoz npocmopa, koopouname gexmopa. OBe mojMoBe Tpeba 3HATHU, KAO
U HEKe IpUMepe Y KOjuMa Ce OHU HOjaBJbY]y.

1. Ila nau je ckyn peajHUX OpojeBa BEKTOPCKU IPOCTOP aKO je cabupame
BEKTOpa NepUHUCAHO Kao yobmuajeHo cabupame OpojeBa, a MHOKEHE CKa-
napa A € R u Bektopa = € R mepunucano ca A -z = |A|z?

2. Ila nmu je CKyI HOJMHOMA JATOT CTEIEeHa 1 BEKTOPCKU IPOCTOP Y OTHOCY
Ha yobuuajeHo cabupame MOJMHOMA U MHOKEHE IMOJMHOMA peaJiHuM Opo-
jem?

3. la nu je cryn ¢yuEIUja obnuka acost + bsint 3a t,a,b € R Bexkropcku
IPOCTOP y OOHOCY Ha yobuuajeHO cabupame (QyHKOUja U MHOKEHE (QyH-
KIuje peajgHuM O6pojem?
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JIlumeapHa 3aBMCHOCT M HE3AaBMCHOCT. 3a JUHEAPHY KOMOUHAI]Y (1 X1+
-+ + apx, BEKTOPA T1,...,T, HEKOT BEKTOPCKOT IPOCTOPA KaKEeMO Ia je
HempueujasHa ako je bap jemaH oI KoepuuUjeHATa O, ...,y Pa3JIMIUT
on myiae. Ilpema Iedunmuju 4.4 BeKTOPH T1,...,T, CY AUHEAPHO 3ABUCHU
aKO MOCTOjU HETPUBUjaJIHA JUHEAPHA KOMOWHAIja TUX BEKTOpa Koja je
jemHaKa HYJa-BEeKTOPY. Y CYOPOTHOM, BEKTOPHU X1,...,Tn CY AUHEAPHO
HE3ABUCHU.

4. Heka je S = {1,...,7} ckyn BexkTopa BekTOpckor npocropa V. Iloka-
3atu ciaeneha TBpbhema.

1) Ako 0 € S, BekTopu ckyna S Cy JIMHEAPHO 3aBUCHU.

2) Ako ckyn S caap:u JIMHEAPHO 3aBUCAH MOICKYI, BEKTOPU CKyna S cy
JIVHEAPHO 3aBUCHMU.

3) Ako cy BekTopu ckyma S JMHEApHO HE3aBUCHU, Tala Cy BEKTOPU
CBaKOT HErOBOT MOJACKYyIa Takohe JuHeapHO HE3aBUCHU.

5. Vcnuratn auHeapHy 3aBucHOCT Bekropa a = (1,3,4), b = (3,3,2) u ¢ =
(8,1,3) y mpoctopy R3.

6. Iorazatu na cy =1 = (1,2,0,4), 2 = (—1,0,5,1), x3 = (1,6, 10, 14) nune-
apHO 3aBUCHU BekTopu mpoctopa R, a 3arum maBectu Gap jemmy HeTpu-
BUjaJIHy JIMHEapHY KOMOWHAIMjy BEeKTOpa X1,T2,X3 KOja je jemHaka HYyJa-
BEKTOPY.

7. Hokaszatu na cy ¢ysenuje fi : x +— sinx, fo:x +— sin2x f3: 2z — sin 3z,
Kao eJleMeHTH BeKTopckor mpoctopa [—1, 1]R, nureapro HezaBucHu BexTOpH
TOT IPOCTOPA.

8. Ilokazatu ma cy dymkmuje fi : x — 1, fo : 2 — €* f3: x +— €%, xao

eneMenT BekTOopcKor mpoctopa (0, +00)®, mumeapmo HesaBucHU BexTOpPHU
TOT IPOCTOPA.

Baza u mumensuja. Ilpema Iledpurnnuju 4.6 u Teopemu 4.3, 6a3y Bek-
TOPCKOT TIPOCTOPA YMHA MAKCUMAJHU CKYIl JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA
tor nmpoctopa. CBakM CKyI HE3aBUCHUX BEKTOPA Y BEKTOPCKOM MPOCTOPY
MoOske na ce mpoummpu (momyHu) qo 6a3e TOr IPOCTOpA.

9. Bekropu 11,...,T, Cy JUHEAPHO HE3aBUCHU BEKTOPU BEKTOPCKOT HPOC-
topa V. Ilonm kojum ycnosom je dimV = n?

10. Ucnuraru na au Bekropu a1 = (1,0,0,0), ae = (1,1,0,0), a3 = (1,1,1,0)
uas = (1,1,1,1) o6pasyjy 6a3y mpocropa R*.

11. Ioxrasaru na Bekropu e = (1,2, —1,—-2), e2 = (2,3,0,—1), e3 = (1,2, 1,4)
u eq = (1,3,—1,0) obpa3syjy 6a3y mpoctopa R*, a 3atum ompemutu Koop-
muuare Bekropa = = (7,14, —1,2) y 6a3u {e1,e9,€3,€4}.

12. Ilokasaru ma je ckym B = {1,t,t* ... t"} jemma Gasa mpoctopa P<y(t).
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13. Ilokasatu ma mosmuoMu pi(z) = (v — a)*, 3a k = 0,1,...,n u a €
R obpasyjy 6a3y mpocropa P<,. OnpemuTn KoopIuHATE IPOU3BOJFHOT
BekTOopa p € P<, y 6a3u {po,pi,...,Pn}-

14. OgpenuTu KOOpIAMHATE MOJUHOMA, 2?—x+2¢€ P<o y 6azm:

(1) {1,%’ - 17 (J} - 1>2}’ (2) {1,.%’ + 17 (J} + 1)2}
15. Ilokasaru ma momuaomu p(z) =22+ 1, ¢(z) = —22 + 2z u r(z) =22 — o
obpa3syjy 6a3y mpocropa P<2, a 3aTUM OAPEeIUTH KOODIVWHATE IOJIMHOMA
s(x) = 222 +2 — 1y 6asu {p,q,r}.

4.5 Jlomarar

Eyrmuncku mpocTopu

Y BEKTOPCKOM IPOCTOPY Ce, mOopen yobmdyajeHUX, MOT'y YBECTH U IpyTre
omeparuje. YBobhemeM CKajJapHOr OPOU3BOAA MOrY Ce IpOydYaBaTU Tre-
OMeTpHUjCKe 0COOUHE MPOCTOpa Kao IITO CYy AyKUHA BEKTOpa, yrao usMeby
IIBA BEKTOPA, OPTOTOHAJHOCT BEKTOPA U JAPYTE.

Jlepunannuja u ocoomue Eyrnaunckor mpocropa

Hedounaunuja 4.9. Bexmopcku npocmop £ je Eyxaudcku npocmop axo je y
wemy dedunucan CKarapru Npou3sood Kojum ce c8aKom napy eexmopa T,y € £
npudpyacyje peasan 6poj (,y) ca caedehum ceojcmeuma:

1. (z,x) > (x,z) =0 axo u camo axo je x = 0;
2. (z,y) = ( ,);

3. (A\x,y) = ANx,y) sa A € R;

4 (x+y,2) = (2,2)+ (y,2).

YwMmecto (x,y) KOpUCTe ce U O3HaKe & - Y, < L,y >, Ia YaK U CaMO LY.

[TpumeP 4.7. Y sexmopcrom npocmopy R™ ckasaphu npouseod eexmopa € =
(X1, ) vy = (Y1,...,Yn) MOXCE ce degunucamu nomohy

T-Yy=2x1Y1 +22Y2+ -+ Tpln-

ITPUMEP 4.8. Y npoussonsHom n-0UMERIUOHAAROM NPOCMOPY V cKarapHU NPo-
u3800 moace 0a ce ysede na pasauvume navune. Axo je {er,ea, ... e} jeona
basza moz npocmopa u axo je

T =x1€1+ -+ Tpep, Y =Y1€1+ - Ynen,
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onda je ca
(x,y) = 21y1 + T2y2 + - + TpYn

dedunucan cxanrapru npouszeod y V. Hsbopom paszruvumuz basa dobujamo
DABAUNUNE CRANGDHE TPOUIBOOE.

ITpuMeP 4.9. Bexmopcku npocmop C|0, 1] ceuzr gynkyuja nenpexuonus na oo-
ceuky [0,1] je Eyxaudcku npocmop akxo ce y memy yeede cKaALAPHU NPOU3EO0

1
(w’y):/o f(z)g(z)dz.

Henocpenuo u3 mepuHUIMje CKAJAPHOT MPOU3BOIAA TPOU3UIIA3E CIIEIe-
ha ceojcrtra:

1. (z,\y) = Az, y) 32 A € R;

2. (x,y+2)=(z,y) + (v, 2);
3. (x,0)=0.
Moske ce mokasartu (Ha mpumep, [13]) ma 3a ckanapHNI DIPOU3BOJ BasKU

U HejeTHAKOCT
(z,y)° < (z,2) - (y,9),

mo3HaTa Kao HejemHakocT Kowwu-Bymwaxoeckoz. Y mpoctopy R™ Ta mejen-
HAKOCT je mo3Hara Kowujesa HEjeTHAKOCT

(T1y1 + -+ 2yn)® < (@7 4+ 22) (Y 4+ +yp).

Jlepunrunuja 4.10. 3a eexkmop x Eykaudcroz npocmopa 6poj
||| = v (z, z)
HAZUBAMO HOPMOM UAU OYANCUHOM BEKMOPA .

3a HOpMY Ce KOPDUCTU U O3HakKa |x|. 3a HeHylTe BeKTOpe meduHUIIE Ce
u yrao usmMely mux.

Jedumaunuja 4.11. Yzao usmehy nenyamuz eexmopa € uy Eykaudckoz npoc-
mopa je yeao ¢ € [0, 7| degununucan jednaxouhy

cosp— \TY) (z,y)

el iyl (@, )/ (2, 2)

Carsacuo HejenHakocTu Komu-BymakoBckor, nqecHa CTpaHa MPETXOaHE
jemHakocTu Huje mo Momyisy Beha om 1, ma 3amcra mpencTaBiba KOCUHYC

HEeKOoT yTrJa.
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IIpuMEeP 4.10. Yzao usmehy eexkmopa x = (1,0,1,0) vy = (1,1,0,0) npocmopa
R?* je 7/3 jep je
1-14+40-141-04+0-0 1

cosp = ——
VARt R VI 202102 2

Jepurunuja 4.12. /[ea sexmopa Eykaudckoe npocmopa cy opmozonaita axo
je BUT08 CKAAAPHU NPOU3B00 JeOHAK HYAU.

IIpuMeP 4.11. dynxyuje f u g npocmopa C|0,1] degunucane ca f(x) = 2 u
g(z) = 2x — 1 cy opmozonaane jep je

1

1 1
(f.q) = /O F(@)g(x)dz = /0 220 — N = 222 — )| =0,

0

JenmpauwmHa XuneppaBHU

Y Eyrmunckom npoctopy R" moske ma ce mepumHuIme mojaM KOju OATroBapa
MojMy paeéar y TPOIOUMeH3MOHaJHOM mpoctopy. Heka je @ € R" memyartu
BeKTOp U Heka je (€ R.

Jedpunanmuja 4.13. Cxkyn ceur mavaxa x € R" 3a xoje sancu
z-a+p3=0
je n — l-dumen3uonarna pasan uau Tuneppasan y npocmopy R™.
3a a=(ay,...,q,), jefHAUNHA XUIEPPABHU je
o] + agxy + -+ aney + 6 =0.
Y mpocropy R (mpaBa) jennaumHa XuneppaBHU je
arzy + 5 =0,

IITO mpejcTaB/ha TAUKy ca koopmuaEaToM —(3/ayi. Y mpocropy R? (pasan
Cca KOODIWHATHUM OCaMa I| U T2) jeJHAUYMHA XUIEPPABHU je

a1z + agxa + B =0,

IITO TPEJICTaBba jeTHAUMHy Tmpase y pasHu. Y mpoctopy R? (mpoctop ca
KOODIMHATHUM OCaMa Ii, To U T3) jeAHAUNHA XUIEPPABHU je

a1 + wxs + aszzs + 3 =0,

IITO NPEACTaB/bA jeqHAYNHy paBHU (Bumetu 7.1)
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Axo jea = (ay,...,a,) pukcupana, a T IPOU3BOJbHA TAUKA XUIEPPABHU,
rana je (a¢,a+ 5 =0u (a,z) + [ = 0. V3 cBojcTBa CKaIapHOr IPOU3BOIA
ciemu na je (a,x —a) = 0. To smauum (mpema epununuju 4.12) nma je
BEKTOD (¢ OPTOTOHAJAH Ha BEKTOP & — @, Ia 3a BEKTOp & Mo:kemo pehu ma
je eexmop Hopmase XUNEPPABHU.

Ilopen mojMa zuneppasan yBone ce U MOJMOBU k-OUMEHIUOHAANA PABAN,
npasa, 0yxc, HOPMAAG A PABAN, 00cmojame Mawke 00 TUNEPPABHU, NPECEK
dee pashu, yzao usmehy dee npase, yzao usmehy npase u TunEpPpasHu.

Wcropujcke HamnomeHe

1. Cmarpa ce ma ce mojaM 8ekKmopckoz npocmopa IPBU UyT jJACHO IO-
jaBuo y pany koju je mHemaukun maremarudap ['pacman (Hermann Giinther
Grassmann, 1809-1877) o6jasuo 1862. romumne.

2. Eyrkmun (oxo 330 - 275. romuse mpe
HOBe epe) je MO3HATU IPUKM (AHTUYKMN) MaTeMaTU-
gyap. Iloy3smammx momaTaka O HETOBOM SKUBOTY U
pany HeMa, ajiil ce y3uMa nOa je ;kuBeo y Ajek-
canapuju (Erumar) m na je mmao MaremaTHury
mkony. 3a Eyknumpma ce cmarpa ma je ayrop 4y-
BeHor nena FEaemenwmu (yrymao 13 kmura) y wo-
juMa je reoMeTpuja 3aCHOBaHA HA aKCMOMATCKUM
ocuoBaMa. Eykmuny ce mpunucyje peuenuria 'He
nocmoju kpamescku nym y zeomempujy’ Kojy je ymytuo Iltomomejy na mm-

Tame Na JIU IOCTOJU JIAKIM HAUMH 33 yueme reomerpuje (ol mpoydyaBama
Eaemenama). Ausropmram 3a m3pauyyHaBame HajBelier 3ajemHudkor me-
auona Hocu wmeroso uMme (Eykaunnos amropuram).



