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1. APSOLUTNA GREŠKA, RELATIVNA GREŠKA I  NJIHOVE GRANICE.
Def: Približan broj x* realnog broja x je broj koji se 'neznatno' razlikuje od x i koristi u izracunavanju umesto x.

Def: Greska pribliznog broja x*, kojim se zamenjuje tacan broj x je razlika  e(x*)=x-x*.  apsolutna greska je (x*=(x-x*(. a granica apsolutne greske je broj Ax* za koji je (x-x*((Ax* . 
Kao sto se vidi iz def. granica apsolutne greske nije jednoznacno odredjena. Radi preciznije ocene greske treba izabrati sto je moguce manju granicu apsolutne greske.
Def: Relativna greska pribliznog broja x* je kolicnik: [image: image1.png]


.

Granica relativne greske je broj Rx* za koji vazi: 
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Procentualna greska je 100Rx*. Promilna greska je 1000Rx*.

2. ZAPIS PRIBLIZNOG BROJA.ZNACAJNE,SIGURNE I TACNE CIFRE.PRAVILA ZAOKRUZIVANJA.

Def: Znacajne cifre pribliznog broja x* su sve cifre njegovog zapisa, polazeci od prve nenula cifre sa leve strane. Dakle ako je broj x* predstavljen u dekadnom brojnom sistemu  x*=(((110n + (210n-1 + .....+(m10n-m+1) pri cemu je  (k({0,1,2,....,9} , (1(0 , znacajne su sve cifre pribliznog broja x*.

Def: Za znacajnu cifru (k broja x* se kaze da je SIGURNA ako je za neko ( ((0,1]  Ax*( (10n-k+1.  Ako je, pri tom ( ( (0,1/2] cifra (k je sigurna u uzem a ako je ( ((1/2,1] ona je sigurna u sirem smislu.  Ako  je cifra (k sigurna ,onda su sve cifre (1,(2,...,(k-1 sigurne. 
Pravilia zaokruzivanja: 
1) ukoliko je (k poslednja sigurna cifra I (k+110n-k +.....+(m10n-m+1( 0.5(10n-k+1 cifru (k ne treba menjati;   
2) ako je (k+110n-k +.....+(m10n-m+1(0.5(10n-k+1 cifru (k treba uvecati za jedan;  
3) ako je (k+110n-k +.....+(m10n-m+1(0.5(10n-k+1 ,  cifru (k ne treba menjati ako je parna, a ako je neparna treba je uvecati za jedan.

TEOREMA (veza izmedju broja sigurnih cifara i relativne greske) :

Neka je  x*=(((110n+(210n-1+......+(m10n-m+1) ,(1(0 . Ako x* ima k sigurnih cifara onda je: [image: image3.png]w

w
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DOKAZ:  Poslednja sigurna cifra broja x* je (k ,pa je zbog toga [image: image4.png]wlt*F < 4
o < wlor kit




Deljenjem prethodnih nejednakosti sa ( x*( dobija se
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što je i trebalo dokazati.
3. APSOLUTNA GRESKA PRIBLIZNE VREDNOSTI FUNKCIJE     y=f(x1,x2,........,xn).
Neka je y funkcija n realnih argumenata x1,x2,....,xn  tj. y=f(x1,x2,.....,xn). Neka su dalje x1*,x2*,....,xn* priblizne vrednosti argumenata  x1,x2,.....,xn i y* odgovarajuca vrednost funkcije y, odnosno  y*=f(x1*,x2*,.....,xn*) .

Pri tome je apsolutna greska [image: image10.png]ly—v*= |f(z1, 22, En) — flzy,z3,...,z0)],




a granica apsolutne greske je [image: image11.png]Ay‘ = sup [f(:z:l,:z:g,...,:Bn)—f(x’{,wg,...,fﬂ;‘,)l,
(a:l,:cg,.,.,:l:n)EG




gde je G n-dimenzionalna oblast odredjena uslovima

[image: image12.png]=12,...,n.
mk-:EZ:lSAmz_a k y &y )




Ako je f neprekidno diferencijabilna , onda postoji (([0,1] tako da je [image: image13.png]f(ml’mz""imﬂ) —f(m;’m;""’m;) =
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Zbog toga je Ay* bilo koji broj za koji je [image: image15.png]n af
Ay > sup  |5—(21,%2,- -2 Za)| Ay
! g(f‘l,xz,...,xn)ec B:ck »




Medjutim ,u praksi se obicno koristi linearna ocena apsolutne greske funkcije [image: image16.png]=\, 0
v = Zlaa{ (27, 231+ -2 @)l Aay.-
k=1 k




4. REL. GRESKA PRIBLIZNE VREDNOSTI FUNKCIJE.
Ako je y=f(x1,x2,.......xn) i y*=f(x1*,x2*,......,xn*) i apsolutna greska (
[image: image17.wmf]*
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[image: image18.wmf]*

| , relativna greska priblizne vrednosti funkcije je:  
[image: image19.wmf]*
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5. APSOLUTNA I RELATIVNA GRESKA ZBIRA, RAZLIKE, PROIZVODA I KOLICNIKA.
1) Greska zbira:  Neka je z=f(x,y) = x+y  , i  neka  su  priblizne  vrednosti argumenata  x* i y*   cije su granice apsolutnih  gresaka  Ax* , Ay* .Tada je [image: image20.png](z,9) = 1.



. Zbog toga je Az* >= Ax* + Ay*  i 
[image: image21.wmf]*
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2) Greska razlike:  z=f(x,y) = x – y  i 
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  =>   Az* >= Ax* + Ay* .  
3) Greska proizvoda:  z =f(x,y) =xy   [image: image23.png]of v_. Of . _
'é;(may)"y, ay(mvy) .



. Za linearnu ocenu greske dobijamo [image: image24.png]Ay = [y Aee + |2*| Ay
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4) Greska kolicnika:  z =f(x,y) = x/y  [image: image26.png]1 of _
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6.OBRATAN PROBLEM OCENE GRESKE PRIBLIZNE VREDNOSTI FUNKCIJE. PRINCIPI.
Odrediti dopustive granice apsolutne greske argumenata Axk* ,k= 1,2,...,n, tako da granica apsolutne greske f-je bude unapred data vrednost Ay*. Za n=1y=f(x) je funkcija jedne promenjive. Predpostavimo da je funkcija diferencijabilna. Tada je prema Lagranzovoj teoremi: [image: image29.png]y=1y*+ f'(z* +8(z — =*))(z — =*), 3a ero 8 € (0,1)



 . 

// Lagranz : f(b) – f(a) = f’(c)(b-a)//  [image: image30.png]y—y
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Prema tome priblizna vrednost dopustive granice apsolutne greske Ax* je [image: image32.png]



Za y= f(x1,x2,.....,xn) imamo [image: image33.png]af .
sl (a5, 0| 4
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Iz poslednje jednakosti, granice apsolutnih gresaka Axk* nisu jednoznacno odredjene. Da bi ih jednoznacno odredili koristi se jedan od sledecih principa:

Princip    jednakih   uticaja :
[image: image34.png]0
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Princip   jednakih apsolutnih gresaka   :

[image: image37.png]Azi =Am;, k=2,3,...,n.
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Princip jednakih relativnih gresaka:

[image: image39.png]Rye = Ry», k=2,3,...,n.
ke 1
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7. Izolovanje realnog rešenja jednačine f(x)=0 (analitički i grafički).
Za jednačinu f(x) = 0, pri čemi je f realna funkcija realnog argumenta, kažemo da je ALGEBARSKA ako je f(x) polinom tj.[image: image41.png]f(:z:) = a,z" + an_lm“_l +...+ a1z + ag,



 inače kažemo da je TRANSCEDENTNA. Koristićemo sledeće oznake za maksimum odnosno minimum apsolutne vrednosti k-tog izvoda date funkcije f : [image: image42.png].= min |f®(z)].
my = min [ f% ()]



, [image: image43.png]M, = max |f®(z)|
z€[a,b]



.   
Pod izolovanjem korena se podrazumeva određivanje intervala kojima pripada po jedan koren razmatrane jednačine. 

Teorema 3.1.1.  Neka je u jednacini f(x) = 0, f(C[a, b] ;   f(a)f(b) < 0.  Tada postoji c((a, b) za koje je f(c)=0. // Prva Koši-Bolcanova t. //  .Ako je funkcija uz to i monotona na intervalu (a,b) ima jedinstveno rešenje.

8. Ocena greške približNOG rešenja jeDNAČine f(x)=0.
Teorema 3.1.2. Neka je ( tačna, a x* približna vrednost korena jednacine f(x)=0 ; (, x*([a, b] ; f(C 
[image: image44.wmf]1

-

[a, b]. Tada je [image: image45.png]



Dokaz: Primenom Lagranžove teoreme dobijamo: [image: image46.png]£(€) = f(z*) = fi(e)(€ - =*),



 , tj. [image: image47.png]


  => [image: image48.png]6 - o'l =





9. Metoda Iteracije za num.rešavanje f(x)=0

Rešavanje jednacine f(x)=0 se svodi na određivanje nepokretne tačke neke funkcije g : [a, b] ( [a, b] odnosno f(x)=0 se transformiše u x = g(x).
Teorema 3.3.3. Neka diferencijabilna funkcija g : [a, b] ( [a, b] zadovoljava uslov [image: image49.png](AL € [0,1))(Vz € [a,b])|¢’(z)| < L < L.



. Tada niz {xn} definisan sa x0([a, b], xn=g(xn-1), n(N  konvergira ka fiksnoj tački (  funkcije g i za svaki prirodan broj n važi ocena: [image: image50.png]Ln

]:z:,,—£|_<_ I_L]ml——mo.




    
Dokaz: 

[image: image51.png]|z — €l = 9(zn—1) = 9() = ¢'(cn)(€ = Zn-1)| < Llzn-1 - €|,



 
tj [image: image52.png]|zn — €| < L*|zo — £,



  [image: image53.png]na je lim z, = ¢ Iame Baxu
n—oo




[image: image54.png]lzo — €] < |zo — 21|+ |z1 — €| < o — 21| + Lizo — €,



 odakle je [image: image55.png]Iﬂvo—ﬂvll‘
oo — &1 < S —F—



  ... sledi [image: image56.png]L le - :1:0|
- L

zn — ¢l <



 kraj dokaza.

Iz niza jednakosti i nejednakosti [image: image57.png]Znt1 = &l = |f(zn) = F(E)] = |f (cn)(@n = €)| < Llwn — €] =

= len = Tny1 + Ty — 5' < L(lwn+1 - mnl + lmn+1 - fl)




sledi da je [image: image58.png]Tn41 — fl < '-'L'n+1 - Zpl.



, specijalno za L=0.5 :[image: image59.png]Tnt1 = €| £ |Tag1 — znl.




10. Metoda linearne interpolacije ( regula  falsi ).
Osnovna ideja metode lažnog položaja je da se funkcija f aproksimira linearnom funkcijom, a tačan koren ( jednačine f(x)=0 aproksimira nulom dobijene linearne funkcije. Ako je f: [a, b] ( R neprekidna i zadovoljava uslov f(a)f(b) < 0  i monotona je na [a, b], odatle sledi da f(x)=0 ima jedinstveno rešenje na [a, b]. 
Jednačina prave određene tačkama (a, f(a)) i (b, f(b)) je: [image: image60.png]y— fla) =

()

f(a)

- a).




Apscisa presečne tačke ove prave i ose Ox se određuje iz: [image: image61.png]


 ( [image: image62.png]r=a-—

fla)(b—a)
f(b).— f(a)

=Ti.



.
Prva aproksimacija tačnog rešenja ( je x​1. Ako je x1= ( jednačina f(x)=0 je tačno rešena. Ako nije, tj. f(x) ( 0 i ako x1 zadovoljava uslov f(x1)f(a) < 0 postupak se ponavljai na segmentu [a, x1], a ako je f(x1)f(b) < 0 ponovićemo ga na [x1, b]. Niz umetnutih segmenata se formira tako da svaki od njih sadrži koren (.

Teorema 3.2.2. Neka je na [a, b] funkcija f neprekidno diferencijabilna i u svakoj tački x([a, b] postoji f ’’(x). Neka su ispunjeni uslovi: f(a)f(b) < 0  i f ‘(x) i f ‘’(x) su stalnog znaka na segmentu [a, b]  Neka su xF, x0 ( [a, b] tačke za koje vazi: [image: image63.png]fzr)f(zo) <0, f'(zF)f(zF) > 0.



. Tada niz {xn} definisan rekurentnom formulom: [image: image64.png]f(mn)(”F ~ Zp)

Tptl = Tp — ,n=0,12,...
+1 flzr) — f(zn)



, ko konvergira ka korenu (. 
Dokaz: 
Pretpostavimo da je [image: image65.png](Vz € [a,b]) f(z) >0, f'(x)>0



 i neka xF( [a, b] zadovoljava uslov f(xF)f ‘’(xF) > 0 tj. f(xF) > 0. Neka je x0 ( [a, b] i f(xF)*f(x0) < 0 tj. f(x0) < 0. Pošto je funkcija monotono rastuća ( x0 < ( i xF > (.  Dokažimo mat. indukcijom da niz {xn} zadovoljavaju uslov xn < (. Za n = 0 tvrđenje je tačno. Pretpostavimo da je tvrđenje tačno za n = k imamo xk < (   i [image: image66.png]—z— flg). ETTF
@) === f®) 7"



 Tada je : [image: image67.png]Tit1 — & = g(zr) — 9(€) = ¢'(cr)(zr — £), 3a Hexo ¢ € (24, €)



. Kako je  f ‘(x) > 0 ; f ‘’(x) > 0 (x ( [a, b] sledi [image: image68.png]P _ flzr) . T —Zy () — -
9@ = o =) (f(w)~f(wp) f(=) 1)



 [image: image69.png]


 jer su funkcije f i f ‘ rastuće i c > x. Kako je xn < (, za prirodan broj k vazi [image: image70.png]Trr1 — € = g(er)(zr — €) <0,



  pa je tvrđenje tačno za n = k+1.  Pošto je tačno i za n=0 ono će biti tačno za svaki prirodan broj n.  Iz relacije xn < ( i toga da je funckija u ovom slučaju monotono rastuća sledi da je za svaki prirodan broj n f(xn)<0   Iz ove nejednakosti i toga da je f m. rastuća sledi [image: image71.png]TFp — Ty

f(.’EF) f(mn)

Tpt1 — T = —f(2n)




Niz {xn} je monotono rastući i ograničen sa gornje strane ( taj niz je konvergentan. Neka je [image: image72.png]c¢= lim z,,.
n—oo



. Ako se u definiciji niza pusti da n ( ( dobija se da je [image: image73.png]C—Zp
== 1O T



 odakle je f(c) = 0 . Pošto je ( jedini koren jednacine f(x) = 0 zaključujemo da je c = ( tj. da je [image: image74.png]lim z, =¢.
n—o0



. 

11. Njutn – Rafsonova metoda (metoda tangenti).
Teorema 3.3.5. Neka je f ''(x) neprekidna funkcija i f '(x)(0 u nekom otvorenom intervalu koji sadrži ( pri čemu je f(()=0. Tada postoji (>0 tako da niz definisan sa [image: image75.png]f(za)
J'(zn)

zo € [a,b], Tnp1 ==, —

,yn=0,1,2,...,



 konvergira kvadratno ako je |x0 - (| < (.

Dokaz:

Niz {xn} definisan relacijom xn+1 = g(xn) n=0,1... za [image: image76.png]


. Iz pretpostavki teoreme sledi: [image: image77.png]


.
Odavde sledi da je g ‘(() = 0 i da je g ‘ neprekidna funkcija. Za proizvoljnu konstantu L za koju važi da je 0 < L < 1, postoji (>0 tako da je: [image: image78.png](Vre(E—¢é+e) ld(@I<L<1



,  pa iz teoreme 3.3.3. sledi konvergencija niza {xn} ka ( za x0 ( (( – (, ( + () tj za |x0 - (| < (.
Teorema 3.3.6. Neka je funkcija dva puta neprekidno diferencijabilna i zadovoljava uslove: f(a)f(b) < 0 ; f ‘(x) i f ‘’(x) su stalnog znaka (x( [a, b]  Ako je niz {xn} je definisan na prethodan način i za x0( [a, b] važi f(x0)f ‘’(x0) > 0, tada je niz {xn} konvergentan i važi [image: image79.png]lim z, =&,
n— 00



  pri čemu je f(() = 0.

Dokaz:

Iz neprekidnosti funkcije i f(a)f(b) < 0 ; f '(x) > 0 za sve x( [a, b] sledi da jednačina f(x) = 0 na segmentu [a, b] ima tačno jedan koren, označimo ga sa (. Pretpostavimo da je f(a) < 0 ; f(b) > 0 i f '(x) > 0 za sve x( [a, b]. Dokažimo matematičkom indukcijom da niz {xn}, u tom slučaju, ograničen odozdo sa (. Treba dokazati da je za sve prirodne brojeve n tačna nejednakost xn > (.  Ovo se tvrđenje za n=0 svodi na x0 > ( što je tačno. Pretpostavimo da je tačno za n=k  tj. xk > (.  Dokažimo da je tačno i za n=k+1:
[image: image80.png]7€) = Fan+ (€~ m) = f(on) + L2 ey 1 LD e g0



. Iz uslova f ''(x) > 0 za sve x ( [a, b] sledi da je [image: image81.png]fll
f7(6)
21 k) (6 -
:L‘k)2 >
0.



.  Iz ove nejednakosti sledi da je [image: image82.png]fla) + —7=
k) + f'(@)
:z;k) <0



    (   [image: image83.png]<o —

——k) = Th+1-
J'(zx)



. Time je dokazano za n=k+1 pa je dokazana za sve n.

 Dokažimo da je niz xn, monotono opadajući. To sledi iz relacije [image: image84.png]f(zn)
f'(zn)

Tntl =Tp —



 jer je f(xn) > 0 što sledi iz relacije xn > ( i f'(xn) > 0 po pretpostavci teoreme. A posto je ograničen odozdo sledi da je taj niz konvergentan. Tada je [image: image85.png]lim z, =c>¢.



. Ako je c > (  biće f(c) > 0, ali bi onda vazilo: [image: image86.png]f(mn) fley 1 _ f(e)

Tnt1 = Tn — F(zn) S %n - 2 2f'(c) o 4f'(c)




 odakle ( [image: image87.png]


 što je u suprotnosti sa činjenicom da je niz {xn} organičen odozdo. Odatle ( [image: image88.png]lim z, =¢.
n—od



.
Teorema 3.3.7.  (za ocenu greške)
Neka je funkcija dva puta diferencijabilna funkcija i ( je jedinstven koren jednačine f(x) = 0  na segmentu [a, b]. Neka je niz {xn} dobijen NJ-R metodom. Tada važi ocena greske: [image: image89.png]|2 —
.-
g <2
m2
1 o
z
n—1 2



.
Dokaz:

 Primenom Tejlorove formule na funkciju f u okolini xn-1 se dobija:  
[image: image90.png]f(@n) = f(Zn_1 + (Tn — Tn-1)) =



 [image: image91.png]I (c) 1)2___%(_0_2(

z, — mn_l)z

f(xn—l) + f,(‘vn—l)(fvn - zn—l) + (33 -z,



, sledi[image: image92.png]lf(wn)l e,

- wn-—l' < _'wn — Tp-1{ -
2m1 2m1

|zn — €] < ——



.
12. Kombinovana metoda (regula falsi i tangenata).
Neka je funkcija u jednačini f(x) = 0 dva puta neprekidno diferencijabilna na [a, b] i neka su ispunjeni uslovi:

f(a)f(b) < 0 ; f ‘(x) i f ‘’(x) su stalnog znaka (x( [a, b].  Iz teoreme 3.2.2. za fiksiranu tačku u metodi regula falsi može se uzeti onaj kraj intervala za koji f(xf)f ‘’(xf) > 0. Iz teoreme 3.3.6 sledi da se isti kraj intervala može uzeti za startnu tačku kod metode tangenata i tako koristimo istovremeno obe metode i tako ubrzavamo konvergenciju. Označimo sa {xn} niz koji se generiše metodom regula falsi, a sa {
[image: image93.wmf]n

x

} niz generisan metodom tangenata. Označimo sa 
[image: image94.wmf]0

x

= x
[image: image95.wmf]F

 onaj kraj segmenta [a, b] za koji je f(xf)f ‘’(xf) > 0. 
[image: image96.png]_ _ = _ f(@)
= BTG,
= f(2a)(Tn — Zn) —
:zm+1v = Tp— f(?fn)—f(ftp) , n=0,1,2,





Kovergencija ova dva niza ka korenu jednačine f(x) = 0 sledi iz teorema 3.2.2. i 3.3.6. 
Za aproksimaciju korena jednacine f(x)=0 se uzima: x
[image: image97.wmf]*
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13. Matrične i vektorske norme. Definicije i primeri.

DEF: Neka je X vektorski prostor nad poljem S. Skup Y(X je vektorski podprostor od X ako je on sam za sebe vektorski prostor u odnosu na kompozicije iz X.
Neka je A(X.  Najmanji vektorski podprostor prostora X koji sadrži A se naziva lineal nad A i označava se sa L(A) Lineal nad A se može okarakterisati i kao skup svih linearnih kombinacija u kojima učestvuju elementi skupa A.

DEF: Skup B linearno nezavisnih vekrora prostora X predstavlja algebarsku ili Hamelovu bazu ako je L(B) = X.

Neke osobine Hamelove baze: 
1) U svakom linearnom (vektorskom) prostoru postoji Hamelova baza.  
2) Ako je B Hamelova baza vektorskog prostora X onda se svaki vektor x(X može na jedinstven način predstaviti kao linearna kombinacija elemenata B. Neka je B = {xi | i(I} i neka je x(X. Tada postoje jedinstveni skalari (1,(2,...(n takvi da je : 
[image: image99.wmf]å

Î

=

I

i

i

i

x

x

a

i ti se skalari nazivaju koordinate vektora x u odnosu na bazu B.
3) Bilo koje dve Hamelove baze vektorskog prostora X su iste moći. Kardinalni broj Hamelove baze se naziva
    algebarska dimenzija prostora X.  
4) Dva linearna (vektorska) prostora su izomorfni AKKO imaju istu dimenziju.
DEF: Neka je X linearni vektorski prostor nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva. Kaže se da je prostor X normiran ako je definisana f—ja || || : X(R koja ima osobine:
1) ((x(X) ||x|| ( 0    
2) ||x|| = 0 AKKO x = 0
3) ((((C)((x(X) ||(x||=(||x||  
4) ((x,y(X) ||x+y||(||x||+||y|| 
Neka je X=Rn  Na ovom prostoru norma se može definisati : 
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, za p(1  pri čemu je

x=(x1,x2,...xn)T . U graničnom slučaju kada p(( dobija se 
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DEF: Za niz {x(k)} definisan na normiranom prostoru X se kaže da je Košijev AKKO zadovoljava uslov:
(((>0) ((m(()(N) ((n,p>m) ||x(n)-x(p)||<(.
DEF: Normirani prostor X u kome svaki Košijev niz konvergira zove se Banahov prostor

DEF: Neka su X i Y Banahovi prostori. Preslikavanje F:  X(Y  se naziva operator. Operator F je linearan ako važi  (((1,(2(R) ((x1,x2(X) F((1x1+(2x2) = (1F(x1) + (2F(x2).
DEF: Linearan operator F : X(Y je ograničen ako postoji nenegativan broj M takav da je ((x(X)  ||F(x)|| ( M||x||.
Infimum brojeva M za koje važi poslednja nejednakost se naziva norma operatora F i označava sa ||F||  Može se dokazati da je za linearan operator F ||F||=sup||F(x)|| ,   (na ||x||=1).
Svakom linearnom operatoru F Rn(Rm može se pridružiti matrica A = [aij]nxmF(x) = Ax  Zbog toga se često operator F identifikuje sa odgovarajućom matricom A. 

Saglasno tome može se definisati norma matrice A kao norma operatora tj ||A|| = sup ||Ax||=max||Ax|| , (na ||x||=1)
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E – euklidska norma

DEF: Za realnu funkciju || || definisanu na skupu kvadratnih matrica reda n kažemo da je matrična norma ako za proizvoljne kvadratne matrice reda n A i B i proizvoljan skalar ( zadovoljava sledeće uslove:

1) ||A|| ( 0  
2) ||A|| = 0 AKKO A = 0  
3) ||(A|| = |(| ||A||

4) ||A+B|| ( ||A|| + ||B||   
5) ||AB|| ( ||A|| ||B||

DEF: (radijus kvadratne matrice reda n) Spektralni radijus matrice A = [aij]nxm je ((A) = max { |(| } , lambda je sopstvena vrednost matrice A
Primer: Za matricu A izračunati ((A), ||A||1, ||A||E , ||A||(.   
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Rešenje: Za 1 ( j ( 3 
[image: image106.wmf]å
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 a to je dalje jednako:
= max{|1|+|0|+|5|, |2|+|3|+|-1|, |-1|+|-1|+|1|} = max{6,6,3}=6.
||A||E=(33  
||A||(= max{|1|+|2|+|-1|, |0|+|3|+|-1|, |5|+|-1|+|1|} = max{4, 4, 7} = 7  
Sopstvene vrednosti matrice A su rešenja jednačine det(A-(I) = 0   ;  (1=2  (2,3=1/2 ( i(3/2 
pa je ((A) = max {|2|, |1/2 + i(3/2|, |1/2 – i(3/2|}= max{2, 1, 1} = 2.
14. Gausova metoda za rešavanje sistema  linearnih  jednacina
       Razmatramo sistem linearnih jednacina oblika nxn: [image: image107.png]zn:
aivx.—- . y e
2 iz =b; (i=1,2,...,n)




Gausova metoda se sastoji u sukcesivnoj eliminaciji nepoznatih i svođenju datog sistema na trougaoni oblik.  Za a11 ( 0, ako prvu jednačinu sistema pomnožimo sa  (–ai1/a11) i dodamo i-toj jednacini za i=2..n iz svih jednačina, izuzev prve, ćemo eliminisati nepoznatu x​1 tj. sistem ćemo transformisati u ekvivalentan sistem:
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Nastavljajući ovaj proces, dobijamo trougaoni sistem:

[image: image109.png]= b
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koji se lako može rešiti.
15. Metoda proste iteracije za rešavanje sistema linearnih jednačina. 
       Konvergencija i ocena greške.
Teorema 4.4.1. Neka je A = N – P  i neka postoji konstanta L> 0 , takva da je || N-1P || ( L<1.Tada važi:

1) A je nesingularna matrica:

2) Ako je xt tačno rešenje  i { x(k) } niz definisan relacijom Nx(k+1)=Px(k)+b, k=0,1,2... onda je [image: image110.png]lim x® = xt.
k—o00




[image: image111.png]3) | x® —xt [|< L* | 2@ —xt ||




Dokaz:

Pretpostavimo da je suprtono od 1) tj. A je singularna i y ( 0 rešenje matrične jednačine Ay=0. Tada sledi: [image: image112.png]lyll=I NPy I<INTTP Iy IS LYy |,



 , => || y ||=0, što je u suprotnosti od y(0. Odatle sledi da A mora biti nesingularna tj. ona je regularna. 

Dokažimo 3). Neka je M = N-1P . Tada važi [image: image113.png]| x®) —xt f|=)| Mx®=D — Mxt |I<| M I x®Y - xt < ... <



  [image: image114.png]I M x©@ —xt ||< L* || x©@ — xt |



.
Za k=1 sledi: [image: image115.png]| O —xt S L[| 2@ —x* | L[| x@ —x@ | +L | x® - xt |,



 , odakle se dobija da je: [image: image116.png]<
xt 1< <
” )
I



.
Dakle, za ocenu greške se može koristiti relacija [image: image117.png]k
1 —x fl< 2 —x® |

1-—-



.
Iz poslednje relacije i činjenice da je 0( L( 1 sledi tvrđenje 2). Time je tvrđenje teoreme dokazano u potpunosti.

Ocena greške. Iz nejednakosti: [image: image118.png][ x® —xt ||< L || x®Y — xt ||=



 [image: image119.png]L x®=1 - x(®) 4 5 (B) _ 5t 1< L x®= 0 —x®) | L || x® - xt |



,  sledi: [image: image120.png]I —xt < 225 [ x® - x|

1-



.
Dovoljni uslovi za konvergenciju niza { x(k) }, koji je definisan sa  [image: image121.png]x(k+1) = Mx(k) + b, k= 0,12,..., M= [m,-j]nxn, b= [b'i]nxl



 su:

[image: image122.png]1. “M”oo— max Zlm,]|<a<1



, ocena greške: [image: image123.png][| ) —xt o= m (¥)
= max I.’I} —mt.l < e (k
1< = ) ==
<ign t il S T |z —wg Df = x® —xE=1 )
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[image: image124.png]2. | M ||1_ max ng,,l <B<1.



, ocena greške: [image: image125.png](k) _ ot _n (®) _ B ¥ ’
150 - x fa= 3 1ol = all € T 3 les? —all= 5 10 =0 s

i=1




[image: image126.png]n
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, ocena greške: [image: image127.png]| x® - xt 5=
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  [image: image128.png]=| x(®) (k
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.
Teorema 4.4.2.  (potreban i dovoljan uslov za konvergenciju niza)

Iterativni proces x(k+1) = Mx(k) + b, k=0,1,2,...; x(0) ( Rn konvergira ako i  samo ako je ((M)<1.

16. Jakobijeva metoda za sistem linearnih jednačina. 
       Konvergencija i ocena greške.

Definišemo matrice L,D,U, preko matrice A=[ai,j]n x n :        

[image: image129.png], D =diag(4) =
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Primetimo da je A=L+D+U.   Kod ove metode se bira da je N=D a  P= -(L+U)   pa se sistem

[image: image130.png]zn:
aivx.—- . y e
2 iz =b; (i=1,2,...,n)




može napisati u obliku: Dx = - (L+U)x+b  

Niz {x(k)} je definisan na sledeći način:  Dx(k+1) = -(L+U)x(k) + b, k=1,2...

ili, posle množenja leve  i desne strane poslednje jednakosti sleva matricom D-1

[image: image131.png]x¢) = D YL+)x® + Db k=1.2.....




Iteraciona matrica Mj = - D-1(L+U)  je Jakobijeva matrica.  Iz teoreme 4.4.1. sledi da će niz { x(n) } konvergirati ka rešenju sistema ako je || Mj || ( L<1, pri čemu || || označava proizvoljnu  matričnu normu.

Teorema 4.4.3. (dovoljan uslov za konvergenciju)
Ako je A dijagonalno dominantna, tj. ako važi [image: image132.png]n
,aiil > Z ai;, 1=12,...

F#i



, onda je matrica A regularna i niz { x(n) } konvergira rešenju sistema [image: image133.png]zn:
aivx.—- . y e
2 iz =b; (i=1,2,...,n)



 za proizvoljno x(0). 

Dokaz:

Iz dijagonalne dominantnosti matrice A sledi da je || Mj ||(<1 pa iz teoreme 4.4.1. sledi tvrđenje.    

Teorema 4.4.4. Potreban i dovoljan uslov za konvergenciju niza { x(n) } , definisanog Jakobijevom metodom, je da sva rešenja jednačine [image: image134.png]/\au
az
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  (tj. det(- D-1(L+U)-(I)=0) zadovoljavaju uslov |(|<1.
17. Gaus – Zajdelova metoda za SIstem linearnih Jednačina. 
       Konvergencija i ocena greške.

Neka je sistem jednačina m x n napisan u matričnom obliku  x=Mx+b, gde je M=[mij]n x n , b=[bi]n x 1 . Predstavimo matricu M u obliku M=M1+M2 , gde su M1 i M2 trougaone matrice: 

[image: image135.png]


[image: image136.png]My =
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Definišimo iterativni proces sa: [image: image137.png]x4+ — pr D) 4 ™) L b k=0.1.2..... x9 e R".




Ako se ovakav rezon primeni na Jakobijevu metodu za N=D+L, P= - U, jednacina Nx(k+1)=Px(k)+B se transformise u: [image: image138.png](D + L)x*+Y
=-Ux® +b, £=0,1,2



  tj. [image: image139.png]x(k+1) — —(D+L)‘1Ux(’°) +(D+L) ', k=0,1,2,...



    
Iteraciona matrica je MG= - (D+L)-1U. U skalarnom obliku, odnosno po koordinatama, niz { x(k) } se može odrediti sledećom formulom: 

[image: image140.png]n
o = Za 2t = N ae® by, i= 12,0 k=0,1,2,...
ji=1 Jj=i+1




Teorema 4.4.5. (dovoljan uslov za konvergenciju)

Ako je A simetrična i pozitivno definitna matrica onda { x(k) } definisan Gaus-Zajdelovom metodom, konvergira rešenju sistema  za proizvoljno x(0)(Rn. 

Potreban i dovoljan uslov se može izvesti iz teoreme 4.4.2.  a dovoljan iz 4.4.3.
Teorema 4.4.6. Kako je [image: image141.png]det(Mg — AI) = det(—(D + L)™'U — A\I) = —det(D + L)~  det(U + A(D + L))



 vazi tvrdjenje: niz { x(k) } definisan Gaus-Zajdelovom metodom konvergira rešenju sistema ako i samo ako svi koreni jednačine

[image: image142.png]Aayy
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, zadovoljavaju uslov |(|<1.

U vecini slučajeva ako konvergira Jakobijeva metoda, konvergiraće i Gaus-Zajdelova metoda i to brže, mada nekad Jakobijeva konvergira a Gaus-Zajdelova metoda divergira.
18. Metoda proste iteracije za rešavanje sistema nelinearnih jednačina.

Teorema 6.2.1. Neka g: D(D i neka je bar za jedan element p skupa {1,E,(} ispunjen uslov 0( Lp(1.Tada:

1) Jednačina x=g(x) ima jedinstveno rešenje s u D .   
2) Niz definisan sa x0(D, xk+1=g(xk), k=0,1,2,... konvergira ka s.
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 je ispunjen uslov  0( Lp (1.

Dokaz:

Primetimo da za svaki prirodan broj m važi: :[image: image144.png]" g(xm+1) - g(xm) ”PS Lp " g(xm) — 8(Xm-1) ”PS .S L;;n " X1 — Xp ”p .




Neka je l>m.Tada važi :

[image: image145.png]% =% o<l % = %1 flp +- -+ | X2 = X [l



  

[image: image146.png]LT'I.
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Niz je Kosijev, pa je konvergentan. => postoji 
[image: image147.wmf]m
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 Zbog neprekidnosti funkcije g je: [image: image148.png]s= lim X1 = lim g(x.,n) = g(s)
m—oo m—00



, tj. granična vrednost s niza {xm} je nepokretna tačka funkcije g. Dokazacemo da je s jedinstvena nepokretna tačka funkcije g tako sto pretpostavljamo da, postojiq, q(s: [image: image149.png]Il's—aly=ll&(s) - &(a) < Ly [ s—all,<ls—al,-



 - KONTRADIKCIJA!
Time su dokazana tvrđenja 1.i 2. Za tvrđenje 3. važi: 

[image: image150.png]| %m ~ s [[,=Il 8(xm-1) — &(s) Ip< Lp [ Xm—1 =8 < ... <L | x0 =5 ||,




Za m=1 dobija se: 

[image: image151.png]0 — s lp<ll xo = %1 [lp + [ x1 = s {lp<|l %0 — %1 |Ip +Lp [| X0 = 5[]y




odnosno: [image: image152.png]Il %0 —x1 [lp
%0 —s llps =——F—



   =>  [image: image153.png]” Xp—X3 II,, .
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Ocena greske je analogna metodi iteracije za sistem linearnih jednacina: [image: image154.png]L,
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.

Za 0 < Lnp < 0,5 poslednji uslov se može zameniti još jednostavnijim uslovom  ||xm+1-xm||p < (
Teorema 6.2.2. Neka je K(s,r) ={x(D| ||x-s||p <r } pri čemu je s nepokretna tačka funkcije g. Dalje neka je g’ neprekidna na K(s,r) i || g’(s) ||p < 1, za neko p({1,E,(}. Tada postoji SYMBOL 101 \f "Symbol" > 0 tako da niz  {xm} konvergira ka s za 
|| x0 - s || < SYMBOL 101 \f "Symbol" .
Dovoljan uslov za konvergenciju niza pribliznih resenja definisanog formulama: 

[image: image155.png]Cint1 = gl(mmv ym)
Y+l = gZ(mma ym) ,m=0,1,2,...; zp € [a, b]; Yo € [Cyd]




je da postoji L ((0,1) tako da je za svako x([a,b] i svako y([c,d] zadovoljen bar jedan od sledeca tri uslova:

1. [image: image156.png]o 092
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 [image: image157.png]+ ?%(a:,y)l} <L<1.
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[image: image161.png]092 2 092 2




Ako je (SYMBOL 120 \f "Symbol",SYMBOL 104 \f "Symbol") tačno rešenje razmatranog sistema, ocena greske za ove slucajeve je:

Izvedimo ocenu greške za svaki od navedena tri slučaja:

1. [image: image162.png]L'In-
1-1L

max{|z; — &, lym — nl} < max{|z1 — 2ol [y1 ~ yol}




2. [image: image163.png]L'ln
1—-L

lmm —£|+lym_"7l < ("’El ’—11?0|+ly1 _yOI)'




3. [image: image164.png]\/(-'L'm -&)%+ (Yun — 77)2 < l_lzfz\/(xl - zo)z + (yl - y0)2'




19. Metoda Njutn – Kantoroviča za rešavanje sistema nelinearnih jednačina.

Def.6.3.1. Ako za konvergentan niz {xm}, koji konvergira ka s postoji konstanta Ck tako da za dovoljno velike prirodne brojeve m(N važi [image: image165.png]" Xi;p41 — 8 "

" Xn — S ”k

< Gka



, onda kažemo da je red konvergenicje niza {xm} jednak k.

Ako je g’(s) ( 0 konvergencija je linearna: [image: image166.png]X — 8
im [Xmt =80 gy,
n—00 ” Xm — S "



.
Ako je g’(s)=0 i ako postoji C(R, onda je konvergencija kvadratna: [image: image167.png]| Xim1 —s || <c
I %m —s |2




Specijalan slučaju sistema od dve jednačine sa dve nepoznate:
(1(x,y)=0

(2(x,y)=0

ima jedinstveno rešenje ((,()T u oblasti D=(a,b)x(c,d). Niz (xn,yn)T definisan metodom Njutn-Kantoroviča je

xn+1=xn+hn
yn+1=yn+kn   , n=0,1,2,…, x0((a,b), y0((c,d),

pri čemu je (hn,kn)T rešenje matrične jednačine: [image: image168.png]o) ] = - [ e ted]




Ovo se može napisati u skalarnom obliku 

[image: image169.png]9f1
fz

dfi
(-'L'myn)h + aj; (wmyn)kn = "fl(mmyn)

(-’Bmyn)h + y(mmyn)kn = "fZ('T.myn)-




Primenom Kramerove teoreme dobijamo: 

[image: image170.png](n) : n
SV GV G
J(wmyn) J(mmyn)




[image: image171.png]0f of,
- nyYn ——\Tn,Yn —(Zn, Yn _ U
o fi(n,yn) ay( Yn) A |7 (@ny¥n)  —f1(Zn, Un)

0
~Fam ) (1) S ) ~halenrn)




20. Interpolacija. Lagranžov i polinom.

Teorema 7.2.1. Ako je ( : [a,b]( R neprekidna funkcija, onda za svako ( > 0 postoji prirodan broj n i polinom Pn stepena n, tako da je, za svako x([a,b] vazi: |((x) – Pn(x)| ( (.

Neka je funkcija (: [a,b]( R data svojim vrednostima yk=((xk) u tačkama xk,k=0,1,….n. Odredimo interpolacioni polinom oblika Pn(x)=a0+a1x+…+anxn.

Iz uslova Pn(xk)=yk, k=0,1…n se dobija sistem linearnih algebarskih jednačina: a0+ a1xk+…+anxkn=yk, k=0,1…n
Parametri a0,a​1,…an predstavljaju rešenje prethodnog sistema linearnih jednačina. Determinanta sistema je poznata kao Vandermondova determinanta

[image: image172.png]= [[(@: - =j).

>3




Za x​i​(xj (i(j; i,j=0,1…n) determinanta je različita od 0 ( sistem ima jedinstveno rešenje tj. postoji tačno jedan polinom stepena ne većeg od n, kojim se interpolira funkcija ( data svojim vrednostima na ćvorovima xk, k=0,1..n.

Lagranžov interpolacioni polinom

Potražimo polinom Pn u obliku [image: image173.png]Po(z) = yoLo(z) + y1 L1(z) + ... + yuLn(2),



, pri čemu su polinomi L​k(x), k=0,1...n stepena ne većeg od n i imaju osobinu da je [image: image174.png]1, 3ak=7
Lk(mj)zakj:{o, 3a.k7é;"



.
Iz uslova da su xi (i(k) nule polinoma Lk(x) i uslova da stepen tog polinoma nije veći od n, sledi da je polinom Lk(x) oblika: .[image: image175.png]Li(z) = A H(m —z;).




[image: image176.png]y=Le(x)
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Iz uslova Lk(xk)=1 se dobija

[image: image177.png]1
T (e —21) . Tk — Tho1)(Tk — Trg1) -~ (Tk — Tn)

Ay




Dakle

[image: image178.png]Li(e) = H(

i#k

T—z;

T — T4

)



 Ako se uvede pomoćna funkcija: [image: image179.png]wny1(z) = H(w - ;)

=0



, polinom Lk se može napisati u sažetijem obliku:
[image: image180.png]Li(z) = __Wnpa(z)
(z - "L'k)w;;+1(w) )



.
21.  NEVILOV ALGORITAM

Def. 7.2.1. Neka je  f:[a,b](R funkcija za koju su poznate vrednosti u cvorovima  x0,x1,…,xn. Neka su m1,m2,…,mn( {0,1,…,n}. Pm1,..,mk se definise kao Lagranzov interpolacioni polinom stepena k koji interpolira funkciju u cvorovima xm1,xm2,…,xmk.

Teorema 7.2.2. Neka je  f: [a,b](R realna funkcija i neka su xj([a,b], j=0,1,…,k razlicite tacke segmenta [a,b]. Tada za i(j vazi da je: 
[image: image181.wmf])
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, interpolacioni polinom za funkciju  f u cvorovima  x0,…,xk  ciji je stepen manji ili jednak k.

Dokaz: 
Neka je r({0,1,…,k}\{i,j}. Tada je: 
[image: image182.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,...

1

,

1

,...,

1

,

0

,...

1

,

1

,...

1

,

0

r

j

i

r

k

i

i

i

r

r

k

j

j

j

r

r

x

f

x

x

x

P

x

x

x

P

x

x

x

P

=

-

-

-

-

=

+

-

+

-



 EMBED Equation.3  [image: image183.wmf])
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P(xj) = f(xj)  dakle P(xj) = f(xj), j = 0,1, ... k

Iz svega sledi da je P(x) interpolacioni polinom ciji je stepen manji ili jednak k, koji interpolira funkciju  f u cvorovima x0,x1,…,xk. Zbog jedinstvenosti interpolacionog polinoma odredjenog cvorovima xj, j=0,1,…,k  je P(x)=P0,1,…,k(x).
Tabela Nevilovih polinoma: 

[image: image184.png]zr Qro Qi Qr2 Qin
g Qo,o

z1 Q1o Qia

T2 Qz,o Q2.1 Q2,2

In Qn,O Qn,lr Qn,2 Qn,n





Algoritam se izracunava u tacki x za vrednosti interpolacionog polinoma P funkcije f, odredjenog razlicitim cvorovima interpolacije x0,x1,…,xn.

ULAZ: Vrednosti za  x,xo,…,xn,f(x0),…,f(xn) odnosno vrednosti elemenata prve dve kolone matrice Q

IZLAZ: Matrica Q za koju je P(x)=Qn,n

korak1: za i=1,2,..,n ,  za j=1,2,…,i     izracunati: [image: image185.png]0 (= 25)Qi j—1 = (= — 2:)Qi1 jo1
i =

r; — :L‘i_j




   
korak2:  izlaz, KRAJ

22.PODELJENE RAZLIKE. FORMIRANJE TABELE PODELJENIH RAZLIKA.                                                 

Def.7.2.2. Ako  x0,x1,…,xn([a,b] podeljena razlika prvog reda se definise formulom: [image: image186.png]f(@ia) = fla:)

flzs, zipa] =
Tip1 — T;

,i=0,1,...,n—1.




Ako su nam poznate razlike k-tog reda onda se podeljena razlika reda k+1 definise sa:
[image: image187.png]f[$i+1,$z'+2, “e Tigk] — f{wi, .. -,fb‘i+k—1] j=

fl2i igay . Tiga] = :
XTialt — T3




Lema 7.2.1. Podeljena razlika reda k se, pomocu vrednosti funkcije u cvorovima kojima je odredjena, izrazava formulom: [image: image188.png]k
f[mo,xl,...,xk]=z(m. f(z'-,)
i=0 V7

- .’L‘o) ces ((L'i - mi—l)(xi ol .'13'.,'+1) e (.’l)i - mn)




Dokaz: 
Mat. indukcijom. Za  k=1 imamo: [image: image189.png]fle) = flwo) _ _flz) | flzo)

Zg, T1] =
f[ o 1] 1 — T Iy — Zo 1'0"931,




S obzirom da je tvrdjenje za k=1 tacno, pretpostavicemo da je i tvrdjenje za k(n-1 tacno i dokazati tacnost za k=n:

[image: image190.png]JI®1, %2y 1 Tn] = F1Z0, B1y- oy T
Ty — Tg

f[wOazl,-"axn] =




[image: image191.png]Ly e A 5 )
i 4} n-1

=1 H(wz - 1?_7) =0 (1’1 — (l,']
;e

3



 [image: image192.png]flzn)

f(zo)

nol n—1 } z (:L"‘ — .’L‘o) - (ZZJ, zn)
Hemr -l ~ 5 11
j=1 H(w, - z;)



[image: image193.png]



Iz ove leme slede osobine podeljenih razlika:
1) ((1f1+(2f2)[x0,x1,…,xn]= (1f1[x0,…,xn]+ (2f2[x0,…,xn]

2) Podeljena razlika je simetrična f-ja čvorova, čto znači da redosled čvorova nije važan.

Podeljene razlike obicno se prikazuju tabelarno:

[image: image194.png]z  flz) 1 ] ]
zo  f(zo
f[mo’m].]
T f(ml) f[m()a wlyzZ]
flz1,22]
T2 f(mz) f[mO’ 125 RN ﬂ:n]
) ’ f[x21z3]
v f[.'l?.,,__z, Tn—1, wn]
f[wn-—lyzn]
Tn f(mn)




23.KONACNE RAZLIKE. FORMIRANJE TABELE KONACNIH RAZLIKA.

Predpostavimo da su čvorovi x0,…,xn ekvidistantni i da je x0=a  xn=b . U tom slucaju je xi=x0+ih, i=0,1,..,n, h=(b-a)/n, t.j. xi=xi-1+h, i=1,2,…,n . Za ekvidistante cvorove podeljene razlike se pojednostavljuju. Npr: pošto je
xi+1-xi=h, xi+2-xi=2h, xi+3-xi=3h, posle izračunavanja dobija se: 

[image: image195.png]f(@iv1) — fla:)
h 9

f[-Ti,flJi+1] =



[image: image196.png]f(miv2) = 2f(zir1 + f(=z:)
2h2 ’

flzi, Tig1, Tigo] =




[image: image197.png]f(@ita) = 3f (i) + 3F(ziy1) — flz:)
6h3 ’

Flzi, i1, Tiga, Tiga] =




Def. 7.2.3. Operator konacne razlike unapred za h
[image: image198.wmf]Î

R i funkciju f:R(R, se definise  na sledeci  nacin: (f(x) = f(x+h) - f(x).  Konacne razlike viseg reda definisu se rekurzivno sledecom formulom: (k+1f(x) = ( ((k f(x)), k=1,2…

[image: image199.png]o flz)  Af(z) A f(z) A¥f(m) ... A"f(zi)
To f(=o)
Af(zo)
1 flz) A? f(zo)
Af(z1) A3 f(xo)
z2  f(z2) A%f(x)
Af(zs)
T3 f(x3) Anf(mo)



  
Def. 7.2.4.: Konacna razlika unazad se definise sa (f(x) = f(x) - f(x-h). Konacne razlike unazad viseg reda definisu se induktivno sa:  (k f(x) = (((k-1 f(x)), k=2,3,…

Tabela je ista kao predhodna samo unazad (odnosno bitan je donji deo tabele sa n-ovima kao kod 2 Njutnovog polinoma).
24.VEZA IZMEDJU KONACNIH I PODELJENIH RAZLIKA

Lema 7.2.2. Neka je xi+k=xi+kh([a,b], k=01,..,n, f:[a,b](R. Tada je za svaki prirodan broj n: [image: image200.png]k .
f[fl?i, Tidlyeeey mz’+k] = A‘ﬁaﬁ—)

klh*




Dokaz: 
Dokaz se izvodi matematickom indukcijom. Za k=1 tvrdjenje je tacno: [image: image201.png]Af(.’l),)
1t

flos, zipa] =



.
Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za k=m<n tj. [image: image202.png]o _ A f(z),
f[m’n Litlseoey mi+1n] - W



.

Tada je: [image: image203.png]FlZitts - o Tigma1] = FlTi, o, Tion)
Zifm+1 — T4

flzi Tit1, - o, Tidan, Tigme1] =




[image: image204.png]A™f(Tiy1) A" f(zi)
mlh™ mihm_ _ A f(win) — A" f(zi) _ A f(z)

(m+ 1A (m + 1)thmtl T (m+ 1)ttt




 ( tacno je za k=m+1.
Lema 7.2.3. : Neka je xi+k=xi+kh([a,b], k=01,..,n, f:[a,b](R. Tada je za svaki prirodan broj k:

[image: image205.png]Vi (@irn)
(-'Bi+k)

fl
Z.
39 L
i+1y
.
’H-k]
k!\h*




25. NJUTNOVI INTERPOLACIONI POLINOMI ZA NEJEDNAKE RAZMAKE

Teorema 7.2.3. Neka je f : [a,b](R definisana na segmentu [a,b] i neka su  x0,…,xn razlicite tacke segmenta [a,b]. Polinom Pn stepena ne veceg od n kojim se f interpolira u cvorovima xi, i=0,1,..,n je: 

Pn(x)=f(x0)+f[x0,x1](x-x0)+…+f[x0,…,xn](x-x0)…(x-xn-1)
Dokaz: 
Razmotrimo gresku interpolacije Lagranzovim interpolacionim polinomom stepena k:

 [image: image206.png]k
F(z) = Py(z) = f(z) — wipa(z) Z fia:,-)
=0 (:E - mi)H(IL'i —_ {L‘j)

=0
i




   [image: image207.png]


. 

Dakle f(x)-Pk(x) = k+1(x) f [x,x0,…,xk] (*). Razlika Pk+1(x)–Pk(x)  je polinom stepena k+1, cije su nule cvorovi  x0,…,xk  jer je  Pk+1(xj) = Pk(xj), j=0,..,k. Zbog toga je  Pk+1(x)-Pk(x)=ak+1k+1(x).

Ako poslednju jednakost napisemo za  x=xk+1 i uzmemo u obzir da je Pk+1(xk+1) = f(xk+1) dobićemo f(xk+1) - Pk(xk+1) = ak+1k+1(xk+1). Poredeci poslednju jednakost sa (*), za x=xk+1, dobijamo ak+1 = f [x0,…,xk,xk+1].

Pk+1(x) - Pk(x) = f [x0,…,xk,xk+1]k+1(x). Iz jednakosti Pn(x)=P0(x)+(P1(x)-P0(x))+(P2(x)-P1(x))+… +(Pn(x)-Pn-1(x)) sledi da je: [image: image208.png]Pu(z) = f(zo) + flzo, z1](2 — zo) + ... + flzo, T3, ..., Ta)(T — T0) ... (T ~ Tn-1)



.
26.NJUTNOV INTERPOLACIONI POLINOM ZA JEDNAKE RAZlIKE.

Razmotrimo oblik Njutnovog interpolacionog polinoma: [image: image209.png]Pu(z) = f(zo) + flzo, z1](2 — zo) + ... + flzo, T3, ..., Ta)(T — T0) ... (T ~ Tn-1)




ali u slučaju kada su čvorovi interpolacije  ekvidistantni.  Neka je x=x0+sh, s(R. Tada iz Leme 7.2.2. sledi:
[image: image210.png]flzo,..., zi)(z — zo)(z — 1) ... (T — Th—2) =



[image: image211.png]A*S(
k!th)

s(s
-1)
o (s—
E+1)pt= (7
WES
f(zo
)



 (
[image: image212.png]Pa(z) = Pa(@o + sh) = f(@o) + (1) Af(@o) +...+ () ) A" f(ao)



 ili kraće [image: image213.png]"

Pa(zo+sh) =3 (Z) AF f(zo)
=

|
o



.

Ovo je Njutnova interpolaciona formula za interpolaciju unapred ili Prvi Njutnov inerpolacioni polinom, koji se moze definisati i rekurzivno: [image: image214.png]8 Blez), k=0,1,...



.
Greska interpolacije: [image: image215.png]


[image: image216.png]= f[xo,mh e 1m1l]wn+1(x) = (TL + 1\) An+1f(m0)



, ocenjuje se kao prvi izostavljeni clan.
Za interpolaciju u okolini čvora xn koristi se II Njutnov interpolacioni polinom. Posto je podeljena razlika simetricna funkcija cvorova koji je odredjuju Njutnov interpolacioni polinom se moze napisati u obliku:
[image: image217.png]Pofz) = fza) + flen, 2a1l(z — 2n) +...

o Zo)(x — Zn }(& — Tpr) ... {2 — 21).




Neka su cvorovi xk, k=0,…,n ekvidistantni tj. neka je xk=x0+kh, h(0 i neka je  x=xn+qh. Tada je:

[image: image218.bmp][image: image219.png]= Tl

g+1)...(g+k~1)h* =



     [image: image220.bmp]
Iz predhodnog sledi: [image: image221.png]Pute) = flan) + (1) Viloa) # . 4 (‘”:'1)

V" (@)




II Njutnov polinom se moze definisati i rekurzivno:
[image: image222.png]Poyi(z) = Pk<z)+<q+’°) VEH (), k=0,1,...,n



.
Moze se zapisati i ovako: [image: image223.png]Pi(z) = Pul(zn - 3
rh) = Z(’)( 1A f(a_j)

=0




Ukoliko nije lako oceniti gresku pomocu f(n+1)((), moze i ovako: [image: image224.bmp]
27. OCENA GREŠKE POLINOMSKE INTERPOLACIJE. 

Iz teoreme 7.2.3. sledi da se greška polinomske interpolacije se može izraziti kao: f(x)-Pn(x) = f[x,x0,…,xn]ωn+1 (x). 
Teorema 7.2.4. Neka segment [a,b] sadrži svih n+1 čvorova interpolacije x0,…,xn. Neka je dalje f ( Cn+1[a,b]. Tada za proizvoljno x ( [a,b], postoji ξx ( (a,b) takvo da je: 
[image: image225.wmf](
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Dokaz: 
Neka je x* proizvoljan ali fiksiran element [a,b] i neka je g(x) = f(x) - Pn(x) + K(x-x0)…(x-xn), gde je K konstanta određena tako da je g(x*)=0. Za tako izabranu konstantu K funkcija g ima n+2 nule x0,…,xn,x* na segmentu [a,b]. Prema Rolovoj teoremi na segmentu [a,b] funkcija g’(x) ima bar n+1 nulu, g’’(x) ima bar n nula itd…g(n+1)(x) ima bar jednu nulu na segmentu [a,b]. Dakle postoji ξ ( [a,b] takvo da je g(n+1)(ξ)=0 tj. g(n+1)(ξ) = f(n+1)(ξ) + K(n+1)!=0, 
odakle je 
[image: image226.wmf](
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, za neko ξ ( (a,b). Iz prethodnog sledi da je: 
[image: image227.wmf](
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28. INVERZNA INTERPOLACIJA.

To je određivanje približne vrednosti argumenta x funkcije f iz uslova f(x)=y. Ako je f monotona, ona ima inverznu funkciju pa je x=f -1(y). Tada se x odredjuje sa Lagranžovim interpolacionim polinomom. Neka je funkcija y=f(x) zadata tabelom: 

 [image: image228.bmp]. Tada se f –1(y) može aproksimirati sa: [image: image229.png]-n =




Može se primeniti Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama: x=x0+(y-y0)f–1[y0,y1]+(y-yo)(y-y1)f–1[y0,y1,y2] +…+(y-y0)…(y-yn-1) f-1[y0,…,yn]. Ako funkcija f nije monotona, onda se problem svodi na rešavanje algebarske jednačine Pn(x)=y. Ako su čvorovi ekvidistantni, onda se mogu koristiti Njutnove interpolacione formule za ekvidistantne čvorove. Na primer ako se koristi Njutnov interpolacioni polinom za interpolaciju unapred dobija se sledeća algebarska jednačina: [image: image230.png]Pu(@) = Palso+ k) =yo +sAf(mo) + ...+ () A7 f(zo) =3



.
Pretpostavimo da je Δf(x0)(0 i da je y0<y<y1. Tada je x ( (x0,x1) i:  [image: image231.png]fao) + 88 (@o) + ...+ (1) A" flzo) =



.
Rešavanjem po s koje se javlja u drugom sabirku dobija se:  [image: image232.png]5= ﬁ (v- 1) - (§) Atmo) ~ .= (°) A" f(a0)



.
Ovo je oblika s=g(s) pa se moze resiti metodom tako sto se formira niz {sk} definisan sa: sk=g(sk-1),k=1,2… Ako je s=lim(sk),k teži beskonačno, rada je x=x0+sh.

30. METODA NAJMANJIH KVADRATA.

Neka je funkcija y=f(x) data svojim vrednostima u različitim tačkama x0,x1,…,xn.
Ako je n veliko ili vrednosti yk nisu iste pouzdanosti, nije pogodno koristiti interpolacioni polinom. Treba oderditi aproksimacionu funkciju unapred poznatog oblika Φ(x)= Φ(x;a0,…,am), Odstupanje vrednosti aproksimacione funkcije Φ od vrednosti u tabeli može se odrediti funkcijom

[image: image233.png]By =l (yo. 01, 9m) = (B(203 80, . . - ,0un), B(z1; G0, - - -, @on ), -



[image: image234.bmp]
Za p=1 se dobija [image: image235.png]Ev(ag, -+, 0m) = 3 lyk — B(zki 0, - - ara)]
k=0



, pri čemu neki od sabiraka mogu biti jednaki nuli. Funkcija E1 nije pogodna nije svuda diferencijabilna. U praksi se koristi funkcija kvadratnog odstupanja (koja se dobija za p=2): [image: image236.png]Ba(ao, .-, am) = Y (yx — (=i a0, . .., Gm))?
k=0



.
Parametri a0,a1,…,am se određuju iz uslova da E2(a0,…am) bude minimalna. Ovo određivanje parametara je metoda najmanjih kvadrata. Razmotrimo opšti slučaj: aproksimaciona funkcija je uopšteni polinom tj. Φ(x;a0,…,am) = a0 Φ0(x)+a1Φ1(x)+…+amΦm(x), gde su Φk(x), k=0,…,m unapred izabrane funkcije.
Ako je δ(x)=f(x)- Φ(x;a0,…,am), tada je [image: image237.png]Ey(z) = ) _[6(z;)].
=0




Neophodan uslov minimuma je: 
[image: image238.wmf]0
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 k=0,…,m. Kako  je [image: image239.png]dE,
o = 21%:6 z;) 6a = —226(x])¢>k(x]) =



 [image: image240.png]=2 Z(yj = adi(z;))Be(z;).

1—N



.
 Odatle se dobija sistem: [image: image241.png]Z (Z @k(mj)(bl(xj)\) ap = Z@k(mj)yj, k= 0,.,.m.

.Y a—i



, poznat kao sistem normalnih jednačina za aproksimaciju metodom najmanjih kvadrata, ima m+1 jednačinu sa m+1 nepoznatom, i može se rešiti nekom numeričkom metodom. 
Ovaj sistem se može napisati u matričnom obliku na sledeći način: ATAa=ATy, gde je

[image: image242.png]Do(zo) Pi(zo) ... Pin(zo) ao Yo
"q)o(.’l)l) @1(171) (I)m((tl)J '70.1 J [ZA
A= . . . . y a= : y Y=

Bo(zn) Bifwn) ... Bpm(wn)




Iz poslednje matrične jednačine je a=(ATA)-1ATy.

31. Aproksimacija algebarskim polinomima.
 Ako  je Φk(x)=xk, k=0,…,m, onda je aproksimaciona funkcija Φ(x)= ao+a1x+…+amxm, polinom stepena ne većeg od m. U tom slučaju je: [image: image243.png]zy
7



.
Sistem normalnih jednačina je tada:
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U slučaju kada je aproksimacona funkcija oblika Φ(x)=a0+a1x, sistem normalnih jednačina je:

[image: image245.png]n n
s+ +md .z, = D u;
=0

4=0



; [image: image246.png]aOZm] +a = ;
1293 = jz:;)mjyj

3=0



.
Ovaj sistem se dobija kada se u veliki sistem(gore) zameni m=1. Slovo m predstavlja najveći stepen promenljive x.

Primenom odgovarajuće smene, problem aproksimacije nelinearne funkcije se svodi na problem aproksimacije linearnom funkcijom.
32. preodređen sistem.
Neka je dat sistem linearnih algebarskih jednačina koji ne mora biti saglasan: [image: image247.png]n
a..x.—-
i %5 = by, 1=
J-Ezl i t=1,2,...,m
]



 
Definišimo f-ju F:RnR sa: [image: image248.png]2
F(zy,22,...,25) Z (Za,]wj - b)

i=1




Rešavanje sistema linearnih algebarskih jednačina svodi se na određivanje uređene n-torke (x1,x2, …,xn) u kojoj funkcija F dostiže minimum. F(x1,x2,…,xn)=0 akko je (x1,x2,…,xn) rešenje sistema. Ukoliko sistem nije saglasan onda n-torka (x1,x2,…,xn) u kojoj funkcija F dostiže minimum predstavlja najprihvatljivije rešenje sistema jer je zbir kvadrata odstupanja levih od desnih strana jednačina sistema minimalan. 

a može se pokazati da je i protivrečan. U ovom slučaju je F(x1,x2,x3)=(x1-2x2+4x3+1)2+ (x1-x2+x3+1)2+(x1+2x2+4x3-1)2+(x1+x2+x3-1)2. Približno rešenje datog sistema je rešenje sledećeg sistema:

33. Numeričko diferenciranje 

Neka je {x0,x1,. .,xn} ( [a,b], f ( Cn+1[a,b]. Primenom Lagranžove interpolacine formule na funkciju dobija se: 
[image: image249.wmf])).
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 Diferenciranjem po x poslednje jednakosti dobija se: 
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Poslednji sabirak je deo greške i ne može se oceniti za x ( {x0,x1,. .,xn} Za x=xk poslednja formula postaje: 
[image: image251.wmf]Õ
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. Za n=2, tj. kada je f data svojim vrednostima u 3 tačke x0,x1,x2. Tada je: 
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U ovom slučaju (8.1) postaje:

[image: image254.wmf]Õ
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gde je (k=((xk). 
Neka je x1=x0+h, x2=x0+2h. Iz formule (8.2) sledi:
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 EMBED Equation.3  [image: image256.wmf])
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Ako se u formulama (8.4) I (8.5) x0+h, odnosno x0+2h zamene sa x0 dobijaju se: 
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 EMBED Equation.3  [image: image259.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image260.wmf](
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Primetimo da se (8.8) može dobiti tako što se u (8.6) h zameni sa –h, tako da u stvari imamo dve formule oderđene sa 3 čvora i to su (8.6) I (8.7). Slično prethodnom razmatranju može se izvesti formula za numeričko diferenciranje određena sa četiri čvora
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*.Numerička integracija
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Interpolacioni polinom određen čvorovma interpolacije x0,…,xn se može napisati u na primer LaGranžovom obliku:
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gde je 
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 Dakle Qn(f) predstavlja ponderisanu sumu vrednosti  funkcije u čvorovima xJ, j=0,1,…,n. Koeficijenti AJ, j=0,1,…,n se zovu težine a brojevi xJ čvorovi. Ako je x0=a i xn=b za kvadraturnu formulu se kaže da je zatvorenog tipa, u suprotnom je otvorenog tipa. 
Greška navedene formule je  
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Def .8.2.1. Kvadraturna formula Qn(f) je algebarskog stepena tačnosti m ako je En(xk)=0, (k({0,1,…,m} i En(xm+1)(0.

Pri određivanju čvorova xJ i težina AJ uobičajena su sledeća dva pristupa:

1) Čvorovi xJ, j=0,1,…,n su unapred poznati i fiksirani a koeficijenti AJ, j=0,1,…,n se određuju iz uslova da je Qn(f) maksimalnog algebarskog stepena tačnosti, tj. iz uslova : En(xk)=0, k=0,1,…,n.  
2) Čvorovi xJ i koeficijenti AJ, j=0,1,…,n se biraju tako da kvadraturna formula Qn(f) bude max algebarskog stepena tačnosti, tj. iz uslova: En(xk)=0,k=0,1,…,2n+1. 
Lema 8.2.1. Neka je g:[a,b](R neprekidna f-ja i neka su aJ, j=0,1,…,n istog znaka. Ako tJ([a,b], j=0,1,…,n, onda postoji (((a,b] tako da je 
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Dokaz. Neka je:  
[image: image268.wmf]).
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 Ako su realne konstante aJ,j=0,…,n nenegativne tada: 
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 Neka je f-ja G:[a,b](R definisana sa: 
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, tada je f-ja G neprekidna na [a,b] i važi: 
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Prema teoremi o međuvrednostima neprekidne funkcije, postoji (([a,b] tako da je: 
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 Specijalno za aJ=1/n (da postoji (([a,b] tako da je: 
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Teorema 8.2.1. Neka je f:[a,b](R neprekidna i neka je g:[a,b](R stalnog znaka na [a,b]. Tada postoji (([a,b] tako da je:   
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34.Metoda pravougaonika (opisanih i upisanih)

Ako izaberemo da je stepen interpolacionog polinoma n=0 onda funkciju u stvari aproksimiramo konstantom na [a,b]. Primenom 1.NjIP dobija se f(x)=f(a)+(x-a)f’((),za neko (((a,b). Integracijom poslednje jednakosti u granicama od a do b, dobija se:  
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  Kvadraturna formula dobijena na ovaj način  Q01(f)=f(a)(b-a) poznata je kao pravilo upisanog pravougaonika, ako je f monotono rastuća, a opisanog ako je f monotono opadajuća funkcija.      
Teorema.8.2.2. (za  grešku pravila pravougaonika) Neka je f:[a,b](R neprekidno diferencijabilna f-ja. Tada ((([a,b], pa je greška kvadraturne formule Q01(f) oblika:  
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Dokaz:

Greška formule (kvadraturne) Q01(f) je 
[image: image277.wmf].
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Primenom teoreme .8.2.1, jer je f’ neprekidna a x-a stalnog znaka na [a,b], dobija se da postoji (([a,b] tako da je:
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Ako bi se za interpolaciju iskoristio 2.NjIP dobija se drugo pravilo pravougaonika Q02(f)=f(b)(b-a), čija je greška 
[image: image279.wmf](
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  Algebarski stepen tačnosti kvadraturnih formula Q01 i Q02 jednak je nuli tj. tačne su kad je funkcija f konstantna. Ako funkciju f na intervalu [a,b] aproksimiramo vrednošću funkcije u sredini intervala tj. sa f((a+b)/2) dobijamo da je: 
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)

.

2

2

)

(

'

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

b

a

x

f

b

a

f

x

f

x

                    

Integracijom poslednje jednakosti od a do b dobija se  
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                       Dobijena kvadraturna formula je oblika 
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                 T.8.2.1 ne može se koristiti za ocenu greške jer izraz x–(a+b)/2 nije stalnog znaka na [a,b]. Zato ćemo f-ju f razviti u okolini tačke x0=(a+b)/2 po Tejlorovoj formuli, pod pretpostavkom da je funkcija f dva puta neprekidno difercijabilna. Dobija se  
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  za neko ( između x i (a+b)/2. Integracijom od a do b, imamo: 
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 Dakle dobili smo kvadraturnu formulu: 
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 a njena greška je: 
[image: image286.wmf].
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Teorema 8.2.3. Neka je f:[a,b](R 2 puta neprekidna f-ja. Tada postoji (([a,b] tako da je: 
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Dokaz: 

Pošto je f ‘’ neprekidna i (x-(a+b)/2)2 stalnog na [a,b], na integral na desnoj strani izraza za grešku se može primeniti T.8.2.1. te sledi da postoji (([a,b] tako da je [image: image288.png]b a+b\? m_(b——a):"f,,( )
Bo(f) = 1) [ (2= 252) do= LS gy



 Algebarski stepen tačnosti Q03 je jednak 1, odnosno formula je tačna za funkcije jednake polinomu prvog stepena. Greška navedenih kvadraturnih formula je proporcionalna dužini intervala integracije [a,b]. Zbog toga je uobičajeno da se interval integracije podeli na više podintervala. Neka je interval [a,b] podeljen na m  jednakih podintervala, tj. neka je h=(b-a)/2 i xk=a+kh, k=0,1,…,m. Primenom kvadraturne formule Q01(f) na svakom podintervalu [xk,xk+1], k=0,1,…,m dobija se [image: image289.png]b m—1 .z m—1
/ fl@yde =" / Fl@)dz =" fan)(zres — ox)+
a k=0 YTk =0



[image: image290.png]g m—1

— (Tr41 — xk)z ’ = h !
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[image: image291.png]



Dobijena formula (kvadraturna) je: 
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 i poznata je kao uopštena formula pravougaonika (opisanih i upisanih) a greška ove formule je [image: image293.png]



Primenom L.8.2.1 zaključujemo da ((([a,b] tako da: [image: image294.png](—b—-—a—)zf'(n)

2m

E(f) =



. 
Analogno se primenom kvadraturne formule Q02 na svakom podintervalu  [xk,xk+1],k=0,1,…,m dobija druga uopštena formula pravaugaonika: [image: image295.png]L) = 2Z(f(e) + (w2) + - + Flam))

m




 , čija greška je: [image: image296.png](b a)

By(f)=——5—1f(n)



,

za neko (([a,b]. Neka je dalje h=(b-a)/2m i xk=a+kh, k=0,1,…,2m. Primenom kvadraturne formule Q03(f) na svaki podinterval [x2k,x2k+2],k=0,1,…,m-1, dobija se [image: image297.png]m—1
b—a

I3(f) = Z f(.’l:2k+1)(1l?2k+2 —m2k) = m (f(ml) +...+ f(:l:Zm—l))'

k=0





Greška ove kvadraturne formule je: [image: image298.png]By = 2T
24m? Z I ow)




35.Trapezna metoda.Ocena greške. 

Neka je stepen interpolacionog polinoma n=1 x0=a, x1=b. Tada je: [image: image299.png]£(2) = £(z0) + (@ — a0)loo,21] + (& - z0)(w = 2) L)




Integracijom poslednje jednakosti u granicama od x0=a do x1=b dobijamo:  [image: image300.png]b
/a d:c_/{f(a (@ = a)flab] + (2 - a)(z — b)Lx) (f*)}x



[image: image301.png]b
1Ay [ ae-nlEa



             

Dakle na ovaj način smo dobili kvadraturnu formulu: [image: image302.png]Qi) =1(n) = T8O g



. Poznatu kao trapezno pravilo, čija je greška: [image: image303.png]b
Er(f) =5 / (z - a)(z — b)f" (&) da.



 

[image: image304.png]



Teorema.8.2.4. Neka je f-ja f:[a,b](R, 2 puta neprekidno diferencijabilna na intervalu [a,b].Tada ((([a,b] tako da je [image: image305.png]Er(f) =

(b—a)®
12

f"(m).




Dokaz. 
Imam da je: [image: image306.png]b
Brlf) =5 [ (o= a)a-b)"(&)e.




Pošto je f ’’ neprekidna f-ja na [a,b] i (x-a)(x-b) stalnog zanka na [a,b] prema T.8.2.1.( da ((([a,b] tako da je [image: image307.png]


 ,što je i trebalo dokazati. U praksi se izračunavanje približne vrednosti integrala I(f) vrši tako što se interval integracije [a,b] podeli na više jednakih podintervala pa se na svakom od njih primeni trapezno pravilo. Neka je h=(b-a)/m i xk=a+kh, k=0,1,…,m. Primenom trapeznog pravila na svakom pod intervalu [x0,x1],…,[xm-1,xm] dobija se: [image: image308.png][ f(z)dw—z [ esia=3 [’;(f(wmf(xm))——i‘—;f"m)}



[image: image309.png]h m—1 h3 m—1
=5 [ flzo)+ fl@m)+2) flme)) - 3 F(m).
2 k=1 12 k=0



           

Na ovaj način smo dobili uopštenu trapeznu formulu [image: image310.png]m-—1



 čija je greška 
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[image: image312.png]L

y=f(x)

X4

xs

X6

X7

Xg




Ako je f-ja dva put neprekidno diferencijabilna iz L.8.2.1. sledi da postoji (([a,b] tako da je: [image: image313.png]mn—1

f'(m)-

> ()




Prema tome postoji (([a,b] tako da je: [image: image314.png]EUT(f) = —‘(_bl'%f"(n)'



 Algebarski stepen tačnosti trapezne formule je 1 tj. trapezna formula daje tačnu vrednost integrala I(f) ako je f polinom prvog stepena.

36.Simpsonova Metoda.Ocena Greške

Neka je stepen interpolacionog polinoma f-je f n=2. u ovom slučaju h=(b-a)/2. Čvorovi interpolacije su x0=a, x1=(a+b)/2, x2=b. Potražimo kvadraturnu fomulu oblika [image: image315.png]/b f(z)de = Aof(zo) + A f(z1) + Az f(z2).

a



                     

Težine A0,A1,A2 ćemo odrediti metodom neodređenih koeficijenata, iz uslova da algebarski stepen tačnosti dobijene kvadraturne formule bude max. Pošto imamo 3 neodređena koeficijenta odredićemo ih iz uslova da  je formula tačna za f(x)=1, f(x)=x, f(x)=x2. Važiće:

[image: image316.png]Ao+ A1+ A

A0a+A1( >+A1

Aoa2 + A1 (

ath
5 + Azbz




Ovaj sistem jednačina se može napisati u obliku:

[image: image317.png]Ag+ A+ A
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Rešavanjem poslednjeg sistema dobija se da je: [image: image318.png]Ao

b—a
6

1=

2(b -

3

a)A

2




. Dobijena formula (kvadaraturna) je: [image: image319.png]0 =500 =252 (s +41 (257) + 1)



, poznata kao Simpsonovo pravilo.
[image: image320.png]y=f(x)

-
IntS

=P2(x)





Teorema 8.2.5. Neka je f četiri puta neprekidno diferencijabilna na [a,b]. Tad postoji (([a,b] tako da je greška Simpsonovog pravila: [image: image321.png]fOmb—a)®

Es(f) = 2830




Dokaz. 
Lako se možemo uveriti da je Simpsonovo pravilo algebarskog stepena tačnosti 3. Dakle za bilo koji polinom trećeg stepena P3(x) je  I(P3) = S(P3). Neka je P3 polinom trećeg stepena za koji je 

P3(x0)=f(x0), P3(x1)=f(x1), P3(x2)=f(x2), P’3(x1)=f’(x1). Može se pokazati da je: [image: image322.png]f
z)—
P,
() = L)
4l )(z—
:L‘o)(.’r -
221)2(1:
Z2),




za neko (([a,b]. Tada je: [image: image323.png]I(f) - 5(f) = I(f) - I(Py) = /(f(w) (2))dz



 [image: image324.png]b p(4) (4) b
=/a f_%(x—wo)(x—ml)z(m—m)dm:f——lﬁm—)/a (z—zo)(z—21)* (2~ 22 )dx



 za neko (([a,b] (prema T.8.2.1). Integral koji se nalazi na desnoj strani ćemo izračunati pomoću funkcije: 
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. Imamo: [image: image326.png]I(f) =/ 2(:c—:1:1)4dx= -2—:—0,



 [image: image327.png]s() = 2w+ w9 = 2



 Pošto je f(4)(x)=4! sledi da je: [image: image328.png]



Zamenom prethodnog u izraz za grešku Es(f) sledi: [image: image329.png]b—a\®

FO () (T) 4 fOme-a® _ fOm), (b~ a)°.

Bs(f)=-—7 B 41120 2880





U praksi se interval integracije deli na više delova. U ovom slučaju deli se na 2m podintervala. Dakle neka je h=(b-a)/2m i xk=a+kh, k=0,1,…,2m. Primenom Simpsonovog pravila na svakom podintervalu [x2k,x2k+2],k=0,1,…,m-1, dobija se [image: image330.png][ stote=5 [ sohte = X (Gl5(an) + A1) + ol
a k=0

k=0 v ¥2k



[image: image331.png]m—1 m—1

(4)
f28(87(7)k)(2h )= —[f(-'to)+f (zam) +4 Z f(zan41) +2 Z f(zar)]




[image: image332.png]L) 5,5
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Na ovaj način dobijena formula, kvadraturna zove se Simpsonova formula njen oblik je:

[image: image333.png]h m—1 m
Su(f) =3 |F(zo) + fzom) +4 Z f(zargr) +2 Zlf(am




[image: image334.png]Xg X4 X3 X3 X4 X5 Xe X7 Xg X




Može se pokazati da za f(C4[a.b] postoji  (([a,b], tako da je [image: image335.png](b—a)°

~ o880md’ “m

ESu(f) =



.           

37.Ričardsonova ekstrapolacija I Rombergov algoritam
Ričardsonova ekstrapolacija je postupak za popravljanje tekuće aproksimacije. Naime pretpostavimo da se veličina [image: image336.png]lim A(h),
o = h—0+



 izražava na sledeći način [image: image337.png]ao = A(R) + ) _ a;ih* + Cpn(R)R™H



 gde su ai konstante, a Cm(h) funkcija koja zavisi od h. Da bismo primenili Ričardsonov postupak ekstrapolacije ne moramo eksplicitno znati vrednosti koeficijenata ai i f-ju Cm(h). Ovu ideju ćemo ilustrovati na primeru 8.2.7 prvog izvoda. Prema definiciji prvog izvoda je [image: image338.png]flz+h) - fz)
h

ap = f'(z) = ,lll_r_f})



gde [image: image339.png]A(h) = flz+h) “f(x)'



 Koristeći Tejlorovu formulu dobijamo da je [image: image340.png]f”(m)h f(1n+1)(m)h7n f(1n+2) (,’7 ) -
a0=A(h)— T++_(_TT7:—+T)'-_ —'—(—7;_‘_—2-)—7—}1, +1



** ovde je [image: image341.png]_fom 2 (n)

£+ (a)
= (m+2)

a; = —m’ 1= 1’2)37"'am+1; Cm(h)=



 
Primetimo da koeficijenti ai ne zavise od h. Pretpostavimo da je: [image: image342.png]ao = A(h) +_ aih* + Crn(R)R™H



 i neka je 0<r<1 (npr. r=0.5). Ako u * zamenimo h sa rh dobijamo [image: image343.png]o= A(rh) + 3 as{rh) + Conlrh)(rh) ™

i=k



***         Ako * pomnožimo sa –rk i saberemo sa *** dobijamo: [image: image344.png]m

ag — aor® = A(rh) — r* A(h) + Z ai(r* — r*)hi+

i=hA1
+[Con(rh)r™*t — Con(h)r¥|pm+1



. Uvedimo sada oznake: [image: image345.png]_ ai(rt — %)

yi=
k+1,...,m; C’,,,,(h) =

Co(Th)r™ — Con(R)r*
m r

1—-1rk



 [image: image346.png]A(rh) = r*A(h)

B(h) = 1~rk



 Koristeći ove oznake formula ** se može napisati u obliku [image: image347.png]1n+1.
o (R)R

3 bh1 + Cm(
=Bm* 3

Qo =




Dakle B(h) je aproksimacija veličine a0 istog oblika kao A(h), izuzev što je prvi član greške bk+1hk+1 umesto akhk. Prema tome može se očekivati da je B(h) bolja aproksimacija veličine a0 nego A(h) (za dovoljno male vrednosti h). Za formiranje bolje aproksimacije nam je poterbno poznavanje k. Primenom ovog metoda može se formirati iterativni postupak za izračunavanje a0. Neka je po definiciji [image: image348.png]A'l m—7T AN Az m—1

Ao,m = A(Tmh), Ai+1,m. = sm= 0, 1, .o

1 — pk+i



 Primenom ovih formula formiraćemo tabelu aproksimacija veličine a0.

[image: image349.png]Ao Aig Asr Az Anp
Ag0

Ao Aip

Ap2 A1 Azp
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Primenom Ričardsonove ekstrapolacije na trapeznu metodu integracije može se formirati iterativni postupak za numeričku inegraciju poznat kao Rombergov algoritam. Potrebno je izračunati vrednost I(f): [image: image350.png]b
1) = [ fe)e




Definišimo T0,m na sledeći način [image: image351.png]T0,1n = 'b_z'—.m—a (%f(mO) +f(.’131) + ... +f($2"‘—1) + %f(mz"‘)) , M= 0’1)' .



 Primetimo da je [image: image352.png]1 b—a il b—a
Tomn+r = 5Tom + Zogy > fla+(2k-1)h), b= ST
k=1



 Odgovarajući niz aproksimacija Tn,m je definisan rekurentnom relacijom [image: image353.png]Tn—l m (1/4)"'7111—1 m—1

1111 m =
: i~ (1/4)p

,m=1,2,...;m=n,n+1,...



 ili posle sređivanje [image: image354.png]Tn—l,m - Tn——l,m—- 1
)

Tn,m =dn—-1,m + 4 — 1

n=12,...; m=n,n+1,...




Ovako se se formira tabela približnih vrednosti integrala I(f).

38.Egzistencija i jedinstvenost rešenja Košijevog problema 

Pod Košijevim problemom u teoriji običnih diferencijalnih jednačina se podrazumeva sledći problem: Odrediti ono rešenje date diferencijalne jednačine koje zadovoljava dati početni uslov tj. y’(x)=f(x,y(x)), y(x0)=y0. Napomenimo da se mnoge klase diferncijalnih jednačina ne mogu rešiti analitički. 
Teorema 9.1.1 Neka je funkcija f: R2(R neprekidna u oblasti D={(x,y)( R2 ((x-x0 (( a, (y-y0 (( b}, gde su a,b>0. Dalje, neka su ispunjeni uslovi:
a) ((M>0) (((x,y)(D) (f(x,y)(( M,

b) ((L(0) (((x,y1),(x,y2)(D) (f(x,y1)- f(x,y2)(( L (y1-y2(. 
Tada postoji tačno jedno rešenje diferncijalne jednačine koje je defisinisano i neprekidno za sve x([x0-h, x0+h], pri čemu je h=min{a,b/M}.

39. Pikarova metoda uzastopnih aproksimacija
Neka je funkncija 
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 gde su a, b > 0. Dalje, neka su ispunjeni uslovi:
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 EMBED Equation.3  [image: image360.wmf](
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Tada postoji tačno jedno rešenje  diferencijalne jednačine 
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, koje je definisano i neprekidno za sve 
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Neka su ispunjeni ovi uslovi i neka je y(x) rešenje Košijevog problema i niz (y[n](x)( definisan formulom:
[image: image366.png]yO () = yo, y () =y, +/ f(t,y™@))dt, n=o0, 1,2,...
To




Tada je za svako x ( [x0–h, x0+h] važi: [image: image367.png]lz. _ _,L.oln+1

ly™(z) - y(z)| < ML" Ty

,n=0,12,....




Dokaz. 
Tvrđenje ćemo dokazati matematičkom indukcijom. za n=0 važi

[image: image368.png][y%(2) - y(@)] < ly(zo) — y(z)] = [ ()||z — zo] < Mlz — 0.




jer je  y(x) rešenje košijevog problema. Pretpostavimo da je tvrđenje teoreme tačno za prirodni broj n=k (0 tj  [image: image369.png]y¥(z) - y(a)| < b pplZ =2l
(k+ 1)



 Iz pretpostavki teoreme sledi: 
[image: image370.png]jylE+ () — y(z)] < ’./ (Ft,y™M(2) — £(2,9(2))dt] <



 [image: image371.png]< ] / (e, 51 (e)) - f(t,y(t))ldtl <L ] / (P - v(@ldt| <




[image: image372.png]<M-LFH /z [t — zo|™
- dt| = ar. peflE = mol
(k+2)!

. R+





Time je dokazana tačnost tvrđenja za n=k+1.

40. Tejlorova metoda za num rešavanje Košijevog problema za dJnu prvog reda.

Neka je niz tačaka (xn( definisan sa xn= x0+nh, pri čemu je h>0. Tada primenom tejlorove formule dobijamo

[image: image373.png]R, R
Y{(@nr1) = y(zn + h) = y(zn) + hy'(zn) + Y "(zn)+... + ;,—y""(zn)

y(p+l)(§) h1)+1
{p+ 1)




Uvedimo sledeće oznake.[image: image374.png]v'(z) = f(z,9) = fOz,y)




[image: image375.png]9 (o) Flz ) = 1D, ),
Sy




Itd. dakle u opštem slučaju će biti

[image: image376.png](k—1) (k-1) )
(““"z) f(k)(z’y)=§_%_;__($’y) 3f (x y)f( v), k;O,l,Z,...





Neka y(xn+1)  označava vrednost rešenja y u tački xn+1. a yn+1 neka označava aproksimaciju te vrednosti pomoću tejlorovog polinoma u okolini tačke xn. Tada je: 

[image: image377.png]h® h?
Yn+l =UYn + hf(o)(zm Yn) + ?f(l)(zn,yn) tot ;Tf(p—l)(zm Yn)




Tejlorova metoda reda p sastoji se u primeni prethodne aproksimacije. Ako se uvede oznaka :
[image: image378.png]h pp-t
T,(z,y) = f(z,y) + Ef(”(z,y) +... ﬁ"p—,f("‘”(fv, v)



, onda se relacija  može napisati u obliku:
[image: image379.png]Yn+1 = Yn + th(zny yn)-




41. Ojlerova metoda za num rešavanje Košijevog problema za dJnu prvog reda.

To je specijalni slučaj Tejlorove metode ako se uzme da je p=1. Tada je T1(x,y)=((x,y). Neka je niz tačaka xn definisan tačkom x0 i korakom h na sledeći način.  xn=x0+nh, n=0,1...

Primenom Tejlorove merode polazeći od početnog uslova y(x0) = yo možemo formirati niz na sledeći način.

yn+1=yn+h((xn,yn), n=0,1....
[image: image380.png]Y3

Y2

yi

- Y(xe)

- y(x3)

- y(x2)
yo; yixi)

Y(xo)

y=y(x)





Pošto se kod ove metode aproksimacija vrši Tejlorovim polinomom prvog stepena greska metode će na jednom koraku biti oblika: [image: image381.png]E
O
2(!)h2=0
(H?
)




42. Metoda Runge – Kuta ( 2. i četvrtog reda)

Osnovna ideja ovih metoda se sastoji u tome da se u Tejlorovoj metodi izrazi Tp(xn,yn) zameni jednostavnijim tj. vrednost yn+1se izrađava na sledeći način
[image: image382.png]T
Yn+1 =yn+ZaiKi(")1

=1



 (9.4)  pri čemu je: [image: image383.png]K™ = hf(zn,yn)
K = hf(zn + azh, yn + b KM),

' i-1
K-‘(n) = hf(mn. +a;-1h,Yn + Zb‘lJKJ(n)) i=12...

j=1




Neodređeni koeficijenti (i,ai, bij se određuju iz jednakosti
[image: image384.png]th(wn, yn) = Z aiKi(n),
i=1




(9.5)

tj. iz sistema jednačina koji se dobije izjednačavanjem koeficijenata uz iste stepene h na levoj i desnoj strani. Izborom p, odnosno r dobijaju se metode Runge-Kuta različitog reda.

Metode Runge-Kuta 2. reda

Ova metoda s dobija za p=2 i r=2. Prema (9.4) je:[image: image385.png]yﬁ_*_l = Yn + Othin) + deén)’




[image: image386.png]n (™) = hf(zn + azh, Yo + b2 K1)
opu yemy je Kf )= hf(zn,yn), Ks f( 2




Razvijanjem K2 primenom Tejlorove formule dobija se:
[image: image387.png]Kén) = hf(mn) yn) + hz(a'Zfz(wmyn) + b21fy(mm yn)f(mm yn)) + O(h3)’




[image: image388.png]Ynt1 = Yn + h(al + az)f(xm yn) + hzaz‘(a2fm(mnv yn) + b21fy(xm yn)f(xn, yn))



.
Iz relacije (9.5) izjednačavanjem odgovarajućih koeficijenata uz hk, dobija se sistem jednačina:

[image: image389.png]ay + Qg = 1
Qg = 0.5
a2b21 =0.5




Ovaj sistem se sastoji iz tri jednačina sa četiri nepoznate, tako da ima beskonačno rešenja. Razmotrimo neka

a)(1=(2=1, a2=b21=0.5

Za ovakve vrednosti parametara formula (9.4) postaje:
[image: image390.png]h 1
yn+1 =Yn + hf(ZL'n + —2'1 Yn + 'z'hf(mn7yn))1 n= O, 1) s




Ova metodaje poznata kao poboljšana Ojlerova metoda. Napomenimo da je kod ovih metoda greška na jednom koraku oblika E=O(h3).

Metode Runge-Kuta 4. reda

Kod ove grupe metoda je p=4 i r=4 tako da je:[image: image391.png]Yni1 = Yo + e K 4 OtzKén) + asKs(n) +ag KM,



, pri čemu je

[image: image392.png]KM = hf(za,yn),
KM = hf(zp + agh, yn + b K™),
K™ = hf(zn + agh, g + by K™ + b3 K™,
Kg") = hf(@n + ash, Y + bar K + bia K™ + by K§™).




Slično kao kod metoda Runge-Kuta drugog reda dobija se sistem jednačina po neodređenim koeficijentima. Navedeni sistem ima beskonačno rečenja. Izborom rešenja se dobijaju razne varijante ove metode. navedimo standardnu metodu Runge-Kuta 4. reda. Ona se dobija za sledeće vrednosti koeficijenata

(1=(4=1/6, (2=(3=1/3, a2=a3=1/2,a4=1,

b21=b32=1/2, b31=b41=b42, b43=1

Dakle za izračunavanje niza vrednosti {yn} se koristi formula:
[image: image393.png]1 n n n n
yn+1=yn+6(K19 )+2K§ )+2K§ )+K§ )), n=0m,1,...,




pri čemu je :
[image: image394.png]K™ = hf(n,yn),

. h K( )
K§ ) = hf(zn + 2ayn+'—_2—")
. hoo KM
K( ) — hf(l'n 2,yn + '_;—)7

K™ = hf(z, + b, yn + EM).




Napomenimo da je greška metode Runge-Kuta 4. reda na jednom koraku oblika E=O(h5).

43. Numeričko rešavanje Košijevog problema za sistem dIF. jednačina

44. Numeričko rešavanje Košijevog problema za dif. jednačinu višeg reda.

Košijev problem za običnu diferencijalnu jednačinu n-tog reda napisanu u normalnom obliku je

[image: image395.png]y®)(z) = f(z, 9,9 (2),...,yN(z)), oy
y(zo) = Yo, ¥ (To) = Uy -+ -, ¥ V(o) =5 -




Navedena jednačina se uvodjenjem smene:
[image: image396.png]yi(2) = 9(2),v2(2) = ¥'(®), -, Yn() = ¥V (2),




moze transformisati u sistem diferencijalnih jednačina prvog reda

[image: image397.png]y2(z)
y3(z)

flz, y1(2), y2(x), - - ., yn(x))
y1(zo) = Yoy - - -» Yn (o) = y((Jn—-l)





(9.7)

Neka je:
[image: image398.png]§

3/1(9’3,)
y2(z)

Yn(z)




Sistem diferncijalnih jednačina (9.7) se može zapisati u vektorskom obliku

y’(x)=F(x,y(x)), y(x0)=y0

(9.8)

Napomenimo da se diferenciranje i integracija vektorskih funkcija izvode po koordinatama, tako je na primer

[image: image399.png]



Na rešavanje Košijevog problema (9.8) se mogu primeniti numeričke metode razmatrane u prethodnim odeljcima ove glave, s tim što se umesto skalarnih izračunavaju vektorske veličine. Na primeru Ojlerova metoda u vektorskom obliku je    yi+1=yi+hF(xi,yi), i=0,1,…

U opštem slučaju jednokoračna metoda

yi+1=yi+h((xi,yi,h)

se može prevesti u vektorski oblik

yi+1=yi+h((xi,yi,h)

Radi ilustracije razmotrimo Košijev problem za sistem od dve diferencijalne jednačine prvog reda

x’(t)=(1(t,x,y)

y’(t)= (2(t,x,y), x(t0)= x0, y(t0)= y0

Zapišimo dati sistem u vektorskom obliku

[image: image400.png]x0 = [20] pe 0 = [A6 7] Xo= o).




Niz približnih vrednosti rešenja sistema, {Xj}, generisan Ojlerovom metodom je definisan sa

Xi+1=Xi+hF(ti,Xi), i=0,1,…

U skalarnom obliku

xi+1=xi+h(1(ti,xi,yi)

yi+1=yi+h(1(ti,xi,yi), i=0,1,……
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