|. DIFERENCIJALNE JEDNACINE

(1) POJAM DIFERENCIJALNE JEDNACINE. RESENJE DIFERENCIJALNE JEDNACINE,
OPSTE, PARTIKULARNO, SINGULARNO RESENJE.

-Diferencijalna jednacina je ona koja izrazava neku vezu izmedu nezavisno promenljive nepoznate
funkcije i njenih izvoda: F (x, V', e, y(”)) = 0. Najvisi red izvoda u toj jednacini nazivamo redom te
jednacine.

-ReSenje diferencijalne jednacine je svaka funkcija koja identicki zadovoljava tu jednacinu.

-Opste reSenje (prvi integral) jednacine F(x,y,y’,..,y™) =0 je jednoparametarska porodica f-ja
y = ¢(x, C) koja identicki zadovoljava diferencijalnu jednacinu prvog reda.

-Opste reSenje (prvi integral) jednacéine F(x,y,y") = 0 je skup f-ja y = ¢(x,C, Cy, ..., Cy,) Koja zavisi
od n parametara C,, i koji identi¢ki zadovoljava diferencijalnu jedna¢inu n-tog reda.

-Partikularno resenje (partikularni integral) dif.jedn. je svaka ona f-ja y = y(x) koja se dobija iz
opSteg reSenja te jednaCine za odgovaraju¢e posebne vrednosti integracionih konstanata. Ako te
vrednosti nisu date mogu se odrediti iz poc¢etnih uslova (par datih vrednosti tipa: y, = y(xg)).
-Singularno reSenje (singularni integral) je ono reSenje koje identicki zadovoljava jednacinu a nije
sadrzano u njenom opStem resenju.

(2) JEDNACINE S RAZDVOJENIM PROMENLJIVIM.

-Dif jedn. prvog reda ¢ije se promenljive mogu razdvojiti neposredno ili ako se obe njene strane
pomnoze istim izrazom, zove se dif.jedn sa razdvojenim promenljivim.

. o dx _ f()
-Npr. jed
pr. jednacina o= ~°

strana pomnoze sa g(y)dx dobijase g(y)dy = f(x)dx.

je, za g(y) # 0 jedn. sa razdvojenim promenljivim jer, ako se i leva i desna

-Npr. jednacina f(x)g(y)dx + p(x)q(y)dy = 0 je takode takva jedn. Ako se jedn. pomnoZzi sa
1

—omco dobijamo | f<x> q(y)
9P )’ dobijamo jedn. sa razd.prom d _|_ pdy = 0.

-Slede¢i korak je integraljenje dobijene jednacine i1 odatle nalaZzenje opSteg reSenja.

(3) HOMOGENA DIFERENCIJALNA JEDNACINA PRVOG REDA.

-Jednacina: y' = f(x,y) naziva se homogena dif.jedn ako se f-ja f(x,y) moze predstaviti u obliku
fay) =9 ().

-Zbog ove svoje osobine, homogene jednacine se smenom z = z(y) == svode na jednacinu sa

Y
X
razdvojenim promenljivama. Naime, kako je: y' = z + xz’, jednacina y = go( ) se svodi na:
b g’ @ dz @ J‘ dz fdx j‘ dz Inlx| + C
= = _— = — = —_—— _— —_——
z+xz' = ¢@(z x—=¢z) -z O ~ O n|x
-Nakon integracije, smenom y = xz se dolazi do opsteg reSenja date jednacine.




(4) JEDNACINA PRVOG REDA KOJA SE SVODI NA HOMOGENU JEDNACINU.

-Ova jednacina je oblika (F je neprekidna f-ja, y # 0ili ¢ # 0)
' F(ax+l>’y+y)
" \ax+by+c

x=X+h X —novanezavisno prom.

oo la Bl .
-Prvi slucaj: |a b| =ab—pa+#0 = smene: y=Y+k Y —novanepoznataf—ja

d_y_dY_F(a(X+h)+,8(Y+k)+y>

dx dX ~\a(X+h)+b(Y +k)+c
dy X + BY a+BY
ah + Bk +vy (“ ) X
) t —=F|—] =
ah+bk+c ©F0 = =Pl vy Y
X

-Drugi slucaj: |Z g| =ab—fa=0 = smena: z=ax+by(iliz=ax+ Ly)

(5) LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA PRVOG REDA.

-Linearnom diferencijalnom jedn. prvog reda nazivamo jednac¢inu y’' + p(x)y = q(x) koja je linearna
u odnosu na trazenu f-ju y(x) i njen izvod (p(x) i q(x) su neprekidne f-je nezavisno promenljive x)

-Izvodenje forumule. Ako napiSemo trazenu f-ju u obliku y = uv gde su u = u(x) i v = v(x) f-je od
kojih jedna moze biti proizvoljna a druga treba da zavisi od prve tako da njihov proizvod zadovoljava

datu jednacinu.
-Dakle, ako je y = uv, tadaje y' = u'v + v'u, pazamenom u y' + p(x)y = q(x) dobijamo:

uv+v'u+p@ur =qx) = uvv+ul@ +p)v) = qx)

-Ako kao v(x) odaberemo neko partikularno reSenje jednacine v’ + p(x)v = 0; tada treba da u(x)

odredimo 1z jednacine:
dv
uv=qlx) = - = —px)dx = In|v|= —fp(x)dx + C;

Sto je opste reSenje jednacine. Potrebno partikularno reSenje imamo za C; = 0 i to je funkcija
v = e~ I PO Yyrséujuéi v u jednadinu u'v = q(x), dobijamo:

du x
a = —qu ) = q(x)efp(x)dxdx > u= f q(x)efp(x)d"dx +C

-Dakle, opste resenje jednacine je:

y= e~ p(dx (J q(x)efp(x)dxdx + C>

-Partikularno resenje se dobija po uslovu y(x,) = yy:

X
Yy — Vo = e~ o POIeX f q(x)efxo POX gy + C

X0



(6) BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA. RIKATIJEVA DIFERENCIJALNA
JEDNACINA.

-Bernulijeva jednacina y' + p(x)y = q(x)y® je jednaCina koja za a = 0 predstavlja linearnu
jednacinu, a za @ = 1 jednacinu u kojoj se promenljive mogu razdvojiti.

-Postupak. Za proizvoljno a & {0, 1} obe strane delimo izrazom y ¢, dakle:

y~ %y + p(x)y~ ! = q(x)

-Uvodimo pomo¢énu f-ju y~%+*1

=z z' = (—a+ 1)y %y’, ¢ime se data jedn. svodi na linearnu:
z'+ (—a+ Dpx)z=(—a+ 1)qx)

-Opste reSenje ove jednacine je:
7 = ¢~ (-a+D) [p(x)dx <(—a +1) j q(x)e(—aﬂ)fp(x)dxdx + C)
-Opste resenje Bernulijeve jednacine je:
y = yte-(a+D [p@ax <(_a +1) f q(x)e-a+D [PWdxgy 4 C)

-Rikatijeva jednacina je jedn. prvog reda oblika: y' + p(x)y? + q(x)y = r(x) u kojoj su p,q,r
neprekidne funkcije u intervalu a < x < b (p(x) # 0). Za p(x) = 0 jednadina je linearna, a za
r(x) = 0 Bernulijeva jednacina.

-Postupak (kada je poznato jedno partikularno resenje y;). Uvodenjem nepoznate z = z(x) pomocu
smene y = y; + z, polazna jednacina se transformiSe u Bernulijevu jednacinu po z:

yi+z +p()i+2yz+2°) + )0 +2) = 1(x)
-Obzirom da je y; partikularnu reSenje date jednacine:
2 +p(xX)2y1z+2z)+q(x)z=0 = z' +p(x)z®+zQp(xX)y; +q(x)) =0

-Poslednji izraz predstavlja Bernulijevu jednacinu.




(7) JEDNACINA S TOTALNIM DIFERENCIJALOM.

-Jednacina sa totalnim diferencijalom (egzaktna diferencijalna jednacina) je jednacCina:

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
Ako su P(x,y) i Q(x,y) neprekidne i diferencijab. f-je koje zadovoljavaju uslov: 2—5 =22, gde su
parcijalni izvodi neprekidni u datoj oblasti D.

-Teorema: Ako je leva strana jednacine totalni diferencijal tada vazi uslov i obrnuto tj jednac¢ina ima
oblik: du(x,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, te je njeno opste resenje: u(x,y) = C.

-Dokaz. Pokazimo da integraljenjem pocetne jednacine dobijamo:

x y
fP(x,y)dx + fQ(x,y)dy =C
X0 Yo

gde je (xg, ¥o) proizvoljna tacka u oblasti D.

-Pre svega, imamo da je: du(x,y) = Z—de + Z—;dy = P(x,y)dx + Q(x,y)dy.

-U tom slucaju je: P(x,y) = Z—de iQ(x,y) = Z—;dy. Iz toga se dalje dobija da je

X

"= f P(x,y)dx + 9(y)

X9
pri tome, s obzirom da integraciju vrSio samo po x, Smatramo da je y = const. Te zbog toga
integraciona konstanta zavisi od y. l1zaberimo f-ju. ¢ (y) tako da vazi Q(x,y) = z—;dy. Dalje:

a_”—fa—Pd+'()— - fxa—Qd+’()—
5= | o x+ @' (y) =Q(x,y); Xty =Q(xy)

X

% +0') =0(xy) = Qxy)—Qxn,y)+¢'(y) =0Q(x,y)

Q(x,y)

y
0 =00y = @'()= j QCxo,y)dy + Co
Yo

X y
w= f PG y)dx+ [ Qo y)dy + Co
Xo Yo

-Ako izjedna¢imo dobijeni izraz sa C, dobijamo upravo traZeni tot.difer. du(x, y).




(8) SVOPENJE  DIFERENCIJALNE = JEDNACINE OBLIKA F(X,Y’,Y’)=0 NA
DIFERENCIJALNU JEDNACINU PRVOG REDA.

-F(x,y',y'"") = 0 — jednacina koja ne sadrZi y. Potrebno je sniziti red.

-Smena: y' =z = y" =2z, dakle snizava se na jedn. prvog reda: F(x,z,z') = 0, Cije je opSte
reSenje z = z(x, C;). Odatle se, vratanjem smene dobija y = [ z(x, C;)dx + C, , $to predstavlja opste
resenje polazne jednacine.

(9) SVOPENJE  DIFERENCIJALNE JEDNACINE OBLIKA FY,Y’,Y”’)=0 NA
DIFERENCIJALNU JEDNACINU PRVOG REDA.

-F(y,y',y"") = 0 — jednacina koja ne sadrzi x. Potrebno je sniziti red.

dp dy _ dp

=— dakle snizava se na jedn. prvog reda:

! 12} d
-Smena: y' =p(y) = y"'=_—p)=
F (x, p,z—zp) = 0, ¢ije je opste reSenje p = p(y, C;). Odatle se, vracanjem smene pa integraljenjem
dobija opste reSenje polazne jednacine:

dy dy f dy
Z—p,C) > ——=dx =
ax PG p(y,Cy) p(y, Cy)

=x+C2

(10) DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA. OPSTE RESENJE. SVODENJE
DIFERENCIJALNE ~ JEDNACINE  FX,Y®OY®D YN0 NA  DIFERENCIJALNU
JEDNACINU NIZEG REDA (8 i 9 pitanje).

-Opsti oblik diferencijalne jedn. n-tog reda: F(x,y,y,..y" V) =0
-Normalni oblik: y® = f(x,y,y,..,y® D)

-F-ja y =y(x,Cy,Cy,...,Cr) (@(x,Cy,Cy,...,C,) =0) je opste reSenje jednacine na (a,b) ako
identicki zadovoljava jednacinu po x na (a, b).

-Kosijev problem: Opste reSenje diferencijalne jednacine n-tog reda jednacine zavisi od n proizvoljnih
konstanata: y = ¢(x,Cy,C,, ...,C,), pa je za reSavanje potrebno dati pocetne uslove: y(x,) =
Vo; V' (x0) = vo'; s Y™V (x) = y,™ V. Ako se nadeno opste resenje diferencira n — 1 puta i u
dobijeni rezultat unose pocetni uslovi, dobija se sistem od n jednac¢ina sa n nepoznatih (Cy, C5, ..., Cy,),
pa ove nepoznate odredujemo iz tog sistema.

(11) HOMOGENA LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA DRUGOG REDA.
LINEARNO NEZAVISNA RESENJA. DETERMINANTA VRONSKOG. OPSTE RESENJE.

-Linearna dif.jedn. drugog reda je jednacina linearna u odnosu na nepoznatu funkciju i njene prve i
druge izvode: y" +p(x)y' + q(x)y = f(x). Ako je f(x) # 0 jednacina je nehomogena, dok se u
suprotnom jednacina naziva nehomogenom.




-Razmatramo homogenu linearnu dif.jedn: y"" + p(x)y’' + q(x)y = 0. Odavde se odmah vidi da je
y = 0 resSenje bilo koje jednaCine ovog tipa, te stoga nije od interesa, pa se naziva i trivijalno resenje.

-Teorema: Ako je y(x) neko reSenje homogene linearne dif.jedn, onda je i C - y(x) takode resenje te
jednacine. (ne treba dokazivati)

-Teorema: Ako su y,;(x) i y,(x) reSenja homogene linearne dif.jedn, tada je i svaka njihova linearna
kombinacija y = C;y,(x) + C,y,(x) resenje jednacine.
-Dokaz: Ako dva puta diferenciramo f-ju: y = C;y;(x) + C,y,(x), dobi¢emo:

y'= 0y () + Gy, (%)

y' =0y () + Gy, (%)
Ako sada zamenimo ove rezultate u y” + p(x)y' + q(x)y = 0, dobija se:

Ciy" + Gy, +p(Ciyd" + Coyy') + q(Cryy + Coys)
=" + oy +ay) + GO + oy +qy2) =0

jer su, po pretpostavci, y;(x) i y,(x) reSenja gornje jednacine, pa su oba izraza u zagradama jednaka

nuli. Dakle, i1 linearna kombinacija je takode resenje jednacine.

-Dva reSenja su linearno zavisna ako je % = const. odnosno ay; + By, = 0, a linearno nezavisna u
1

suprotnom slucaju.

-AKo su y; (x) i y,(x) dva reSenja homogene jednacine tada se funkcionalna determinanta:
Y1 )2
w = ! !
) |)’ 1 )2 |
zove determinanta Vronskog odnosne jednacine.

-Teorema: AKko su y;(x) i y,(x) dva linecarno nezavisna reSenja homogene jednacine, tada je
odgovaraju¢a W # 0,Vx € (a, b), a ako su linearno zavisna, tada je W = 0.

-Teorema: Ako su y; (x) i y,(x) dva linearno nezavisna resenja homogene jednacine, tada netrivijalna
linearna kombinacija tih f-ja: y = C;y, + C,y, takode predstavlja opSte reSenje jednacine. U
suprotnom slucaju, linearna kombinacija bi sadrzala samo jednu konstantu, pa ne bi mogla
predstavljati opSte reSenje jednacine.

-Dokaz: Odmah se vidi da f-ja C,y; + C,y, identi¢ki zadovoljava jedna¢inu. Dokazimo da se iz opSteg

reSenja za date proizvoljne uslove mogu odrediti odgovarajuce vrednosti integracionih konstanata C; |
C,. U tom cilju stavimo pocetne vrednosti u homogeni sistem jednacina:

{‘1’3’10 +By20 =0 N {“)’1(750) + By2(x0) =0

ayio' + Byz’ =0 ay;'(xo) + By2" (%) =0

Ovaj sistem ima jedinstveno reSenje za proizvoljne pocetne vrednosti y, i y," akko je njegova
determinanta (Vronskog) razlicita od nule:

Yio Y20
Yio© Y20

gde je v, = y1(xy) itd. Kako je, po pretpostavci, y, = y;u(x) tada je, na osnovu predhodne teoreme,
W # 0 za svako x a to znaci i za naSe x,, Sto zna¢i da sistem ima jedinstveno odgovarajuce resSenje

W(x)=| |¢0

(Cy0, Cyp) 1 da smo samim tim dobili i odgovarajucée partikularno resenje.



(12) NALAZENJE OPSTEG RESENJA HOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE DRUGOG REDA, AKO JE POZNATO JEDNO NJENO PARTIKULARNO
RESENIJE. STRUKTURA OPSTEG RESENJA NEHOMOGENE LINEARNE
DIFERENCIJALNE JEDNACINE.

-Teorema: Ako je y;(x) jedno partikularno reSenje jedn. drugog reda: y"' + p(x)y’' + q(x)y = 0,
onda se drugo, linearno nezavisno reSenje y,(x) nalazi iz jednacine prvog reda.

-Dokaz: Prema pretpostavci je: y, = u - y,, pa je:
2 =ucy +u iy
v =uey +2u'y Uy
y2" + 0y +aqy: = uly" +pyi" + gyl + w2y +py) +uy
gde su leva strana 1 izraz u srednjoj zagradi na desnoj strani identicki jednaki 0. Zato ostaje:
u'y; +u' 2y +py) =0

C;—Ii+ (2};—11,+p>u’ =0
a to je jednaCina prvog reda po u'. Odatle se nalazi (razdvajanjem promenljivih) u’(x), odakle
neposredno i u(x), a time je dobijeno i y, = uy;,.
-Pogledajmo nehomogenu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda:

y'+p@)y" +q()y = f(x)

Ovoj jednacini odgovara homogena diferencijalna jednacina sa istom levom stranom

y'+px)y +qx)y=0

-Teorema: Opste reSenje nehomogene linearne dif.jedn. je zbir opSteg reSenja odgovaraju¢e homogene
i proizvoljnog partikularnog reSenja y, (x) date nehomogene jednacine: y = C1y; + Coy, + Y, (x).

-Dokaz: Neka je y,(x) opste reSenje odgovaraju¢e homogene jednacine, a y,(x) proizvoljno malo
partikularno reSenje date nehomogene jednacine. Diferenciranjem y = y; (x) + y,(x) se dobija:

y' =y () + 3 (%)
Y =yn" () + 3" (%)
pa, s obzirom da leva strana jednacine postaje:
" + 0y’ +qyel + [%" + )y, + q()y,]
gde je izraz u prvoj zagradi jednak nuli jer je y,(x) reSenje homogene jednacine, a izraz u drugoj
zagradi je jednak f(x) jer je y,(x) reSenje nehomogene jednacine. Dakle, opSte reSenje ima oblik:
y = Cy1 + Gy, + yp(x)

gde su y; iy, dva linearno nezavisna partikularna reSenja odgovaraju¢e homogene jednacine, a y,(x)
je neko partikularno resenje date nehomogene jednacine.




(13) HOMOGENA LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA DRUGOG REDA S
KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

-Ovo je jednadina oblika: y"' + a1y’ + a,y = 0, gde su koeficijenti a, i a, realni brojevi. Potrazimo
jedno resenje te jednacine u obliku y = e**, gde konstantu k treba odrediti tako da f-ja e** identicki
zadovoljava tu jedna¢inu. Kako je y' = ke** i y"” = k?e**, zna¢i da treba da bude zadovoljeno:

e*k?+ak+a,)=0 = k*+ak+a,=0

Dakle, moze se zakljuditi da ée f-ja e** biti resenje homogene jednacine akko je k koren kvadratne
jednacine tzv. karakteristicne jednacine date homogene jednacine.

-Teorema: Ako homogenu diferencijalnu jedn. sa realnim konstantnim koeficijentima zadovoljava
kompleksna f-ja: u(x) + iv(x), tada i svaka od f-ja u(x) i v(x) takode zadovoljava tu jednaéinu.

-Dokaz: iz uslova da data f-ja zadovoljava tu jednacinu sledi:

W'+ au' +au) +i(w" +a v +a,v) =0
odakle, naosnovu: a +ib =0, a =0, b = 0, sledi i da je:

u+au +au=0 1 v'+aqv +a,v=0
Sto znaci da su zaista i u(x) i v(x) reSenja date jednacine.

-Razlikujemo tri mogucéa slucaja za korene karakteristi¢ne jednacine:

(1) ky # k3; kq,k; € R — odmah dobijamo dva resenja: e*1* i ek2¥ Ocigledno je da je njihov
koli¢nik: e¥1=k2)% = const. §to znadi da su ta resenja linearno nezavisna. Opste resenje ima oblik:

y = C,ef1* + C ek2*

(2) ky =k, =k; k€ER — u ovom slu¢aju imamo samo jedno reSenje y, = e**. Na osnovu
teoreme (sa pocetka 12-0g pitanja) nalazimo drugo, linearno nezavisno partikularno resenje. Imamo:

du' ' —a

—= <2§—11 + p> u'=0; y,=e y' =kek k= 71 (iz karak. jedn)
du’
E:O =2 uU=C = u=xC = u=x (zaC=1)

Sada je y, = xy, = xe* paje: C,y, + C,y, = C;e** + C,xe**. Dakle, opste resenje je:
y = (Cy + C2x)e**
(3) k12 = a + bi, b # 0 —imamo dva resenja: y; = e(@*PD% jy, = ¢(@=bDX gde je:
e(@tbDX — paxotibX — 00X (coshx + isinbx) = e**cosbx + e™ isinbx

Na osnovu predhodne teoreme: f-ja e**cosbx i e** sinbx, predstavljaju dva partikularna resenja date
jednacine 1 ¢ine fundamentalni sistem reSenja te jednacine: dakle ovde je opSte reSenje:

y = e?*(Cicosbx + C,sinbx)




(14)METODA NEODREDPENIH KOEFICIJENATA ZA RESAVANJE NEHOMOGENE
LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA SA KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA.

-Razmatramo nehomogenu jednaéinu y"' + a,y’ + a,y = f(x) sa konstantnim koeficijentima a, i a,,
Cije je opSte reSenje zbir opSteg reSenja odgovaraju¢e homogene jednaCine 1 nekog partikularnog
resenja. Cilj nam je da nademo to partikularno reSenje, pa razmatramo specijalne slucajeve:

(1) Ako je f(x) = P(x)e™*, gde je P(x) polinom, tada jednacina ima partikularno reSenje oblika:
Yp = x"Q(x)e™
gde je Q(x) polinom istog stepena kao i P(x) i uz to, ako m nije koren karakteristi¢ne jednacine:
k? + a1k +a, =0

tada je n = 0, a ako je m koren kar.jedn. tada n oznacava viSestrukost tog korena. Kada se ovo resenje
unese u polaznu jednacinu, koeficijenti polinoma Q(x) se odreduju po principu neodredenih
koeficijenata.

(2) Neka je u polaznoj jedna¢ini f(x) = acos Bx + bsinBx. Ako brojevi +if nisu koreni
odgovarajuce kar.jedn. tada jednacina ima partikularno resSenje oblika:

Yp = Acosfx + Bsinfix
sa zasad neodredenim konstantama A i B; a ako su brojevi +if reSenja kar.jedn. tada je reSenje oblika:
Yp = x(Acosfx + Bsinfx)

(3) Neka je u polaznoj jednadini f(x) = e**(P(x)cosfx + Q(x)sinfx), gde su P(x) i Q(x)
polinomi. Ako a + if nisu koreni kar.jedn, tada partikularno reSenje ima oblik:
y = e*(R(x)cosBx + S(x)sinfx)

gde su R(x) i S(x) polinomi, sa zasad neodredenim koeficijentima, istog stepena sa onim od polinoma

P(x) i Q(x) ¢iji je stepen veci. Ako brojevi a + iff jesu reSenja kar.jedn. tada je reSenje oblika:

y = xe™(R(x)cosBx + S(x)sinfx)




(15) METODA VARIJACIJE KONSTANTI ZA RESAVANJE NEHOMOGENE LINEARNE
DIFERENCIJALNE JEDNACINE DRUGOG REDA SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.

-Takode omogucuje nalazenje partikularnog reSenja nehomogene diferencijalne jednacine, uz ¢injenicu
da je neophodno znati reSenje odgovarajuée homogene. Ova metoda se koristi i pri reSavanju
nehomogenih jednacina sa konstantnim koeficijentima kada je f(x) proizvoljna f-ja.

-Pretpostavimo da smo za odgovaraju¢u homogenu jednacinu nasli opste resenje: y = C;y; + C,y5.
Partikularno reSenje ¢emo traziti u obliku: y, = C1(x)y1 + C2(X)Y2, tj. variratemo konstante. Cy (x) i
C,(x) su zasad nepoznate f-je, koje ¢emo odrediti iz uslova da y,(x) zadovoljava polaznu jednacinu, a

¥, 1 y, su poznata linearno nezavisna partikularna reSenja homogene jedn. Diferenciranjem dobijamo:
V' = Gy )y +C ()Y, + G ()y, + C(x)y,'

Ako su C;(x) i C,(x) tako odabrane f-je da ovaj izraz ima isti oblik kao i kad zavisi od obi¢nih
konstanata C; i C,, tj. ako je C;'(x)y; + C,' (x)y, = 0, tada se dobija:

{)’p’ = C; (y1+C (),

Yp” = C ()" + C(0)y," + G )y, +6' (),

Ako pomnozimo y, sa q(x), y," sa p(x) i unesemo zajedno sa y," u polaznu jednacinu dobijamo:
Ci) 1" +pyi’ +qy) + CL)L" +py2' +qy2) + € (0)y +C (), = f(x)

gde su izrazi u zagradama jednaki nuli, jer su y; i y, po pretpostavci reSenja homogene jednacine.

-Dakle, da bi f-ja y,, = C;(x)y; + C2(x)y, predstavljala partikularno reSenje polazne jednacine, mora
biti zadovoljen i uslov C;' (x)y,"+C,'(x)y," = f(x). Uslovi daju sistem jednacina:
{51(95)3’1 +C(x)y; =0
C1' ()Y +C;'()y,' = f(x)
¢ija je determinanta, kako je i dokazano W (x) # 0, Sto znaci da prvo mozemo iz predhodnog sistema
nac¢i C;'(x) i C,'(x), a zatim integracijom i C; (x) i C,(x).
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(16) HOMOGENE  LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA.
FUNDAMENTALNI SISTEM RESENJA. DETERMINANTA VRONSKOG.

-Homogena linearna diferencijalna jednac¢ina n-tog reda ima oblik:

YW +py® P+ ppy® P+t pp 1y +pay =0

gde su p; u opstem slucaju neprekidne f-je nad istim intervalom. Ako su svi p; = const. imamo
homogenu jednacinu sa konstantnim koeficijentima.

-Vaze sve teoreme kao i za linearne jednacine drugog reda:
-Teorema: Ako je y; (x) jedno resenje homogene jednacine tada je i C;y; (x) takode resenje.

-Teorema: AKo su y;(x),y,(x), ..., yn(x) tada je i svaka njihova netrivijalna linearna kombinacija:
Ciy1(x) + Coy,(x) + -+ + Cpyn(x) reSenje te jednacine.

-Sistem n f-ja ¢4 (x), @, (x), ..., p,(x) je linearno zavistan ako se bilo koja od tih f-ja moze prestaviti
kao netrivijalna linearna kombinacija ostalih, a linearno nezavisan u nijedna od njih ne moze
predstaviti na taj nacin.

-Sistem od n medusovno nezavisnih partikularnih reSenja homogene linearne dif.jedn. n-tog reda zove
se fundamentalni sistem reSenja te jednacine.

-Teorema: Opste reSenje homogene jednacdine n-tog reda ima oblik:
Yh=C1y1+ Cyz + -+ Cpyy
gde je: y;(x), y,(x), ..., ¥ (x) fundamentalni sistem reSenja te jednacine.

-Teorema: Ako se zna jedno partikularno reSenje homogene jednacine n-tog reda, tada se red te
jednacine moze sniziti za jedan.

-Ako su y;(x),y,(x),...,y,(x) partikularna reSenja homogene jednacine onda odgovarajuca
determinanta Vronskog glasi:

yi Y2 Yn
W= }’1: y 2 yr:ll
yl(n_l) yz(n_l) cee yn(n_l)

-Teorema: Da bi sistem od n partikularnih resenja y;(x),y,(x), ..., ¥,(x) bio linearno nezavisan
(fundamentalan), neophodno je i dovoljno da determinanta vronskog bude W = 0.
-Determinantu Vronskog koristimo 1 kad trazimo partikularno reSenje homogene jednacine za date
podetne uslove: y(xo) = yo, V' (X0) = ¥o's oo, Y™ V(x) = yo™ V. Tada u opstem reSenju te
jednacine: y = Cyy; + Gy, + -+ + C, )y, treba odrediti odgovarajuc¢e vrednosti konstanata za koje
imamo sistem linearnih algebarskih jednacina:

C1y10 + C2y20 + -+ CuYno = Yo

C1y10+C2Y20" + -+ Cayno = Yo

(n-1 (n-1) (n-1)

kC1y10 ) + CZyZO(n_l) + et Cnyno )

Kako je determinanta tog sistema W (x,) # 0, dobi¢emo jedinstveno resenje (Cyg, Cyq, -, Cno) 1
odgovarajuce partikularno reSenje: yo = CyoV1 + C20V2 + -+ + CroVn.
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(17) OPSTE RESENJE NEHOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNACINE N-TOG REDA.
METODA VARIJACIJE KONSTANATA.

-Opste reSenje nehomogene jednacine n-tog reda:

Yy + Py + poy® B+ 4 Py + pay = f(X)
je zbir opsteg resenja y,(x) odgovaraju¢e homogene jednacine i jednog, bilo kojeg partikularnog
reSenja Y, (x) te homogene jednacine: y =y, + yp, t: ¥y = C1¥1 + C2y2 + -+ Cuyn + Yp

-l za nehomogene jednaline viSeg reda je opSta metoda nalazenja partikularnog reSenja metoda
varijacije konstanata. Kao i u slucaju nehom.jedn. drugog reda, polazi se od pretpostavke da, ako su u
opStem reSenju odgovarajue umesto integracionih  konstanata Cj,C,,...,C, funkcije:
C1(x), Cy(x), ..., C,(x). tada partikularno resSenje trazimo u obliku:

Vp = C1(0)y; + C;(X)yz + -+ Cr(X)
gde f-je C;(x), C2(x), ..., C,(x) zadovoljavaju uslove:

( Ciys + Gy, + -+ Gy =0
Cl'yi+ Gy, ++Clyp =0

ey ™D 4 6y, ™D 4t 0y = F)

-Zapaza se da leve strane ovih jednadina imaju isti oblik kao i kada bi C;" bile konstante, a ne f-je od x.
Sve jednacine osim poslednje predstavljaju n — 1 uslov koji smo imali pravo da uvedemo za ne
nepoznatih f-ja C;(x),C,(x), ...,C,(x), a poslednja jednadina je rezultat smene y,y’, ...,y 2,

zajedno sa tim uslovima u izvodu y ™.

-Ovaj sistem ima determinantu W(x) # 0 za sve dospustive x, tako da odatle nalazimo
C,' (x),C,' (%), ...,C, (x), pa dalje integraljenjem i C;(x),Cy(x),...,Cnh(x) i trazeno partikularno
reSenje y, (x)
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(18) LINEARNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA N-TOG REDA S KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA.

-Neka je data homogena diferencijalna jednac¢ina n-tog reda:
Y™ +ay® P+ ay™P + a1y +ay =0
sa konstantnim koeficijentima a;. U tom slu¢aju ¢e njena karakteristi¢na jednacina biti:
k™ + a k™ + a,k™D + oo+ a,_1k+a,=0

-Teorema: Svakom m-tostrukom realnom korenu k karakteristi¢ne jednacine odgovara m partikularnih

kx kx

reSenja: e¥, xek*, .., x™"1

e

-Svakom paru r-tostrukih konjugovano kompleksnih korena k = o + i karakteristicne jednacine
odgovara 2r partikularnih reSenja oblika:

e*cos fx, xe®*cos Px, ..., x" " 1e®*cos fx

e sin Bx, xe®*sin Bx, ..., x""1e**sin Bx

Pri tom opsti zbir reda viSestrukosti svih koreni treba da bude jednak stepenu n karakteristicne
jednacine, tj. m + 2r = n.

-Ako je data nehomogena jednacina n-tog reda:
YW +ay® T +ay® D+t a1y +any = (%)

sa konstantnim koeficijentima, tada se, po analogiji sa jedna¢inom drugog reda, u nekim slu¢ajevima
moze koristiti metoda neodredenih koeficijenata.

-Ako je desna strana jednacine oblika: f(x) = e®™® (P(x)cosfx + Q(x)sinfx), moze se pokazati da
partikularno reSenje nehomogene jednacine ima oblik kao 1 kod nehomogene jedn. drugog reda:

y = x"e*™(R(x)cosfx + S(x)sinfix)

gde je r red visestrukosti korena a + iff karakteristi¢ne jednacine, a R i S su polinomi istog stepena
¢ije koeficijente treba odrediti.
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(19) PIKAROVA TEOREMA O EGZISTENCLJI I JEDINOSTI PARTIKULARNOG RESENJA
DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA.

L df . .. |0 v s
-Ako na P, ;, postoji é 1 vazi |£| < L, tada vazi LipSicov uslov:

0
lf Gy — f(xy2)l = ‘%(x, 1 —y2)| < Llys — vl

-Pikarova teorema: Neka je P, , = {(x,¥): [x — xo| < a; |y — yo| < b}. Ako je f(x,y) na Py -

(1) neprekidna; y
(2) ogranicena, tj. |f (x,y)| < M, V(x,y) € Py,
(3) zadovoljava Lipsicov uslov: Yrbf=- Yo
If e, y1) = O y2)l < Llyy = yal, (6y1), (%, ¥2) € Pap N N :
tada na (xo— h,xo +h), h = min{a,b/M}, postoji | E
jedinstveno reSenje Kosijevog problema. Y bl—- E E
I I

! ]
) o L Xo-a _ Xo-h X h  Xpa
-Skica dokaza: metoda sukcesivnih aproksimacija: ’ 0 0 Xt )

d
—=fG), Yo =y > dy()

= floy)dx = f dy(x)

= ]f(x,y(x))dx

Yo -y = [ fry@)dx = y@ =+ [ f(ny@)dx

Sukcesivne aproksimacije:

Yo(x) = yo

709 =0+ [ f(xy00)dx

Yn+1(x) =y + ff(x, yn(x))dx

Rezultat: y,,(x) = y(x); x € (xg — h,xy + h), gde je y(x) jedinstveno reSenje.
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Il. SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

(1) POJAM SISTEMA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA. RAZNI ZAPISI SISTEMA.
RESENJE, OPSTE RESENJE I PROBLEM S POCETNIM USLOVOM.

-Neka su xy,x,,..,x, nepoznate f-je nezavisno promenljive t. Sistem od n jednadina koje
uspostavljaju vezu izmedu nezavisno promenljive, nepoznatih f-ja i njihovih prvih izvoda:

Fi(t,x1,x{, ... X, x,') =0

F,(t,x,x{, ... X0, x;,) =0

naziva se sistem diferencijalnih jednaina prvog reda. Ako se ovaj sistem moze resiti po izvodima
nepoznatih f-ja dobija se sistem diferencijalnih jednacina:

X1’ = fl(t, X1, ...,xn)

Xp' = fa(t,xq, ..., xn)

. . v . . . . ax; .-
-Za ovakav oblik sistema kaze se da je u normalnom obliku. S obzirom da je x;" = %, poslednji
sistem se moze pisati i kao produzena proporcija:

dxq dx, dt

f1lt,xq, %) falt,xy, .. x) 1

Sto predstavlja tzv. simetri¢ni oblik sistema.

-F-je x; = x1(t), ..., x, = x,(t) definisane i diferencijalne na intervalu (a, b) nazivaju se reSenje
sistema na tom intervalu akko identi¢ki zadovoljavaju taj sistem tj. ako je, za svako t iz intervala
(a, b):

x,'(t) = f1(t, 9f1(t): e Xp (1))
X0 () = o6, 21 (6), o) X (£))

-Opste reSenje sistema je n-parametarska familija f-ja oblika:

x1 = fl(t, Cl, ...,Cn) ng(t, xl, ...,Xn, Cl' ""CTl) = 0

: =N :
Xn = fo(t,Cy, ..., Cp) @n(t, X1, ey Xy, C1, o, C) =0

-Partikularno resenje se dobija za konkretne vrednosti Cj, ..., C,,.

-Problem sa pocetnim uslovom: Da li postoji reSenje Kosijevog problema, i ako da, da li je
jedinstveno.
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(2) EGZISTENCIJA | JEDINSTVENOST RESENJA PROBLEMA S POCETNIM USLOVOM ZA
SISTEM DIFERENCIJALNIH JEDNACINA.

X1’ == fl (t, xl, ey xn)
-Neka je dat sistem diferencijalnih jednacina prvog reda u normalnom obliku: :
xn, = fn(t' X1y ey xn)

i neka tacka (to,x,°, ...,x,%) pripada oblasti definisanosti f-ja fi, ..., f,. Osnovni problem u teoriji
sistema dif.jedn. se moze formulisati na slede¢i nacin: Da li postoji reSenje sistema:

X1 = X1(t), oo, Xy = x5 (1)

koje zadovoljava uslov: x,(tg) = x,°, ..., x,(t,) = x,°. Ako postoji, da li je takvo resenje
jedinstveno ili ih ima viSe.

-Pomenuti uslov se naziva pocetni uslov, a problem nalaZenja reSenja sistema koje zadovoljava dati
pocetni uslov naziva Kosijev problem. Kosijev problem se geometrijski moze interpretirati na sledeci
nacin: izmedu svih integralnih krivih koje odgovaraju sistemu nacéi onu koja prolazi kroz tacku
(to, %1%, oo, x,°).

-Peanova teorema: Neka su f-je fi,...,f, definisane i neprekidne na (n+1)-dimenzionalnom
paralelepipedu: P = {(t,xq, ..., x,)| |t —tol < a, |x; —x°| < b, i =1,..,n},gdesuaib pozitivni
brojevi. Neka je M > 0 takvo da je |f;(t,xq,...,x)| <M, (¢t xq,..,x,) € P. Neka je, najzad,

h = min {a, %} Tada sistem na intervalu (t, — h, t, + h) ima bar jedno reSenje koje zadovoljava
uslov.

-Iz Peanove teoreme zaklju¢ujemo da ne neprekidnost f-ja fi, ..., f;, u okolini take (tq,x;°, ..., x,%)
dovoljna za postojanje resenja Kosijevog problema. Ali, ovo nije dovoljno za jedinstvenost.

ofi

-Pikarova teorema: Isti uslovi kao i gore. Pretpostavimo da na P postoje parcijalni izvodi: <K.

Xj

Tada sistem na intervalu (t, — h, t, + h) ima jedno i samo jedno resenje.

X1,0(t) = x,°
-Skica dokaza: formira se niz uzastopnih aproksimacija resenja, tj. n nizova f-ja: : , za

xn,O(t) = xno
k =0itizintervala. Dalje,za k > 1 t iz intervala:

t
X1 (t) = 2,° + jf1(t, X1,k-1(t), ---:xn,k—l(t))dt
to

t
xn,k(t) = xn0 + ffn(t: xl,k—l(t)' ---'xn,k—l(t))dt
to

Pokazuje se da nizovi ovih f-ja konvergiraju ka neprekidnim f-jama x, (t), ..., x,,(t), za koja se dalje
pokazuje da su reSenja sistema na intervalu. Najzad se pokazuje i da su f-je x;(t), ..., x,(t) jedina
reSenja koja zadovoljavaju pocetni uslov.

-Ovi stavovi su lokalnog karaktera (zbog ograni¢enog intervala), ali se, pod odredenim uslovima mogu
1 proSiriti van intervala.
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(3) VEZA SISTEMA N DIFERENCIJALNIH JEDNACINA PRVOG REDA
DIFERENCIJALNOM JEDNACINOM N-TOG REDA.

SA

-Neka je data diferencijalna jednacina n-tog reda resena po najvisem izvodu:
xM™ = f(t,x,x', ..., xD)
Uvedimo nove nepoznate f-je na sledeci nacin:
X1 =%, %, =x, x3=x", ..., Xp_q = x@72), x, = x*V
S obzirom na nacin uvodenja f-ja x4, ..., x,, imamo da je:
X' =x =%y X =X =Xz, Xy =xPD =g,
x, = xM = f(t, x,x', ...,x("_l)) = f(t, X1, X3, v, Xp)

Prema tome dobijen je sledeci sistem jednac¢ina u normalnom obliku:

x;' = x;

X' = x3
L

Xn-1 = Xpn

X, = f(t,xq,Xq, ) Xp)

odakle se vidi da je x = x(t) jedno reSenje polazne jednacine akko je

x; = x(8), %, = x' (), ...,y = xD (D)

reSenje poslednjeg sistema. Dakle, reSavanje jednaCine mozemo zameniti reSavanjem sistema 1

obratno.
-Pod odredenim predpostavkama sistem diferencijalnih jednacina prvog reda oblika:

X1, = fl(t, X1, ...,Xn)

Xn' = fu(t,xq, oo, Xp)

moze se takode svesti na jednac¢inu n-tog reda. Postupak je slede¢i: prva jednacina se diferencira n — 1
puta po t, a pritom se posle svakog diferenciranja izvodi x;’, ..., x," zamenjuju sa f;, ..., f,,. Dobija se

slede¢i sistem jednacina:
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of, 9 0 of, 0 0
n 0N R L OR O 0N oh

1= %t dx; * +axnxn :E‘Fa_xlfl""“"‘axnfnzfpz(t,xp---,xn)
" a(pz a(pz ’ a(pz ’ a(Pz a(Pz a(Pz
=3 T . = T —— n = t, X1, e,
X1 T + o, X+t %, Xn T + o, fi+-+ o, fn = @3(t, x; Xp)
o0 o0 _. HE .a(p. _. N a.(p ._ : .a<p. ) : : a.(p ._
n-1) — n—2 n-—2 I} n—2 r— n—2 n-—2 n-—2 —
& ot + axl ! + + axn Xn ot axl fl + + axn fn (pn—l(t;xl;---;xn)
0Q0n_1 0@,_ 0¢Q,_ 0Q0,_1 0@,_ 0@,
(n)= n-1 n-1 ' n-1 r— n-1 n-1 n-1 —
X1 T + 1 Xyt ox, Xn T + 1 Lt + ox., fn = @n(t, X1, .0, Xp)

-Prva jednacina polaznog sistema i prvih n — 2 jednacina poslednjeg sistema Cine sistem od n — 1
nepoznatih x,, ..., x,:

x1, == fl(t’ xl, ...,xn)
"o o__
X1 = @a(t, xq, e, Xp)

xl(Tl—l) — (pn_l(t, x:l, ---:xn)

Pretpostavimo da je W # 0 na nekoj (n + 1)-dimenzionalnoj oblasti D i neka je:

Xy = Az(t, X1, x1’, vy xl(n_l))
Xn = An(t, X1, xll, ...,Xl(n_l))
reSenje sistema (sa parcijalnim izvodima). Smenom ovih f-ja u poslednju jednacinu tog sistema

dobijamo vezu:

6™ = @, (t, %1, Az, s An) = @6, %1, %1, 0, 27D

koja predstavlja diferencijalnu jednacinu n-tog reda po x;.
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(4) PRVI INTEGRALI SISTEMA DIFERENCIJALNIH JEDNACINA. NEZAVISNOST PRVIH
INTEGRALA, POTREBAN | DOVOLJAN USLOV.

-Neka je dat sistem diferencijalnih jednacina prvog reda u normalnom obliku:

x1’ ES fl(t’ xl, ...,xn)

Xn' = fu(t,xq, oo, xp)
-F-ja @(t, x4, ..., x,), neprekidno diferencijabilna i razli¢ita od konstante na oblasti D naziva se
integral sistema na oblasti D akko je: ¢ (t, x,(t), ..., x,(t)) = C, gde je: x; = x,1(t), ..., X, = x,(t) Ma
koje resenje polaznog sistema takvo da je (t, x4 (t), ..., x,(t)) € D, a C je konstanta.

-Teorema: Neka je f-ja ¢(t, x4, ..., X,) neprekidno diferencijabilna i razli¢ita od konstante na oblasti
D. Potreban i dovoljan uslov da ¢ redstavlja integral sistema na oblasti D dat je sa:

dp
_+Tlf1+"'+afn =0, (t,xq,.-,x,) €D

-Dokaz:

-Prvo da je potreban — neka je (t,x,°, ...,x,°) € D proizvoljna tacka. Prema predpostavci o oblasti
D postoji tano jedno reSenje polaznog sistema x; = x;(t),..., X, = x,(t), definisano za t €
(to — h, to + h) = I, koje zadovoljava uslove. Kako je ¢ integral sistema bice:

d
ot x1(t), ., xp()=C = E(p(t, x1(t), e, x(t)) =C, t€l
Po pravilu diferenciranja slozene f-je imamo da je:

d dp dp 1) dp dg dp
t, t ) ey t = - -— ! see —_— ! = e —_— ! ees —_— ! :0
dt(p( xl( ) xn( )) at + axl xl + + axn xn at + axl xl + + le

Kako je x; = x4 (t), ..., x, = x,(t) reSenje sistema, dobijamo konacno da je:

dp  O¢ 0¢
—+a—xlf1+'“+afn—0

-Pokazimo da je uslov dovoljan — kako 2—‘5+ ;T(pfl + -+ :T(pfn =0 vazi za (t,xq,..,X,) €D
1 n
vazice, specijalno, i u tackama oblika (¢t, x4 (t), ..., x,(t)), a kako je x; = x;(¢t), ..., x, = x,,(t) reSenje

polaznog sistema iz ovog uslova dobijamo:

dp 0 4% d
Tt o x = - = el
ot 0xy ot 0x, =0 e dt Pt x1(t), ., % (8)) =0, ¢

odakle sledi da se ¢(t,x,(t), ..., x,(t)) na intervalu I svodi na konstantu, te je drugi deo dokaza
zavrsen.

-Jednakost ¢(t, x4, ...,x,) = C gde je ¢@(t, x4,...,x,) integral sistema, a C proizvoljna konstanta,
naziva se prvi integral sistema.

-Prvi integrali: ¢, (t, x4, ..., x,) = Cq, ..., @i (t, x4, ..., x,) = Cy, Nazivaju se nezavisnim na oblasti D
akko ni za jedno i = 1, ..., k ne postoji neprekidno diferencijabilna f-ja ¢ i oblast D' < D tako da je:

Q; = ¢((p1' v Qi1 Piva ---»‘Pn): (t' X1, ""xn) €D’

U suprotnom se kaze da su dati prvi integrali zavisni.
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(5) NALAZENJE OPSTEG I KOSIJEVOG RESENJA SISTEMA POMOCU PRVIH
INTEGRALA.

-Neka je dat sistem diferencijalnih jednacina:

X' = fl(t: X1y vy Xp)

X' = fu(t,xq, ), Xn)
Ako je poznato n nezavisnih prvih integrala datog sistema, sistem se smatra u potpunosti reSenim.
-Zaista, neka su:

@1(t, x4, oy xp) = Cy

On(t, %1, ., X)) = Cp
nezavisni prvi integrali ovog sistema i neka je D oblast na kojoj je:

1201 . 991
0x, dxq
: . i 1#0
On . 9%n
0xy 0x,

Tada se za svako (t,x;°, ...,x,%) € D problem nalaZenja onog reSenja sistema koje zadovoljava uslov
x1(tg) = %12, ..., x,(to) = x,,°, svodi na re$avanje sistema nelinearnih algebarskih jednagina:

@10t X1, o0, Xn) = @1 (6, %12, 00, %,°)

On(t, X1, ey Xp) = @n(t,%1°, ..., x,°)

-Ukoliko je poznato k nezavisnih prvih integrala sistema, u pojedinim slucajevima je red sistema
moguce sniziti za k. Ako se sistem nelinearnih jedna¢ina moze resiti po, npr. xy, ..., X, dobija se:

X1 = lIJl(t, Xk41r = X, Cli . Ck)
: (*)

Xp = q}k(t, Xk+1r 2 Xy Cl, . Ck)

Uvrstavanjem dobijenih vrednosti u poslednjih n — k jednacina polaznog sistema dobija se sistem sa
n — k jednacina sa n — k nepoznatih funkcija:

X1 = fk+1(t:¢-1: s Wiy Xq eer, Xt)
xn' = fu(t, ¥y, -‘--;llik»x1 ey X)
Ako je:
Xp+1 = xk+1.(t» C1y s )
Xp = xn(t; Ci, -, Cp)

opSte reSenje gornjeg sistema, uvrStavanjem u (*) dobijamo x,...,x; izrazeno u funkciji od
t,Cy, ..., C, 1 na taj nacin dolazimo do opsteg reSenja polaznog sistema.
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(6) SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA VISEG REDA. SNIZAVANJE REDA.

-Opsti oblik sistema diferencijalnih jednacina viSeg reda je sledeci:

k kn) —
Fi(t,xq,x{, ...,xl( 0, oy Xy X ...,xn( n) =

k kn) —
F,(t xq1,x{, ..., xl( U, ey Xy X' ...,xn( n) =
Ako se sistem mozZze resiti po najvisim izvodima dobija se normalni oblik sistema viSeg reda:

x, %D = £ (0, 0, e, 00K, a0, X e, 20, D)
: (*)

kn) — ki—1 k-1
xn( n) = fn(t, xq, xq, ...,xl( 1 ),...,xn,xn’,...,xn( n ))

-Ovakayv sistem se uvek moze svesti na sistem od k; + --- + k,, jednacina prvog reda. Uvodimo smene:

X11 = %1 X1n = Xn
Xp1 = X' Xon = Xn'
— ki-2 _ ki—2
Xk,-11 = x, K172) Xkp—1n = x, k172
— ki—1 _ ki—1
Xy 1 = x, =t Xk,1 = xp, k1~ D)
1z navedenih smena sledi:
I — cee I —
X11 = X21 Xin = X2n
ro__ I __
xkl—l,l - xkl,l ot xkl—l,n - xkl,n

Sto predstavlja (k; — 1) + -+ (k,, — 1) = k; + -+ + k,, — n diferencijalnih jedna¢ina. Pored toga, na
osnovu ovih smena i sistema (*) dobijamo jo$ n diferencijalnih jednacina:

[—
X1 = 16 X110 ooes Xie g 15 oo s X wos Xy m)

’_
xkl'n = fn(t, xl’l, ""xkl,l’ ...,xlln, ...,an'n)

Sada je sa poslednjim smenama i ovim izrazom dat sistem od k; + -+ + k,, diferencijalnih jednacina
prvog reda sa k; + -+ + k,, nepoznatih funkcija.

-Kosijev problem za sistem (*) glasi: medu svim reSenjima sistema naci ono koje zadovoljava uslove:
x1(to) = X10 Xn(to) = Xno
xl(kl_l)(to) — xlo(kl_l) xn(kn_l) (to) = xno(kn—l)
Odgovarajuci koSijev problem za naredna dva sistema glasi:
x1,1(to) = X10 X1n(to) = Xno
xkl,l(kl_l)(to) = xlo(kl_l) e xkn,n(kn_l)(tO) = xno(kn_l)

Ako jer xqq = x11(6), e, Xg 1 = Xpy 1 () oo, X0 = X1 (0), oo, Xk, = Xg, () reSenje poslednjeg

Kosijevog problema, onda je: x; = x1 1(t), ..., X, = x1 ,(t) reSenmje polaznog Kosijevog problema.
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I1l. SISTEMI LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

(1) SISTEMI ~ LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA. EGZISTENCIIA I
JEDINSTVENOST RESENJA.

-Sistem linearnih diferencijalnih jednacina prvog reda je sistem oblika:

X1 =ap()xg + -+ a, ()x, + by (t)

xn’ = anl(t)xl + et ann(t)xn + bn(t)

-Ako bar jedna od f-ja b;(t) nije identicki jednaka nuli, ovaj sistem se naziva nehomogeni sistem. U
suprotnom svodi se na:

X' =ay(Oxg+ -+ a()x, =0

xn, = anl(t)xl +-t+ ann(t)xn =0

I naziva se homogeni sistem. Kosijev problem za ovakav sistem se sastoji u nalazenju reSenja:
x; = x1(t), ..., x, = x,(t) koje zadovoljava uslov: x;(ty) = x,°, ...x,(ts) = x,° gde su:
to, x1°, ... x,° dati brojevi.

-Vektorski oblik sistema — Neka je:
1] ax Xy’ by (t)
X=|: T : |,B() =]
Xn xnl bn(t)

tada se nehomogeni sistem moZze zapisati u vektorskom obliku:

a11.(t) aln.(t)]

anl(t) anr;(t)

dx
— = A(DX + B(b)

dt
a homogeni u obliku:
ax_ A(X
dt
-Kosijev problem za sistem u vektorskom obliku se moZe napisati: nac¢i X (t) koje zadovoljava uslov:
x,°
X(to) = Xo, XO = :
0
xn

-Teorema (Pikarova, globalna): Neka su f-je a;;(t),b;(t), i =1..n, j =1..n, neprekidne na
(a,b), neka t, € (a,b) i neka su x,°, ..., x,,° proizvoljni realni brojevi. Tada sistem ima jedno i samo
jedno resenje x; = x4(t), ..., x,, = x,(t) koje zadovoljava uslov: x; (t) = x,°, ... x,(to) = x,,° i ono
je definisano na celom intervalu (a, b).
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(2) HOMOGENI SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA. OSNOVNA SVOJSTVA. OPSTE
RESENJE HOMOGENOG SISTEMA.

-Homogeni sistem diferencijalnih jednacina je oblika:

ax
T A(X

(gde je A(t) matrica reda nxn ¢iji su elementi neprekidne f-je.
-Teorema: Ako su:

%11 (0 xm@]

X,(t) = [

e X (B) = [

xnl(t) Xnm (t)
reSenja sistema na (a, b) i Cy, ..., C,,, SU proizvoljne konstante tada je i ovaj izraz reSenje sistema:
Cix11 (1) + -+ melm(t)]

X(@t) = CX1(t) + -+ CpXpn(t) = [ :
Clxnl(t) + et menm(t)

-Dokaz: Kako su X, (t), ..., X, (t) reSenja sistema imamo da je:
dX(t) dX,(t) dX,,(t)

at G vty
-Resenja X;(t), ..., X, (t) su linearno zavisna na (a, b) akko postoje konstante Cj, ..., C,, od kojih je

bar jedna razli¢ita od nule, tako da je: C;X;(t) + -+ €, X, (t) = 0. U suprotnom kazemo da su
linearno nezavisna na (a, b).

= GAM®)X1 (1) + - + CrAD) X (1) = ADX(L)

-Teorema: Neka su X, (t), ..., X, (t) linearno nezavisna reSenja sistema. Tada opSte reSenje
Xy = CX.(t) + -+ C, X, ()

sadrZi sva reSenja tog sistema.

-Dokaz: Neka je X (t) proizvoljno resenje, a t, € (a, b) fiksirano. Trazimo Cy, ... Cy:

C1x11(to) + -+ Cpx1n(to) = x1(to)
C1X1(to) + -+ + CXp(to) = X(tp) = :
Cixn1 (to) + et Cnxnn(to) = xn(tO)

Nehomogeni je sistem, tj. W (t,) # 0, odakle sledi da postoji jedinstveno resenje C;°, ..., C,°. Resenja
X)) i ¢,°X;(t) + -+ C,°X,,(t) zadovoljavaju isti pocetni uslov u t,, i odatle, na osnovu Pikarove
teoreme, sledi: X(t) = C,°X,(t) + -+ C,°X,,(t); t € (a,b).
-Nacini zapisa opsteg resenja:

X, =d(t)C matricni zapis

Xp =C X1+ -+ C X, vektorski zapis

Clxll + e + Cnxln
: skalarni zapis
Clxnl + e + Cnxnn
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(3) FUNDAMENTALNE MATRICE HOMOGENOG SISTEMA DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA. POTREBAN I DOVOLJAN USLOV. OPSTE RESENJE SISTEMA IZRAZENO
PREKO FUNDAM-ENTALNE MATRICE.

-Matrica @(t) reda nxn naziva se fundamentalna matrica sistema akko su kolone te matrice linearno
nezavisna resenja sistema:

[xu(t) xln(t)]

D(t) = : :

Xn1 (t) xnn(t)

Napomena: kolone matrice ®(t) su reSenja sistema akko ®(t) zadovoljava pridruzenu matri¢nu jedn.:
dd
E = A(t)cb

-Teorema: Ako je ®(t) fundamentalna matrica, a P nesingularna matrica, onda je W(t) = ®(t)P
fundamentalna matrica.

-Dokaz:

d¥ do
yTi EP = A(t)PP = A(H)Y; det¥ =detd-detP #0

-Matri¢ni zapis opSteg reSenja sistema: X, = ®(t)C
-Teorema: Neka su X;(t),..,X;,(t) reSenja sistema. Potreban i dovoljan uslov za linearnu

nezavisnost tih reSenja na intervalu (a, b) dat je sa:

x11'(t) xln.(t)

Wi(t) = +0; t€ (ab)

an(t) xnn(t)

-Dokaz: Neka su X,(t),..,X,(t) linearno nezavisna reSenja sistema. Pretpostavimo suprotno
trvrdenju teoreme, da postoji : t, € (a, b) takvo da je W (t) = 0. Tada sistem:

C1x11(tg) + =+ + CpXym(to) = 0

Clxnl(to) + et menm(to) =0

osim trivijalnog ima i netrivijalno resenje Cy, ..., C,. Tada je: X(t) = C;X,(t) + -+ + C,X,,(t) resenje
sistema koje zadovoljava uslov X(t,) = 0. Isti pocetni uslov zadovoljava i reSenje X = 0. Iz Pikarove
teoreme sledi: C;X;(t) + -+ + C, X, (t) = 0, §to je u kontradikciji sa linearnom nezavisnoséu, te je
pretpostavka W (t) = 0 neodrZiva.

-Pokazimo da je uslov dovoljan: Neka je W (t) # 0. Pretpostavimo da je:
C]_X]_(t) + -+ Can(t) = 0
Tada je, za fiksirano t = t,:

Cix11(t0) + -+ + Cux1n(to)
CiX1(to) + -+ CuXn(to) = 5 =0
C1Xn1 (to) + o+ CuXnn (to)
iz Cega sledi da konstante Cy, ... C,, zadovoljavaju homogeni sistem linearnih algebarskih jednacina.
Ovde je W(ty) # 0 tj, sistem ima samo trivijalna reSenja, $to znaci da su C; = 0, dakle, reSenja

X, (t), ..., X,,(t) su, po definiciji, linearno nezavisna.
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(4) NEHOMOGENI SISTEMI. OPSTE RESENJE NEHOMOGENOG SISTEMA.

-Vektorski zapis nehomogenog sistema linearnih diferencijalnih jednacina je:

dX—A X+B
— = AOX +B@®

Ovom sistemu pridruzujemo homogeni sistem:

ax _ A(X
dt

-Teorema: Neka su X;(t), ..., X, (t) linearno nezavisna reSenja homogenog sistema i neka je X, (t)

jedno partikularno reSenje nehomogenog sistema. Tada opSte reSenje:
X)) =CiX.(t) + -+ C, X, (F) + Xp(t)
sadrzi sva reSenja nechomogenog sistema.
-Dokaz:
ax  dX; dx, dX,

= Gt =L = AKXy + -+ CoAXy + AX, + B
dt ~ 1 dt "dt o dt 154 noo p

=A(C Xy + -+ CoX, +X,)+B=AX+B

Dakle, C1X;(t) + -+ + C, X, (t) + X, (t) je reSenje nehomogenog sistema koje zadovoljava isti poCetni

uslov kao resenje X (t). Na osnovu teoreme o jedinstvenosti reSenja imamo da je:

X(@t) =CXi(t) + -+ C X, (t) + Xp(t)
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(5) METODA VARIJACIJE KONSTANATA ZA NEHOMOGENI SISTEM.

-Neka su:

x11.(t) xln}(t)]

X1(8) =[

;Xm(t) = [

Xn1 (t) Xm1 (t)
linearno nezavisna resenja sistema. Trazimo opSte reSenje sistema u obliku:

X(t) = CiX1(8) + -+ + CuXn (D)

dX
E = C1,X1 + C1X1, + -+ Cn,Xn + Can,
Kako je: X;" = AXy, ..., X,, = AX,,, ovaj izraz postaje:
ax 1 1 ’ ’
E = Cl Xl + -+ Cn Xn + A(t)(Cle + -+ Can) == Cl X1 + -+ CTL Xn + A(t)X

=AM)X+B1t) = C/'X;+-+C,'X,=B(t) t
X11 X1n by Ci'xp1 + -+ C'xy = by
H — . P .

' i |++C) =

Xn1 Xnn bn C]_,xnl + -+ Cn,xnn = bn

-Kako su X;(t),..,X,(t) linecarno nezavisna reSenja sistema sledi da je W # 0 pa sistem ima
jedinstveno redenje: C;' = v,(¢), ..., C,, = v,,(t). F-je C4, ... C,, se odreduju integracijom:

c,(t) = f vi(O)dt + Cq, ..., C, () = jvn(t)dt +C,

X = (f v ()dt + cl)x1 P (f v (O)dt + cn)xn
=C X, + -+ C X, + (j vl(t)dt>X1 + -4 (J vn(t)dt)Xn =Xp + X,

Sto predstavlja opSte reSenje nehomogenog sistema.

-Matricni zapis:

dX dCDC deC AHYD(E)C B
=== C+ O = AP + BE®

=B(t) = Z—f: ®71B(t) = C(t) =J¢‘1B(t)dt+C

T
X = o(t) (j OTIB(DdE + C) = BOC + (D) + B(D) f O1B(E)dt = X, + X,
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(6) RESAVANJE HOMOGENOG SISTEMA SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.
KARAKTERISTICNA JEDNACINA I KARAKTERISTICNE VREDNOSTI SISTEMA.
JEDNOSTRUKI REALNI KORENI.

-Posmatramo linearni homogeni sistem oblika:

dX x1, ES a11X1 + -+ alnxn
= = AX ;
dt r_

Xn = Au1Xq + -+ appXy

Resenje trazimo u obliku: x; = A; e, ..., x," = A, de*t. Kada se to zameni u gornji sistem, imamo:

Ade?t = e (a A + o+ agndy) = 0 (ay; = DA+ -+ a;,4, =0
s e 5 (*)
Aple? = eM(a AL+ -+ appdy) = 0 an1d; + -+ (A=A, =0
-Netrivijalno reSenje poslednjeg sistema postoji akko je:
a;; —A - A1n
: } : =0 © det(A—1)=0
An1 eoapp—A

Ova jednacina se naziva karakteristi¢na jednacina sistema. Ova jednacina ima n reSenja A4, ..., 4,,, Koja
se nazivaju karakteristi¢ne vrednosti sistema.

-I slu¢aj (A = a je realan jednostruk koren) — tada je, za svako k = 1,..,n rang matrice:

[an—ﬂ A1n ]
any g — A

jednak n — 1. Stoga se za svako k = 1,...,n sistem (*) moZe dovesti na kvazitrougaoni oblik, sa
jednom slobodnom i n —1 vezanih promenljivih, a netrivijalno reSenje se moze dobiti davanjem
proizvoljne vrednosti (# 0) slobodnoj promenljivoj i reSavanjem po ostalima. Ako je Ay, ..., Ank

jedno netrivijalno reSenje sistema, tom reSenju odgovara reSenje:
x; = Ay rett, L x, = Ay detkt
-Dalje se na ovaj nacin dobija n reSenja sistema koja vektorski moZemo da zapiSemo:

Aqq Ain
: i | ent

Ann

A1t

X1: e ,...,Xn:

Anl

S obzirom da su 4; medusobno razliciti, reSenja X; su linearno nezavisna na intervalu (—oo, +00).
Stoga fundamentalna matrica sistema glasi:

Alle/llt eee Alnelnt

d(t) = . :
llt cee A /1 t

Anle nn€ n

a opSte reSenje je: X(t) = ®(t)C, gde je C konstantan vektor.
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(7) RESAVANJE HOMOGENOG SISTEMA SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.
KARAKTERISTICNA JEDNACINA I KARAKTERISTICNE VREDNOSTI SISTEMA.
JEDNOSTRUKI KOMPLEKSNI KORENI.

-1l slucaj (A = a + if je jednostruk kompleksan par) — AKO je Ak = Vix + 001k o r Ank = Ve + 100k
jedno resenje sistema (*) tada je: x; = Ajxde®*t, ..., x, = A Ae**t kompleksno resenje polaznog
sistema. Obzirom da je: et = @A)t = ¢ (cospt + isinfit) mozemo razdvojiti realni i
imaginarni deo. Dobijaju se dva realna reSenja sistema (*):

x, = e®(y cosft — 81, sinft), ..., x, = e* (Y xcosft — Spxsinft)
X, = e* (y cosPt + 81, sinft), ..., x, = e* (YpxcosPt + Spisinft)
koja se vektorski mogu zapisati u obliku:

Y1k COSPt — 61, Sinft Y1k COSPt + 61, Sinft
: ]ea ;o Xkr1 = [ : at

Xk: e

Yk COSPt — 6, SinPt Yni€COSPt + 6y Sinfit

(8) RESAVANJE HOMOGENOG SISTEMA SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA.
KARAKTERISTICNA JEDNACINA I KARAKTERISTICNE VREDNOSTI SISTEMA. REALNI
VISESTRUKI KORENI.

-111 slucaj (A = a je reani viSestruki koren) — tada je reSenje sistema (*):

x; = P (t)e™, ..., x, = B,(t)e®

gde su P;(t) polinomi stepena k — 1 sa neodredenim koeficijentima odakle ¢emo dobiti homogeni
sistem od n - k jednacina sa n - k nepozatih.

[‘111_)L A1n ]
A1in o — A

je jednak nk — k. Stoga se za svako k = 1,...,n sistem (*¥) moze dovesti na kvazitrougaoni oblik, sa
k slobodnih i nk — k vezanih promenljivih. Dodeljivanjem redom po jednoj od slobodnih promenjivih
vrednosti 1, a ostalim slobodnim promenljivim vrednosti 0 i reSavaju¢i po vezanim promenljivim
dobija se k razlic¢itih reSenja sistema (sa k kolona):

-Za svako k = 1,..,n rang matrice:

1 0 ... 0 =— vezane—> X,
R S linearno nezavisna reSenja
0 0 ... 1 = vezane— X,
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(9) ODREPIVANJE FUNDAMENTALNE MATRICE POMOCU MATRICNOG EKSPONENTA.

-Za niz matrica (4x) = (||a;;*||) reda mxn kaze se da konvergira ka matrici A = [|a;;*||  ako je:
;li_{goa"fk =aqj, i=1.,n j=1,.,m

pritom se koristi oznaka:

k—oo

-Matricni red.
(o]
) A
k=0

konvergira i suma mu je matrica A ako niz delimi¢nih suma

14
Sp = Z Ak
k=0

konvergira ka A. U tom slucaju piSemo:
A= Z Ay
k=0
-Neka je m € N U {0}; m-ti stepen kvadratne matrice A se definiSe sa:
A =1, AM=A"14; m=>1
Neka je A tada kvadratna matrica. Matriéni eksponent e je matrica koja se definise sa:

4 A a2 a3
e —Z—!—I+A+§+a+"'
k=0

-Razmotrimo funkcionalnu matricu e4t gde je A data kvadratna matrica, a t realna promenljiva:

e N A
k!
k=0

d a4 I+A+A2+A3+ ,41+'4221:+Ag3t2 A I+At+A2t2+ AeAt
— = — —_— —_— cee = —_— —_— = —_— see = *
ac’ T de TREY 21 30 21 e™ ()

-Neka je dat linearni homogeni sistem sa konstantnim koeficijentima:
dX
o=

Pokazimo da je ®(t) = e4t fundamentalna matrica datog sistema. Na osnovu (*) vidi se da matrica

®(t) zadovoljava matri¢nu diferencijalnu jednac¢inu:
do
- =

AX

AD
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Obzirom da je i det ®(t) # 0, zaklju¢ujemo da je ®(t) fundamentalna matrica sistema. Prema tome,
opste reSenje je dato sa: X(t) = e4tC, gde je C konstantan vektor.

-ReSenje KoSijevog problema:

dx
- =A% X(t)) = Xo

moze se takode napisati pomoc¢u matricnog eksponenta:

X(®) = 2P (t)Xo = e (e”) 71X,
Iz osobina matrica imamo:

(eAto)—l — e—Ato; eAte—AtO — eA(t—to)
pa je reSenje Kosijevog problema dato sa:

X(t) = eAlt-tox,

(10) STABILNOST RESENJA SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA S KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA.

-Neka je dat sistem linearnih jednacina:

x1" = a1 (t)xg + -+ aga()x, + by (1) = 0

Xp' = Ap1(O)x1 + -+ + app(O)x, + by (t) = 0

-Predpostavke: f-je b, (t), ..., b,(t) su neprekidne za t > ty, x,°, ...,x,° su dati brojevi. Prema

Pikarovoj teoremi, postoji jedinstveno resenje sistema koje za t = t, prolazi kroz tacku x,°, ..., x,,°.

Tada reSenje sistema zavisi od pocetnih uslova:
X1 = x1(t, tg, %1%, oo, x,0), oo, Xy = X0 (8, £, %19, o0, X, 0)
Neka su brojevi x,9, ..., x,,° bliski redom brojevima x;°, ..., x,,° i obelezimo sa:
X1 = xl(t, to,x—lo, ...,ﬁ), vy Xp = xn(t, to,m, ...,x_no)

ono reSenje sistema koje za t = t, prolazi kroz tacku: x,9, ..., x,,°.

-Pitanje: Ako su x;° i x,0 bliski, da li ¢e resenja ostati bliska u buduénosti.
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-Ispitivanje stabilnosti proizvoljnog reSenja se svodi na ispitivanje stabilnosti trivijalnog reSenja
homohenog sistema:

X1' = a11X1 + -+ alnxn = 0
Xp' = ApiX1 o+ AppXy =0
-Trivijalno resenje je stabilno ako za svako € > 0 postoji § > 0 takvo da je:

X% <6 = Im@®I<e& tzt=t

X
o
-
e~
N

-Trivijalno reSenje je asimptotski stabilno ako je:
a) stabilno;

b) postoji § > 0 takvo da je:
x°l<é = limz® =0

A

T

-Teorema: Trivijalno reSenje je asimptotski stabilno akko svi koreni karakteristicne jednacine imaju
negativne realne delove.

-Teorema: Ako bar jedan koren ima pozitivan realan deo, onda trivijalno resenje nije stabilno.
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