MATEMATIKA 3

Vera & Rade



1. Diferencijalne jednacine prvog reda - osnovni poj-
movi

Oznake:
® x - nezavisno promenljiva
e y - nepoznata funkcija, y = y(x)
o y = Ezl_g; - izvod funkcije

Opsti oblik diferencijalne jednadine prvog reda:

(1) F(z,y,y') =0

Normalni oblik diferencijalne jednadine prvog reda:

(2) y' = f(z,y)

Napomena: (1) i (2) su funkcionalne jednacine



Primer: 100g Sedera topi se u vodi brzinom propor-
cionalnom nerastvorenom delu. Nadi jednacinu topljenja

secera.
q(t) - broj istopljenih grama u trenutku ¢

q'(t) - brzina topljenja

¢ = k(100 — q), q(0) =0

Definicija: Funkcija y = y(x) je reSenje jednaline (2)
na (a,b) ako je

Y (z) = f(z,y(z)), =z € (a,b)
Primer:
q(t) = 100 — 100e "

q 100ke %t = k(100 — 100 + 100 *t) =
— k(100 — q), t € [0, o)



Primer iz ekonomije (funkcija mortaliteta u osigu-
ranju): Populacija se sastoji od ljudi iste starosti.

[(x) - veli¢&ina populacije u u trenutku x
[(x) \, (uzrok je mortalitet)

Brzina promene populacije proporcionalna je veli€ini
populacije:
'(z) = = (p+ ¢r") () ()
p(z)

p(x) > 0 - intenzitet smrtnosti

p,q,r - parametri

Resenje: I(z) = CsTq™
Gomperdtz-Makeham-ov zakon smrtnosti
—p=Ins, —L-=Ing, C — slobodan parametar

Domadi: Proveriti da je [(z) = Cs®q™ opste reenje
jednad&ine ().



Napomena: U principu, jedna&ina (2) ima beskona&no
reSenja

Definicija: Opste reSenje j-ne (2) je eksplicitno za-

data familija funkcija y = y(x, C) ili implicitno zadata
familija (x,y,C') = 0 koja identi¢ki zadovoljava (2)
poxi(C

Primer: ¢(t) = 100 4 Ce ¢
¢ = —Cke " = k(100 — 100 — Ce™ ) =
= k(100 — q), C € (—o0, ), t € (—o0, 00)

Definicija: Partikularno resenje j-ne (2) je svako resenje

koje se dobija iz opsteg za fiksiranu vrednost konstante
C

Primer: Za ' = —100 dobija se partikularno reSenje
g = 100 — 100e—%t

Definicija: Singularno re$enje j-ne (2) je resenje koje

se ne moze dobiti iz opSteg ni za jednu vrednost kon-
stante C
Pitanje: Kako dodi do opsteg resenja?



2

Primer: v/ = 22 (f(x,y) = ° ne zavisi od y)

Skup svih reSenja je skup svih primitivnih funkcija f-je

$2:

3
y:/azzda::%—l—C

e

/

-

SI. 1

: 3 " . -
Opste reSenje y = 5 + C sadrZi sva reSenja.

3
Za C' = 0 dobija se partikularno reSenje y = %



: e 3
Napomena: Ako je data familija y = 5+ C, para-
metar C' se moze eliminisati diferenciranjem:

>
/ X 2
J 3

Dobija se diferencijalna j-na ¢&ije je opSte resenje po-

lazna familija.

Ova napomenena vaZi u opstem sludaju:

d
y=y(@C), vy =y C)
x
Eliminacija C iz dve veze daje diferencijalnu j-nu &ije
je reSenje polazna familija
y' = f(z,y) =y = y(z,0)
Primer:
y=(z—0C)
y' =3(z — C)
r—C=Yy=y =3(3y)
Dobijena je jednatina: y/ = 37/12



Opste resenje j-ne: y = (x — C’)3

AY
y=(x-C)*
0 > X
S1. 2

Postoji jos beskonadno mnogo reSenja koja nisu obuhvaéena
opstim (SI. 3):




> X

O (XO 70)

S1. 3

Kroz svaku ta&ku (zg,0) prolazi beskona&éno mnogo
resenja.

2. Egzistencija reSenja
y' = f(z,y)
f(x,y) je definisana na oblasti D C R?, (xg,yg) € D

Osnovni problem: postoji li redenje jednadine ¢’ =
f(x,y) koje zadovoljava uslov y(xq) = yg? Ako pos-
toji, da li je jedinstveno?




Ovo je tzv. Kosijev problem:

(KP) |y = f(z,y), yl(xo)=wo

Primer 1. ¢/ = 3V/y?

Kroz tatke (g, yg), yo # 0 prolazi jedno reSenje

y = (z —z0+ ¥10)° :

AY

/

Yo|——— 1

I

|

4 | > X

/ 0 X g
Sl. 4

Kroz tacke (xg,0) prolazi beskonaéno mnogo re¥enja
(sl.5):



( (x—a)3, z<a
y=0, Ysp=140, a<zx<b
L (z—b)3, z>b
AY
i 0 %Ob =
SL.5
Primer 2. ¢/ = -2

C

MoZe se proveriti da je y = - opSte reSenje jednacine



Sl. 6

Kroz tacke (0, yg) ne prolazi ni jedno redenje

Teorema (Pikar): Neka je P, ;, = {(z,y) : |z — z¢| <
a, |y — yo| < b}. Ako je f(z,y) na Py

e neprekidna
e ograniena, tj. |f(z,y)| < M, V(z,y) € P,y
e zadovoljava LipSicov uslov

|f($7y1)_f(x7y2)| < L|y1_y2|7 (Qﬁ,yl), (ajay2) S Pa,ba



tada na (xg — h,zg + h), h = min{a,b/M}, postoji
jedinstveno redenje (K P) i to reSenje je jedinstveno.

y(x)

S1. 7

Napomena: Ako na F,; postoji g—‘?’; i vaZi \8f| < L,
tada vazi LipSicov uslov:

0
@ y1)—f (2, y2)]| = 8—§(x,s)(y1 N I AT
Primer: ¢ =x+vy, y(0)=1

Pop =z, y) : |z] < a,ly — 1] < b}



Funkcija f(z,y) = x +y na P, je:
e neprekidna

o f(z,y)| = |z+y| < |z|+|y—1|+1 < a+b+1=M

of _
.8_y_

Zaklju¢ak: Naintervalu (—h, h), h = min{a
postoji reSenje jednadine i jedinstveno je.

b
AT b1

Skica dokaza Pikarove teoreme - metoda sukcesivnih
aproksimacija:

(KP) %= f(z,y), y(z0) =10
dy(z) = f(z,y(z))d
j dy(z) = j F (@, y(x))da
(@) = ylao) = |l y(@)da

Yo



Integralna jednacina:

y(z) = yo + / f(@, y(x))da

Sukcesivne aproksimacije:

vo(z) = wo

yi(z) = yoJr/f(a%yo(ﬂf))alﬂC

yni1(z) = yo+ / f (@, yn(@))dz

Rezultat:

yn(z) — y(z), =€ (zo— h,z0+h)
gde je y(x) jedinstveno resenje (K P)

Ocena greske:

— xq[P Tl

€L|$—$O‘
(n+1)!

yn() — y(@)] < ML




Primer: ¢ =z + vy, y(0) =1

yo(z) = 1
x x
yi(z) = 1+/f(337y0(33))d$:1—|—/(:B+1)daz
0 0
2
X
— 14
+ > +x
yo(z) = 1+/($+1+?+$)d$:1—|—€—|—x + x

0

Domaci: Ispitati uslove Pikarove teoreme za Kosijev
problem

x
y/ — y(z) =4
Yy

Napomena: Ako je poznato opsSte reSenje, reSenje
(K P) se dobija zamenom po&etnih uslova u opstem
reSenju:



y = y(z, C)
Yo = y(z0,C) = C = Cpy

TraZeno redenje (K P): y = y(x, Cp)

Primer: ¢ =3¢/42, y(1) =1

(z - C)?
(1-C)¥=C=0
3

SIS
I

AY

/
_

0

Sl. 8



METODE RESAVANJA
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA PRVOG REDA

a) Jednadina koja razdvaja promenljive

y' = g(x)h(y)

g, h - neprekidne funkcije

Y= gl@)hly)  hly) £ 0
dy = I )ax
@ = g(z)d
J = I )ax
/@ — /9( )d (OR)

Napomene:

e Ako je h =0, j-na je trivijalna: ' =0
e Ako je h # 0, ali postoji yg t. d. A(yg) = 0, onda je y =
Yo resenje koje se ne sadrzi u opstem



3

Primer: ¢ = _(y—T—l)2 = g(z) = —a
1
h —
/(y+1)2dy = —/$3d$ =
3
(ngl) — _%4 +C implicitno zadato reSenje

4
Yy = \3/3 (C — '%) —1 eksplicitno zadato reSenje

(KP) y(0)=1: 1=+v3C-1=0C=8/3

y = {‘/3(8/3 —z*/4) — 1



b) Homogena jednacina

v =9(3)
x # 0, g — neprekidna funkcija

Smena: z=2 = y=zzx = y =2z+2
dr+z = g(z)
dr = g(z) -z
dz dx

| (z) ~=In[z[+ C opste redenje
2

2 _
Primer: ¢ =% +ig T~ — (%)2 i % —

%:z = z’:c—|—z:,22—|—z—1 =
dr = 22 -1
dz B dx
221  z
1 z—1
—In = In|x C
2 z+1 +
1 _
—Iny v = Inlz|+C
2 |ly+«x




c) Jednacdina koja se svodi na homogenu

I ar+Ly+y
y =1 ( a:c—}—by—l—c)

F'— neprekidna; v #0ilic#0

o | B _ .
1 0 b ‘ =ab—PBa#0
Smene:
xr = X+h X- nova nezavisno promenljiva
y = Y +k Y - nova nepoznata funkcija

dy dY_F(a(X+h)+ﬁ(Y+k)+7>
de dX a(X +h)+bY +k)+c

ah+Bk+~v = 0
ah +bk+c = 0, (det#0)

dY_F<aX+6Y>_F a+ By
dX  \aX+0Y ) = \a+bd¥




2° ab—Ba=0
Smena: z = ax + By (ili z = ax + by)

Jednacina se svodi na j-nu koja razdvaja promenljive
u odnosu na novu nepoznatu f-ju z

e (- 2y+1)?
Domaéi (jun 2005): o' = (x(+y2y_)2)2

d) Linearna diferencijalna jednadina prvog reda

(LNH) ¢y +pz)y = q(z)
(LH) ¢ +p(x)y = 0

p, q - neprekidne funkcije

Y= pey, W#0)
dZC

Yo —p(x)dx

Y
Infy| = —/f@ﬂw+01

|y| _ e—fp(x)dxecl (601 > O)



O — el zay>0
- —el1 za 0
y <

y = CeJr(@)de (C # 0)

y = 0 reSenje

Yp = Ce= JP(@)dz | & c R - opéte reenje (LH)

Metoda varijacije konstanata za (LN H) jednac&inu:

Yy = Clz)e” I P@)de

Yy, = Cle IPOIT _ gem [Py ()
(LNH):
Cle [Pz _ co= [P@)dry 1) 4 p()Ce™ I P — g(g)

C'(z) = el ")%q(x)
C(x) = /q(w)efp(m)dmda:—i—C




Primer: ¢/ + 2zy = 4«

(LH) : y + 2xy = 0

% —2xdr = In|y| = —2° + C;

2
yp = Ce™™

ypn = Clz)e™®

C’e_$2 — 23:6_5’320 + 2:1:06_5’72 — 41
C! = bze™ = C(x) = 2¢%° 1 C

2 2 2
= e (267 +C) =Ce T2
Ynh Yp

Vazi u opstem sludaju:

Y = e—fp(:c)da: / q(x)efp(a:)dazdx +Ce” fp(a:)d:i

\ ~ V) Yy h
Yp




e) Bernulijeva jednacdina

y' + p(x)y = q(x)y”

a = 0 : linearna
a = 1 : razdvaja promenljive

Yy~ + p(z)yt ™ = q(x)

Smena: z =yl

«

d=1-a)y ™ =y =

Z/

+p(x)z=q(z) | -(1-a)

1l - o
2 +p1(x)z = q1(x), linearna

p1=(1—-a)p, q1 =(1—a)g

Napomena: Ako je y1 jedno reSenje Rikatijeve jednacine

y' + p(x)y? + q(z)y = r(z),

smena y = y1 + z svodi jednadinu na Bernulijevu



f) Jednacdina sa totalnim diferencijalom

e Ako F'(x,y) ima neprekidne parcijalne izvode na
D C Rz,onda je

OF OF

e Obratno: ako su P(x,y) i Q(x,y) date funkcije,
postoji li F'(x,y) tako da je

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy?

Teorema: Neka su P(z,y) i Q(x,y) neprekidne za-
jedno sa parcijalnim izvodima na D. Tada je izraz
P(x,y)dx+Q(x,y)dy totalni diferencijal neke funkcije
F(x,y) ako i samo ako je

P  9Q

na D
oy Ox




Dokaz. (=) : Pdx + Qdy je tot. dif. =

OF OF
JFtd. — =P, — =
ox oy =@
2 _or P _oQ _ or_0Q
ordy Oy’ Oydr Ox Oy  Ox

(<) : %5 — %g . TraZimo F' t.d.
OF OF
ox oy

(1) = Fa.y) = [ Pa,y)de+ ¢(v)

OF 8P

L [P = /—da:w(y)

= Q(w, y) — Qla,y) + ¢'(y) = Q(z, y)



Yy
= ¢'(y) = Qa,y) = »(y) = /Q(a,y)dy + Cq
b

T Y
F(x,y) = | P(x,y)dx + {Q(a, y)dy + Cq

Primena na diferencijalne jednacine:

! T — _P(CC,y)
y = f(z,y) Oz v)
dy _ Plz,y)

dx Q(z,y)

Ako je 9 = %€ jednatina (3) je jednatina sa

totalnim diferencijalom | moZe se zapisati u obliku

(4) dF(x,y) =0



Opste reSenje jednaline (4) : F(z,y) = C>h , tj.

x Y
[ P(z,y)dz + {Q(a, y)dy = C

Primer: £35132 + 6wy%)daz + £6ac2y + 4y22dy =0

P Q
o _ . _0Q
oy ox

F(e,y) = / P(z,y)dz + o(y) = / (32 + 62y2)dz + o (y
= 2° +32%y° + ¢(v)

OF
P Q(x,y) : 6x°y+¢/(y) = 62y+4y° = ¢/ (y) = 4y?

4 4
o(y) = §y3+01 = F(z,y) = w3+3x2y2+§y3+01

Opéte refenje: 3 + 322y2 + %y3 =C



Integracioni faktor:

P(fE y)dz + Q(z,y)dy =0, |- r(z,y)
sa ay ;é

Pl(w, y)dx + Q1(z,y)dy = 0,
PL=P-1,Qu=Q"r

r(xz,y) je integracioni faktor ako je ob _ 0Q

oy — Ox
Ako je:
OP  0Q
1° 85( a;j = f(z) = r = el f(@)dr e int. faktor
or  8Q
20 8’y ox

=g(y) = r= e~ J 9(y)dy je int. faktor
P(z,y)

Dokaz 1°: Py = Pel f(@)dz @, = Qel f(x)dz



or 3_P€f f(z)dz

Oz 8x

oP  0Q
_ 99 [ f(2)ds | f(z)de Dy — Bz
— + Qe
ox Q
OP
_ 9P [ fa)de _ OP1
Y oy
Domaéi (januar 05): Resiti jedna&inu
in 2
2y tanz + =2 =0
cos®

nalaZenjem integracionog faktora r(y)
4. Singularne tacke

Tacke u kojima su za jednacine

@ B - dx _ 1
= J(@9) dy  f(z,y)

narudeni uslovi Pikarove teoreme




dy _ Ax+By

Primer: - = CatDy (0,0) je sing. takka

Tipovi singulariteta (kroz primere):

10 9y _ 2y de _ x
dr ~— «x dy — 2y

Opéte redenje: y = Cx?, y =0 (x =0)
AY

¢vor | - kroz (0,0) prolaze sve integralne krive




ody _ _y (d_$:_£>

dr — «x

Opéte redenje: y = <, y =0 (x = 0)

x’

sedlo | - kroz (0,0) ne prolazi ni jedna integralna kriva

(osim degenerisanih)



gody _ _x de _ _ Y
der ~— y dy ~ «x
Opéte redenje: 22 + y2 = C

AY

(AN
1/

centar| - kroz (0,0) ne prolazi ni jedna integralna kriva




g0 W _ x4y (daz . :c—y)

de — z—y \dy = z+y

y
Opéte reéenje: \/x? + y2 = Ce®™"z  (C > 0)

x =pcosy, y=psing = p=~Ce?

AY

—

= X

&

fokus



DIFERENCIJALNE JEDNACINE
VISEG REDA



1. Osnovni pojmovi. Egzistencija reSenja
Opsti oblik diferencijalne j-ne n—tog reda:

(1) F(x,y,y/,...,y(n)) =0

Normalni oblik:

(2) y(n) — f(x7 Y, yla s 7y(n_1))

Definicija: Funkcija y = y(x) je reSenje jednacine (2)
na (a,b) ako identi¢ki zadovoljava jedna&inu (2) na

(a, b)
Definicija: Funkcija

y=1y(x,Cq,...,Cn) (o(xz,y,Cq,...,Cp) =0)

je opste resenje j-ne (2) na (a,b) ako identi¢ki zado-
voljava (2) po z i po Cq,...,Cp na (a,b)



Kosijev problem:

(KP) ) = flz,y, .. yPY)
y(ro) = %o
/
y'(z0) = ¥

v () = 1y
Pitanje: Da li postoji reSenje (K P)? Ako postoji, da
li je jedinstveno?

Pikarova teorema: Neka je

Pop={(z, 9,9, ...y ) o — o <a,ly —yol <D,
D =i <y

Ako je

1° f neprekidna na P,

2° |f(z,y,...,y""" V) < M na P,y

3° |f($, Y, yla I 7y(n_1)) — f(ﬂ?, g) glv <. ’g(n—l))| S
< L(ly—gl+- - -+|y~D—g(»=1)|,  ( Lipsicov uslov)

tada na (xg — h,zg + h), h = min{a,b/M}, postoji
reenje y = y(x) (K P) i jedinstveno je.



Napomena:

f Of f

—,—,...,——— ograni¢eni = LipSicov uslov
Oy Oy’ dy(n—1) & P

2. Snizavanje reda

1° F(z,y',y") =0 ne sadrzi y

Smena: ¢y =2 =y’ =2/

F(z,2,2)=0 j-na prvog reda

z = z(x,Cq) opste redenje

y = [ z(z,C1)dx + Cy opste redenje polazne j-ne

2° F(y,y,y") =0 ne sadrzi x

X oY
\/
O
y1




Smena: vy = p(y)
p - nova nepoznata funkcija koja zavisi od y

n_ d _dp dy _ dp
¥ — Iz (y)_dy da:_dyp
Y/

d
F(y,p, ip) =0 dif. j-na prvog reda

v “ d
p=p(y,C1) opste refenje = 7L =p(y,C1) =

dy

p(yC)_dw = J

p(yC y = = x+C5 o.r. polazne j-ne

3. Linearna diferencijalna jednacina drugog reda

a) Definicija, egzistencija resenja

(LNH) "+ p@)y +q(x)y = f(z)
(LH)  y"+p(z)y +q(x)y = 0

(KP) za (LNH) ili (LH) :

y(z0) = vo, ¥'(z0) = 4



Teorema (Pikarova, globalniiskaz): Ako su p(z), q(x)
i f(x) neprekidne na (a, b) i ako xg € (a, b), tada pos-
toji jedno i samo jedno reSenje (K P) definisano na
(a,0)

Napomena: moguce je a = —00, b = 400

Primer: y"+1y/+:y=Inz; y(1)=0, y/(1) =1

1 1
p(z) ==, q(z) = ——, f(z) =Inz
T 5—«x
pjenepr. zax #0, qjenepr.zax #5

fjenepr. zaxz >0

_—

O °
O 1

NS

Na (a,b) = (0,5) je definisano resenje (K P) i jedin-
stveno je.

Napomena: Teorema vaziizan = 1:

y + p(x)y = q(x)



b) Osobine reSenja linearne homogene jednacine

(LH) ¢ +p(x)y + q(z)y =0

Napomena: y = 0 je reSenje, tzv. trivijalno

Teorema: Ako su yi(z) i yo(x) redenja (LH), a C7 i
(' proizvoljne konstante, onda je

y = Cry1(z) + Coya(x)
reenje (LH)

Dokaz: y' = Cyy; + Coyy, vy = Cry] + Coyy —
(LH) :

Cryi + Coyy + p(2)(Cryy + Caya) + q(z)(Cry1 + Coyp) =

= C1(y1 + p(@)y1 + a(@)y1) +C2 (2 + p(x)ya + a(x)yo)
1] 0

0

Napomena : y = Ciyi(x) + Coyo(x) je opste resenje
(LH) ('slabo’)



Definicija: ReSenja y1(x) i yo(x) su linearno zavisna
na (a,b) ako je

y2(x) = const, = € (a,b),
y1()
a linearno nezavisna na (a,b) ako je
¥2(2) _ (2), 2 € (a,b)
y1(z)
Napomena:
2 _ const < Ciy; + Coyr =0 (C1 # 0 ili Cy # 0)
Y1
% = u(z) < Cry1+ Coy2 #0, Vz € (a,d)
1

(osim za C1 = C = 0)

Definicije (alternativne): Re3enja y1(x) i yo(x) su li-
nearno zavisna na (a,b) ako postoje konstante C7 i
(5, koje nisu obe nule , takve da je

Ciryi(z) + Coyo(x) =0, =z € (a,b)

ReSenja y1(x) i yo(x) su linearno nezavisna na (a, b)
ako vazi implikacija

C1y1(z)+Coy2(z) =0, = € (a,b) = C1=0,C, =0




Primer: y1(x) = ziys(x) = x+1 su redenja jednaline
7
y =0

Cix+Colz+1)=(C1+Cr)z+Cr=0 =
C14C> =0,C =0 = C1 =0,Cy =0 (lin. nez. re¥.)

yi(z) =@

(yz(fﬂ) _ x4l :u(a:))

Definicija: Neka su y1(x) i yo(x) reSenja (L H) jednaline.

Vronskijan reSenja y1(x) i yo(x) je determinanta

_ | yi(z) yo(x)
W(“”"|ya<x> yh(a)

Teorema: Re3enja yi(z) i yo(x) (LH) jednaline su
linearno nezavisna na (a, b) ako i samo ako je

Wi(zx) #0, Vx € (a,b)

Dokaz: (=) Neka su y1(z) i yp(«) lin. nezavisna na
(a,b). Pretpostavimo, suprotno tvrdnji teoreme, da

dxg € (a,b): W(xg) =0



Posmatramo homogeni sistem (.S) linearnih algebarskih
jednadina po C'7, (5

C1y1(zo) + Coyo(zg) = O
C1yi(wo) + Coya(ze) = O.

Zbog det(S) = W (xg) = 0, imace netrivijalno resenje
Cq, Cy. Tada je

y = Cry1(z) + Coya(x)

reSenje j-ne koje zadovoljava podetne uslove

y(zo) = Ciyi(zo) + Coya(zo) =0  (S5)
y' (%) Ciy1(zo) + Coyr(wg) =0 (S5)

Iste poletne uslove zadovoljava i reSenje y = 0 =(Pikarova

teorema)

Cryi(z) + Coya(z) =0, =z € (a,b)

Ovo je kontradiktorno pretpostavci o linearnoj neza-
visnosti reSenja y1 i yo. Pretpostavka W (xzg) = 0 se
mora odbaciti, pa je W(x) # 0, Vx € (a,b)



(<) W(x)#0, Vx € (a,b)

Pretpostavimo Chyi(x) + Coys(x) = 0, = € (a,b).
Sledi

Clyll(x) + C2y/2(x) =0, z € (CL, b)

Za fiksirano x = zq € (a,b) :

C1y1(zo) + Coya(zg) = 0
C1yi(wo) + Coyp(wg) = 0

Homogen sistem, det = W (xg) #0 = C; =0, Cy =
0, tj. y1 1 Yo su linearno nezavisni
Primer: y1 =z, yo=x+1

y" =0, (a,b)=(—00,0)

r xr+1

W)=17 4

‘ —x—(z41) = —140, z € (—o0, c0)



Teorema: Neka su y1(x) i yo(x) linearno nezavisna
reSenja (LH) jednacine. Tada opste reSenje (LH)
jednadine

yp, = Cry1(x) + Coya(x)  (‘jako’ reSenje)

sadrzi sva reSenja (LH) jednaline.

Dokaz: Neka je y(x) proizvoljno reSenje (L H) jednaline
koje zadovoljava potetne uslove y(zg) = yg, ¥/ (zg) =
y6 . Pokazaéemo da se mogu nadi konstante C7 i C»
takve da i C1y1(x)+ Coys(x) zadovolji iste te poletne
uslove, tj. da bude

C1y1(zo) + Coya(zo) = w0
C191(z0) + Coysr(xo) = ¥

Nehomogen sistem, det = W (xg) # 0 = jedinstveno
reSenje: C1 = C7,Ch = (5.

Sada C7yi(x) + CSya2(x) i y(x) zadovoljavaju iste
poletne uslove = (Pikarova t.)

Ciyi(z) + Coys(z) = y(=x), = € (a,b)



c) Resavanje (LH) jednaline ako je poznato jedno
reSenje

(LH) ¢ +p(z)y' + q(z)y =0

Teorema: Ako je y1(x) netrivijalno partikularno reSenje
(L H) jednacine,tada se linearno nezavisno resenje yo(x)
moZe dobiti reSavanjem (DJ) prvog reda.

Dokaz: y»(z) = u(z)yi(z)
/ / /
Y u Y1 + uyy
vy = uy; +2u'y] +uy! — (LH)

uy1 + 2u'y) + uyy + p(z)(uw'yr + uyp) + g(z)uyr =0
w4+ 2u'y) + p(e)u'yr + ulyy + pyy + qy1) =0
0
uyr + 4/ (2y; + p(x)y1) =0

Smena: z=u = 2/ =u"

Z'y1 + 22y + p(x)y1) =0 j-na prvog reda

, 2y ()
zZ —Z
Y1

razdvaja prom.



z = z(x) jedno partikularno reSenje =-
u= [ z(x)dz jedna primitivna funkcija =

y2(z) = u(z)yi(z)

yp = Cry1(z) + Coya(x)



d) Linearna homogena jednadina drugog reda

(LHC)

sa konstantnim koeficijentima

v +py +qu=0

p,q = const; (a,b) = (—o0, 00)

AL

ReSenje trazimo u obliku y = e™ =
y/ — )\e>\$
y// _ )\26)\.:15

(KJ)

A2eAT 4 p)\eMj + qe)‘x =0 =

A2 4+ p\+qg=0| karakteristi¢na jednacina

A, Ap koreni (KJ): 1° A # X realni

2° M =X =a realno
3° A,2=axij



1° y1(z) = M7, yo(z) = eM2¥ = 12 = 2= M)r o
const

yp, = Cre’? + Cpre?2?

2°y1 = €%, yr = u(x)yi(x) = ¢)

uy; +u'(2y] + py1) =0

Medjutim,
MAepl+tg=A—-a) =X —-2a\+a? = p=
—2a, ¢ = a?
y1 = e, yp = ae?,
pa je

ue 4+ u'(2ae™ —26e"") =0 = v =0 =
p
W =A = u= Az + B.

Spec. A:].,B:0:>u:x:>y2(aj):$y1(x):
et =

y,, = C1e*” + Corxe®™



3°AN=a+iB3, My=a—1i0
y(z) = elatif)z  je kompleksno regenje
y(x) = eetPT = e (cos Ba + isin fx)

Teorema: Ako je y = u(x) + iv(x) reSenje (LHC),
ondasuiy=u(zx)iy=uv(zx)reSenja (LHC).

Dokaz: domacdi

Posledica: yi(z) = e**cos Bz, yr(x) = e**sin Gz
su reSenja (LHC)

Ona su lin. nezavisna:

‘ I1 Y21 _ ge2aw £ (8 #0) (proveriti)

Y1 Yo

y,, = C1e%" cos Bx + Cre®? sin Bz



Primer: ¢ +4¢ —2y=0

MAA—2=0= XA =1, dp=—2

y1(z) = e”, yo(x) = e % = yp, = Cr1e* + C’ze_zaj

e) Struktura opSteg reSenja (LN H)

(LNH) ¢ +p)y +q(x)y = f(z)
(LH) o' +p(x)y +q(z)y = 0

Teorema: Neka je y;, = C1y1(x) + Coyo(x) opste re-
Senje (LH), a yp(x) jedno partikularno reSenje (LN H).
Tada je

Ynh = C1y1(z) + Coyo(z) +yp(x)
Yh
opste reSenje (LN H).

Dokaz: Ynh = Unh+Yp = Ypp =Yn+ y]’O,
Ynp = Yp+y, — (LNH)



Yn + Yy + 0(x)(yp, + yp) + a() (Y + yp) =
= yp +pyp, + ayn+yp + oy, +ayp = f()
0 f(x)

Napomena: MoZe se pokazati da je 1y, "jako"
reSenje (sadrZi sva resenja)

Ostaje da se resi problem nalaZenja yp.

f) Metoda varijacije konstanti za (LN H)

(LNH)  y"+p@)y +q(z)y = f(z)
(LH) o' +p(x)y +q(z)y = 0

yp = Cryi(z) + Coya(x)
Ynh C1(z)y1(z) + Co(x)y2(x)
v, = Ciy1 + C1y] + Coyn + Coyp



Neka je Ciy1 + Chya =0 (1)

=y, = Cryi + Coys
Unn = Cry1 + Cryf + Coyp + Coys — (LNH)

C1y1 + C1yf + Chyb + Coyy +p(x)(C1yt + Coys) +

Ynn Ynh
+q(x)(C1y1 + Coyn) = f(x)
Ynh

Medjutim,
C1(y] +p(x)yy+q(x)y1) = 0, Co(yh+p(x)yht+q(x)ys) =0
pa je

Cly1 + Coyp = f(=) (2)

Nepoznate funkcije Ci(z) i Cy(x) odredjuju se iz sis-
tema (1), (2)

Cly1+ Coya = 0
Ciyy + Coyr = f(x)
za koji je det = W (z) # 0.



C{ = ul(:c), Cé = ’UQ(CL’) = Cl(a:)

/ wy(2)d + Oy

Co(z) = /uz(ﬂf)dai‘JrCz

Ynh = (/ uy(z)dr + C1)y1(x) + (/ up(x)dx + C2)ya () -

= C1yi(z) + Coyo(z) +
Uh

+ (/ uy(z)dz)yi(x) + (/ up(z)dx)y2 ()

Yp

Primer: " — 4yl — 12y = 7

y" — 4y’ — 12y =0
AN —4X—12=0 = A\ =6, \p = —2

yp = C1€%%+Che™2%,  y. 1 = C1(x)e¥*+Cy(z)e ™2

66:1: 6—2:1:

4
W(w) = 666x _26_23j — —8e T



C/ 6:13_'_0/ —2x _ 0

601 633 —2C2 —2x _ €6x
0 e 2T
Dy = 6T _pe—2x | T —e = C1(x) :%
e®” 0 12 / 1 8z
Dy=| ¢ 6z oo | =€ = Cola)=—ge
Ci(z) =32+ C1, Co(z) =—g1e¥+Cr =

1 1
—C €6as_|_c 6—2:13_1__3366:13 6:1:
Ynh N y"h 2 .3 64 .

yp

4. Linearna diferencijalna jednacina n—tog reda
a) Definicija. Egzistencija resenja
(LNH) ™ 4 py(@)y" D 4 4 pu(a)y =

(LH) "™ +pi(z)y™ D+ S pp(z)y =



(KP) za (LNH)ili (LH) :

y(20) = Yo, - -,y D(ag) =y

Teorema (Pikarova, globalna):

Ako su p1(x), pa(x),...,pn(x), f(x) neprekidne na (a, b),
onda za bilo koje zg € (a,b) postoji reSenje (K P) na
(a,b) i jedinstveno je.

b) Osobine reSenja (LH) jednatine n—tog reda
y=0 trivijalno resenje (LH)

Teorema: Akosu yi(z),y2(x),...,yn(x) resenja (LH)
jednadine, a C1,C>, ..., C) proizvoljne konstante,onda
je i

y = C1y1(z) + Coya(x) + - - - + Cnyn(x)

reSenje te jednacine.

Definicija: ReSenja yi(z),y2(x),...,yn(x) (LH)
jednacine su linearno zavisna na (a,b) ako postoje




konstante C7, (5, ..., Cp, koje nisu sve jednake nuli,

takve da je

Cry1(z) + Coya(x) + - - - + Chyn(x) = 0, Vx € (a,b)

Resenja yi(x),y2(x),...,yn(x) su linearno nezavis-
na na (a, b) ako vaZi implikacija

Clyl(:v)+—|—Cnyn(x) = OafE S (CL, b) —
Cr==Cn=0

Definicija: Vronskijan resenja y1(z), yo(x),. .., yn(x)

(LH) jednaline je determinanta

vi(z) ... wn(z)
wey=|
" @) oV e)

Teorema: ReSenja y1(x), yo(x),...,yn(z) (LH) su
linearno nezavisna na (a, b) ako i samo ako je W (x) #
0, Vx € (a,b).



Teorema: Akosu yi(x), y2(x), ..., yn(x) linearno neza-
visna reSenja (L H) jednaline, tada njeno opste reSenje

yp = Cry1(z) + - - - + Chyn(z)

sadrzZi sva reSenja (LH) jednacine. ("jako" redenje)

c) Linearna homogena jednatina n—tog reda sa
konstantnim koeficijentima

(LHC) y(" + pry=D 4+ 4 ppy =0

p; = const; (a,b) = (—o0, c0)

)\.CU:>y/ _ )\6)\90

ReSenje trazimo u obliku y =€
y(n) _ )\

— (LHC) : A"eM4p A" e 4. 4 ppe® =0 =

(KJ) [ A"+ pi A" 14+...4+p,=0]| karakt. j-na

A p AL o= (A= A1) (A= )



Teorema: Svakom m—tostrukom realnom korenu \ =

a odgovara m linearno nezavisnih reSenja

__ax _ ax _ m—1 ax
y=e",y=xe", ..., Yy== e

Svakom r—tostukom konjugovano kompleksnom paru
A = «a £ 103 odgovara 2r reSenja

r—leax

y = e*®cosPBx, y=zxe* cosPBx,...,.y==x cos Bz

r—leax

y = e*sinBx, y=xe*sinfBz,...,y==x sin Bz

Svih n resenja su linearno nezavisni.

Primer: yIV — 16y =0
A —-16=0

(A2 —4)(X\°+4)=0
(A=2)(A+2)(A—20)(A+2i) =0

2x 21
)

A1 =2 : y=e A=—-2:y=e
A3=2i : (a=0,8=2)=y=e""cos2z = cos 2z

Ag = —21 Yy = sin2x

Yn = C'16233 + 026_233 + C3cos2x 4+ Cysin 2x



Domacdi: yVH + 3yVI + 3yV + yIV =0

d) Struktura opsteg resenja (LNH)

(LNH) ™ +pi(2)y" Y+ 4+ pp(z)y = f(z)
(LH) "™ 4 pi(2)y" D+ pu(z)y = 0

Teorema: Neka je y;, = Ciyi(z) + -+ + Chyn(x)
opste reSenje (LH ), a yp(z) jedno partikularno reSenje
(LN H) jednatine. Tada je

Ynh = C1y1(x) + - - - + Cryn(x) + yp(z)

opste reSenje (LN H) jednacine (’jako je - sadrZi sva

reSenja te jednadine).

e) Metoda varijacije konstanti za (LN H) jednacinu

yp, = Cryi(z) + -+ Cnyn(z)
Ynh = Ci(z)yi(z) + -+ Cn(z)yn(x)



Funkcije Cq(x),...,Cn(x) se dobijaju iz sistema
Ciyi + - +Cryn=0
Clyp + -+ Cpyp =0
" 4ty = f(a)

det =W(x) 40 = C; = ui(x),...,Cl, = un(z) =
Ci(z) = /Ul(x)d33+cl

Cn(z) = /ul(aj)dw+Cn

Ynh = (/U1dw+01)y1+---+(/undw+Cn)yn:

= Ciy1 + -~ —|—Cnyn—|—y1/u1d9£—|—---—|—yn/und$

yh ~~ o
Yp




f) Metoda neodredjenih koeficijenata za (LN HC')

(LNHC) | 4™ +piy(m=D 4. 4 ppy = f(x)

p;=const, 1 =1,...,n

1°  f(x) = e**[P(x) cos fx + Q(x) sin Bx]

P(x), Q(x) polinomi, st(P) = p, st(Q) = ¢

yp(x) = x°e*” [R(x) cos Bx + S(x) sin Bx]

R(x), S(x) polinomi sa neodr. koeficijentima:
o st(R) = st(S) = max{p, q}

o « — J 0, ako a £if3 nije koren (KJ)
7 red (viSestrukost) korena o + i3

Koeficijenti se odredjuju uvrstavanjem u samu jednadinu



Specijalni sluéajevi:

ea=008=0 = f(z)=P(z)

ea=0,0#0 = f(x)= P(zx)cosBzx+Q(x)sin Sz
(P =0ili @ =0 moguce)
ea#0,0=0 = f(z)=e*"P(x)

Primeri:

e f(r) =sin3z: a=0,8=3;, P=0, Q(x) = z,
st(P) =0, st(Q) =1

yp = z°[(Ax + B) cos 3z 4+ (Cx + D) sin 3z]

o f(r)=2°: a=0,8=0,P(z) =2, st(P) =2
yp = 2°(Ax? + Bz + O)
o f(r) =ePcosx: a=1,=1, P=1,Q =0
st(P) =0, st(Q) =0

yp = z°e*(Acosz + Bsinx)



2° flz) = fulz) + - + fm(2)

fi(z) = e®(P;(x) cos Biz+Qj(x) sin Biz), i =1,...,m

Yp =Yp; +* + Ypm; Yp; se dobija prema 1°

Domaci:

yV . yIV 4 y/// . y// — % 4 sin 2z



SISTEMI DIFERENCIJALNIH
JEDNACINA



1. Definicija. Egzistencija resenja

x1,...,Tn - nepoznate funkcije

t - nezavisno promenljiva (vreme)

Opsti oblik sistema diferencijalnih jednadina prvog reda:

/ /
Fi(t,z1,27,...,Zn,z,) = 0

(1)

/ /
Fo(t,z1,27,...,2Zn,z,) = 0

Normalni oblik:

ac’l = fi(t,x1,...,xn)
(2)
m’/n — fn(taxla---afcn)a
=B =

Simetri¢ni oblik:
dri dry, dt

R T 1 )



Definicija: Skup funkcija x1(t),...,zn(t) je reSenje
sistema (2) na (a, b) ako je

xll(t) = fl(t7 xl(t)7 e 7xn(t))

(1) = falt,z1(t),...,2n(t)), tE (a,b)

Definicija: Skup funkcija
x1 = z1(t,Cq,...,Ch)

In =— xn(t, C]_, e ooy Cfn,)

je opste reSenje sistema (2) na (a,b) ako identicki
zadovoljava (2) poti Cq,...,Cph na (a,b)

Primer: Da li je familija

r=C1+ Cret =y —=z
y=0C1+ C’3et o. r. sistema ¢y =z—=x
2= C1 4 Cre~t 4+ Cgél =y —2x?
! = —C’2e_t — (Ql + 0369 — (gl + Cze_t + C3€i)

Yy z



' = Czel = (C1 + Chre ' + 0369 —(C1 + CZG_E)
z T
z/ = —Cze_t + C3€t = (€1 + C3€E) — (Ql + C’26_3)
1 x

Kosijev problem: Neka (%, :1:?, . ,:1:%) € R+l Pos-
toji li reSenje sistema (2) koje zadovoljava pol&etne

uslove

1(to) = 23, ..., Tn(to) = =y ?

Ako postoji, da li je jedinstveno?

Teorema (Pikarova): Neka je

Py =1t x1,...,zn) : [t —to| < a, |a:z—x,9| <b,
i=1,...,n}

I neka su
1° f1,..., fn neprekidne na Pyb
2° | filt,x1,-..,xn)| < M, i =1,...,n
3° |fi(t, L1, .- - ,:Cn) — fi(t,fl, . ,fn)| <
< L(lz1 —T1|+ -+ |zn—Tnl), i=1,...,n
(Lipsicov uslov)



Tada na (tg — h,tg + h), h = min{a,b/M} postoji

reSenje x1 = x1(t),...,xn = xn(t) (KP) i ono je

jedinstveno.

Napomena: Ako funkcije f;, + = 1, ..., n imaju ograniene
87; < N;i,j=1,...,n,

onda one zadovoljavaju LipSicov uslov.

parcijalne izvode na P, , tj.

2. ReSavanje (K P)

1° PribliZne metode
2° |z opsteg resenja:

x1 =x1(¢t,C1,...,Ch) x1(tg, C1,--.,Chn) :CL‘?
wn:.ﬁvn(t,C]_,,Cn) xn(tO,C]_,,Cn) :33%
= 9, ...,C9

x1 = x1(t, CO, ey Cg)
Regenje (K P):
In = xn(t, CO, c ooy CPL)



Primer: U prethodnom primeru nadi reSenje koje zado-
voljava uslov z(0) =1, y(0) =2, 2(0) =0

z=Cq1+ Coret Ci14+CHr=1
y201‘|‘c3€t = (C14+C3=2
Z:C1—|—026_t—|—036t Ci14+Co+C3=0
= (1 =3, (Cy=-2,(C3 = —1. Trazeno resenje:
r=3—2e!

y=3— et

2 =3—2¢e t — ¢t

Mogucénosti nalazenja opsteg resenja:

a) Svodjenjem na diferencijalnu j-nu n—tog reda
b) Preko prvih integrala sistema

c) Metodama za re%avanje linearnih sistema



3. Veza sistema n diferencijalnih jednacina n— tog
reda sa jednom diferencijalnom jednac¢inom
n—tog reda

a) Od (DJ) n—tog reda ka sistemu od n (DJ) :

2(") = ft, = ,o,... ,a:(n_l))

T 1 T
r1 X2 Tn
Smena: zi=x,20=2',...,2n =21 =
93/1 = 2z’ = x5
I
Ty = X =13
/
X, = x(n):f(t,azl,...,a:n)
Dobijen je sistem:
/
T = 22
Ty = 3
In—1 — In

. = f(t,z1,...,2n)



b) Od sisteman (DJ) ka (DJ) n—tog reda - Metoda
uzastopnog diferenciranja

:Cll = fi(t,x1,...,xn)
' (5)

x, = fn(t,x1,...,2n0)

1° Jedna od jednadina, npr. prva, se diferenciran —1
put:

7 = fi(z1,...,7n)
df1  9f1 df1
o gL 2l 2
R T R e
_0f1  Of1 ofnn ,
Y +ax1f1+ T oe, I

— 902(757 Ll 7£UTL)

mg.n) — QOn(t, L1y - 7xn)
2° Prvih n —1 jednadina u 1° posmatramo kao sistem
od n — 1 jednacina sa n — 1 nepoznatih xo, ..., Tn:
x’l = fi(t,x1,...,xn)
/!
x] = pa(t,x1,...,xn)

331 — QOn_]_(t,I]_,...,ZCn)



Prema teoremi o implicitnoj funkciji, ako je

of1 of1
85132 e 8337’1,
O 02
8%2 o« o axn # O
Oppn—1 Opn—1
85132 e 8337’1,
sistem ima jedinstveno reSenje po xo,...,Tn

3° Neka je reSenje dato sa

Ty = )\2(t,x1,x/1,.. $§_n 1))
rn = Mn(t,T1,27, ..., (n 1))
4° Zamena x»y,...,ZTn u poslednju j-nu u 1°:
1
(n) = on(t,z1, Ao (t,x1,... (n ))

W (t,xl,.. (” 1y)

Dobijena jednacina je oblika

(n)

T L,O(t L1y 7:Cg_n_1))

| predstavlja jednadinu n—tog reda po xq




Vazi: x1 = x1(t) je redenje j-ne 4° =

1 = x1(t)
xo = Mo(t,z1(t),... ,xgn_l)(t))

rn = Mn(t,z1(t),... ,;U(ln_l)(t))
je resenje sistema (.5)

Problem: reSivost sistema 2°, tj. efektivno nalaZenje
funkcija Ao, ..., A\p

Primer:

r = x—2y

y = 4dy+tuo

1° o' =z—2y

v =2 -2y =x -2y — 24y + ) = —x — 10y
0 f1

2° g/ =z -2y = —= = —-2#0)
oy
/
T —
3° y= 5 (= Xo(z, z'))
o
4° x/’:—x—lO-mzx:—&B—l—Swl



" _ 52 +6x =0

M —BA+6=0 = A\ =3, \p =2
:c—Cle3t—|—C262t

/

02 o } opsSte reSenje sistema

y = T 2:13 016375
=y —z

Primer: ¢ =2 —=x domadi
d=y—=

Napomena: U opstem slucaju vazi: sistem od n jednadina
se moze svesti na r jednadina reda ky,...,kr, k1 +

—I—kr:n

3. Prvi integrali sistema diferencijalnih jednacina

513/1 = f1(t,x1,...,zn)

= fn(t, ZU]_, ... ,ﬂjn)

(5)

Ispunjeni su uslovi Pikarove teoreme u svakoj tacki
oblasti D



Definicija: Funkcija ¢(t,x1,...,%n), neprekidno di-
ferencijabilna i razli¢ita od konstante na oblasti D, je
integral sistema (.S) ako je

o(t,z1(t),...,zn(t)) =const, t € 1

gde je x1(t),...,xn(t), t € I proizvoljno reSenje sis-
tema (.5)

Primer: Ispitati da li je ¢ = (z + y)e 2! integral
sistema

=z — 2y
y =4y +a

"Proizvoljno resenje" je opisano opstim reSenjem (prethodni
reSeni primer):

xr = C163t + 02€2t
C
—01€3t . _2€2t

C
o(z(t),y(t)) = (Crel 4 Cre?t — Cre3t — 72€2t)6_2t —

C
— 72 = const +/



Teorema: Funkcija (¢, z1,...,xn), neprekidno dife-
rencijabilna i razli¢ita od konstante na oblasti D, je
integral sistema (.5) ako i samo ako je

Op Oy Oy
* cordt——fn =0, (t,x1,. .., e D
B) Ht T oe 1 g, In =0 (oL )
Dokaz: (=) Neka je ¢(t,z1,...,xn) integral sistema
(S), a (to,x(l),...,a:%) proizvoljna tatka oblasti D.

Tada postoji resenje

x1 =x1(t),...,zn =xn(t), t €1 (I = (tg—h,tg+h))
t. d.

x1(tg) = CC(])_, . on(ty) = 2. (Pikar)
Sledi:

o(t,z1(t),...,zn(t)) =const, t € 1
d
& —p(t,z1(t),...,zn(t)) =0, tel

dt
Op Op , dp

& L4+ )+ +—T2a (t)=0,tel
o T 8331561( )+ -+ axnwn( ) S
Jp Oy

& 4+ T f(t,x1(t), ..., zn(t
8t+8x1f1( x1(t) xn(t)) +

o
+ 22 ot x1(t), .. zn(t) =0, t € 1
83377,



Specijalno, za t = tg je (tg,z1(tg),---,xn(ty)) =
(to, :Ucl), ..,x9), pa (%) vaZi u (g, wcl), ..,x9). Kako
je to proizvoljna tacka, to (x) vazi na D.

(<) : Neka (%) vaZzi na D. Specijalno,tada (x)
vazi u tatkama (t,z1(t),...,zn(t)), t € I, gde je
z1(t), ..., xn(t) proizvoljno reéenje sistema (.9). Citajudi
ekvivalencije unazad dobijamo ¢(t, xz1(t),...,zn(t)) =
const, t € I, tj. o je integral sistema (.5).

/ — . 2
Primer: = -2t 7 L Y D= R3

o0 0 o0
LT+ = 2@+ y) + e a—2y) +
ot Ox oy

+ e Yay+z)=0

Definicija: Jednakost

(J) o(t,x1,...,xn) =C

gde je ¢ integral, a C konstanta, naziva se prvi inte-
gral sistema (5).



Primer: Proveritida lisuz+vy— 2z = Cq, 22+ y% —
22 =Ch, 224ay—xz—yz = C'3 prvi integrali sistema

r = y—z
= z—x (domaci)
7= y—ux

Definicija: Prvi integrali ;7 = Cq,...,¢0r = C} su
nezavisni na D ako ni za jedno? = 1,..., k ne postoji
neprekidno diferencijabilna funkcija ® i oblast D’ C D
t.d. je

©i = P(P15- - Pie1,Pit1s - Pk)

na D’
Teorema: Neka su o1 = C4,...,pn = Cp prvi inte-
gali sistema (.5).
(7) Ako je
o1 Op1
ory " Oxn
J =1 : : | #0na D=

01 = C1,...,0n = Cp su nezavisni



(i) Akoje J=0na D = o1 =C1,...,0on=0Ch
su zavisni
Teorema: Ako je

Op1 Op1
8CC]_ T 8%7},
rang : : —knalD =
¢y ¢y
i ory °~°° Ozn |
01 =C1,...,pr = Ck su nezavisni

4. Resavanje sistema (D.J) pomocu prvih integrala

33/1 = fi(t,z1,...,xn)
(S)
v = fo(t,x1,...,Tn)

1° Ako je poznato n prvih integrala

01(t, x1,...,2n) = C1

on(t,z1,...,2n) = Cp

koji su nezavisni, tj. J # 0 na oblasti D, sistem (.5)
je u potpunosti reSen



a) Opste resenje:

1 = x1(¢,C1,...,Ch)

In = xn(t, Cl, c ey Cn)
b) Redenje (K P):

f1(to, 23, .., ap) = CF
t = O
en( 07w17 e n) — Un

TraZeno reSenje (implicitno zadato):

w1(t,z1,...,2n) :C’? x = x1(t)

=

on(t,x1,...,zn) = CO Ty = Tn(t)

2° Ako je poznato k prvih integrala

01

QO]_(t,CB]_,...,CEn) :Cl oxq
5 t.d. ;

er(t, 1. .., 2n) = Cy g_iilc

O

¢y

#0,



broj jednadina u sistemu se snizava za k:

x1 = M(t, Tht1s- -1 Tn, Ci,...,CY)
: =
Ll — )\k(t, Lht1y--+9Ln, Ol, c ooy Ck)
ZC;€_|_1 — fk_|_1(t, )\1(-), ceey )‘k()a Lht1y--- ,ZEn)

a:fn = fn(t, )\1(-),...,)\k(-),ajk+1,...,xn)

Dobija se n — k jednacina sa n — k nepoznatih funkcija

Primer: r = y—=z
/

= z—x
/

Z = y—=x

x+y—z=06 = z=0C1—y+2z =

Yy =2-C1+y—2z=-C1+y 2 i-ne
=y-Ci1+y—y=2y—C1— 2



5. Nalazenje prvih integrala

dml . . dxn . dt
fl(t,xl,,wn) fn(t,xl,,a’)n) 1
L Tpyq:
(*) @ = — d.CEn — dCBn_|_1

X; Xn  Xpy1
gde je X; = X;(x1,...,2nt1), t=1,...,n+1

a) U (x) uestvuju "jednostavni izrazi":
Jju "}

Fi(zi,x5)  Fji(xg, x;)

Obi¢na DJ, opste reSenje daje prvi integral

dy:dy_dt

Primer: =2 —
Y —x 1




b) Osobina proporcije:

ai an, kia1 + - - + knan a; .
— = e = — > :—’Z:]_’
Nekad se moZe doéi do veze oblika
du dv ( )
= : = u(xy,...,x
Uu,v)  V(u,v) L ntl
v = v(z,...,Tpe1)

Re3avanjem DJ dobija se prvi integral sistema

. . dx _ dy _ dz __ dt
Primer: 7 e gz = 1
dr—dz dt d(z—z)

y—z—y+zr 1 =

= u=C01e! = (z—2)e =0

Sli¢éno: dy—dz _ %

t
po— = (y — z)et = (C»



c) Osobina proporcije:

101 + O+ ”a”:%:>k1a1+“'+knan:0
1

Nekad se moze doéi do veze oblika

Pi(z1,. . xpq1)dzy + -+ Py, -, Tpg1)dTpe1 = 0
d@($1,...,$n+1)
= o(z1,...,2p11) =C
: . dex _ dy __ dz __ dt dx+dy—dz
Primer: 2 T iz T gz — 1 7 5 —

dlz+y—2)=0 =>z+y—2=0C
6. Sistemi diferencijalnih jednacdina viseg reda

( Fl(t,:cl,...,:ngl),...,:cn,...,:cgk”)):0
= =

| k kn
\ Fn(t,azl,...,a:(l 1),...,3377,,...,3:7(1 )):O



(kl fl(t L1y .- j([kl—l)v"-733717"'?33511671_1))

k k1—1 kn—1
L ( n) fn(t ZC]_,...,CCg_ 1 ))"')xn)"'7x’$7/n ))
7 T T T
11 Ly, Lin Lhyn.n
Smene:
. 0 (kl 1) )
L11 = L1, L21 = L1y LTy 1 — Tq
p kn—1
ZClnzwng:CZn:In?"'?xkn,n:x’gln )/
i == T, =T
11 21 1n 2n
x! = ] =T
k1—1,1 = Tky,1 kn—1,n — “knn
/ /
xkl,l — fl(t7 L11, .- - ,xkn’n) :Ijkn,n — fn(ta L11y--- 7ajkn,n)
Primer:
2 = 2x+ 3y/
y/// — _|_y// + et
. /
=2z yl:y/ :>$/1:a;.2 51_52
Y3 =y Y3 = 2 2tyste

5 j-na prvog reda



SISTEMI LINEARNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA



1. Definicija. Egzistencija resenja

1 = a(t)ry + -+ agp(t)en 4 b1(t)
(L) '

/

T, = api(t)ry+ -+ ann(t)zn + bn(t)

(LNH) : b;(t) # 0 za bar jedno ¢
(LH) : bi(t)=0,i=1,...,n
(KP) : z1(tp) =3, ...,zn(tg) = 22

Teorema (Pikar, globalna): Neka su a;;(t), b;(t), i,j =
1,...,n neprekidne na (c,d) i tg € (c,d). Tada za

proizvoljne 33(1), ..., x9 postoji redenje x1 = x1(t),. . .,
xn = xn(t) (KP) definisano na (¢,d). To reSenje je

jedinstveno.

Vektorski zapis sistema (L):

a11(t) -+ aip(?) 1
: : , X = : :

A= : :
an1(t) - ann(?) Tn



] b1(t)

) dX __ : _
X' =7 = e B(t) =
X
(L) 9X — A(t)X + B(t)
79
(KP)  X(tg) = Xo, Xo=| :
29
n
Primer: x’l = bxy+ 4xr + et
a:/2 = 4x1+ b5z
:1:’1 _ 5 4 1 n et
:1:’2 4 5 T2 0
N 7 \ = ~~ v \\ ~~ / N\ /s
dX A X B

dt

2. Osobine resenja linearnih homogenih sistema

(LH) Cil—)t( = A(t)X, A(t) nepr. na (c,d)



Teorema: Ako su

z11(t) T1n(t)
Tpn1(t) Tnn(t)
reSenja (LH) sistema, a C,...,C), proizvoljne kon-

stante, onda je

X(t) = C1Xq1(t) + -+ CrXn(t) =

(1)
C1x11(t) + -+ + Cnz1p(t)
C1zn1(t) + -+ + Cnznn(?)
reSenje (LH) sistema.
Dokaz:
dX dX dX
E:C&d—tl—lﬂ--—l-Cn dtn = C1AX1+ -+ CpAXy
N’ N’
AXq AXnp

= A(C1 X1+ -+ CpXp)
= AX



Definicija: Re3enja X1(t),..., Xn(t) su linearno ne-

zavisna reSenja (LH) sistema na (c,d) ako vaZi im-

plikacija

C1X1(t)+ - -+CnXn(t) =0,t € (¢,d) = C1=---=CphL =0
Regenja X1(t), ..., Xn(t) su linearno zavisna na (c, d)

ako postoje konstante (1, ..., Cp, koje nisu sve nule,

takve da je

C1X1(t)+ -+ CnXn(t) =0, t € (c,d)

Teorema: Neka su
r11(t) T1n(t)
X1(t) = : oo, Xn(t) = :
Tn1(t) Tnn(t)

reSenja (LH) sistema. Potreban i dovoljan uslov za

linearnu nezavisnost tih reSenja na (c, d) dat je sa

r11(t) -+ x1n(t)
W) =| | #£0, t e (¢d)

n1(t) oo Zan(t)




Dokaz: (=) Neka su X7q,..., Xy linearno nezavisna
reSenja (L.H ) sistema . Pretpostavimo, suprotno tvrd-
jenju teoreme, da

dtg € (¢, d) t.d. W(tg) =0
Posmatrajmo sistem

C1z11(t0) + - - + Cnz1n(to) = 0

Cizni(to) + -+ + Cnxnn(to) =0

Homoge sistem linearnih jednacina po C4,...,() sa
det = W(tg) = 0 =- postoji netrivijalno redenje
Cq,...,Cn. Neka je

X(t) = C1X1(t) + -+ - + CnXn(t)

Vazi:
e X(t) je reSenje (LH) sistema
e X(tg) =0

e Isti pocetni uslov zadovoljava i reSenje X =0



|z Pikarove teoreme sledi

61X1(t) + -+ Uan(t) =0,t€ (c,d)

Ovo je u kontradikciji sa linearnom nezavisnoscu resenja,

a do koje je dovela pretpostavka W (tg) = O.
(«<): Neka je W(t) # 0,Vt € (¢,d). Pretpostavimo
da je
Za fiksirano t = tg je:
C1X1(to) + -+ - + CnXn(to) =0,
t.
Ciz11(to) + -+ - + Cnwipn(to) =0

C1zn1(to) + - - - + Cnxnn(to) =0

Homogeni sistem sa det = W(tg) # 0 = C; =
O, e ey Cfn, — O



Napomena: Postoje dve moguénosti: W(t) = 0 ili
W(t) #0, Vt € (c,d)

Teorema: Neka su X1(%),..., Xn(t) linearno nezavis-
na redenja (LH) sistema. Tada opste reSenje X; =
C1X1(t) + - - + CnXn(t) sadrzi sva redenja tog sis-

tema.

Dokaz: Neka je X (t) proizvoljno resenje, a tg € (¢, d)
fiksirano. Trazimo C'1,...,Cy t.d.

C1X1(tg) + - - - + CnXn(tg) = X(to),
t].
Ci1z11(t0) + - - - + Chx1n(to) = x1(to)

Ci1zp1(to) + - -+ + Cnznn(to) = zn(to)

Nehomogen sistem, det = W (tg) # 0 = postoji
jedinstveno regenje C9, ..., C’g.



Resenja X (t) i C(l)Xl(t) + - 4+ CYX,(t) zadovolja-
vaju isti poletni uslov u tg = (Pikar)

X(t) = CYX1(t) + -+ COXp(t), t € (¢, d)

Definicija: Matrica ®(t) = [z;;(t)]nxn Jje funda-
mentalna matrica sistema (LH) ako su kolone ma-

trice d(t) linearno nezavisna redenja (LH)

r11(t) - T1(t)
d(t) = : :
T1n(t) ... xnn(t)
T T
X1(t) Xn(t)

Napomena: Kolone matrice ®(t) su reSenja (LH)
sistema ako i samo ako ®(t) zadovoljava pridruZenu
matri¢nu diferencijalnu jednadinu

(M) % — A(t)



/
. T T T = a11x1 + a1ox
Primer: ®(t) = { 11 12] /1 1141 12X2
L21 22 Tn = A21T1 + AT

/ /
(M) 95,11 55,12 _ | @11 a12 Tl T12 |
Loy Loo azi1 az2 L£21 22

/
xXr = al11x al1ox .

11 11711 + 312721 } prva kolona zadov. sistem
To1 = A21711 + A22T21

/!
T1p = Q11712 + A12T22

7 } druga kolona zadov. sistem
Top = A21T12 + A22T22

Teorema: Matrica ®(t) je fundamentalna matrica sis-
tema (LH) ako i samo ako je ®(t) reSenje (M) i ako
je det®(t) # 0, Vt € (c, d).

Dokaz:

®(t) je resenje (M) <  kolone su resenja (LH)
det®(t) = W(t) #0 < redenja su lin. nezavisna

Teorema: Ako je ®(t) fundamentalna matrica, a P
nesingularna matrica, onda je V(t) = ®(¢)P funda-
mentalna matrica.



A dd

Dokaz: = = EP = A(t)®PP = A(t)V
detV = det® - detP # 0
Napomena:
[ T3] o Ty C1 |
o(t)C = i : : —
Tl Tnn Ch,

[ Ciz11 + -+ + Cnzty

_Cn$n1—|—""|‘cn$nn
11 Lin
= 1|+ | 44O | =
Lnl Inn

= C1X1+---4+CrhXp

Nacini zapisa opsteg resenja:

Xy = o(t)C matricni zapis
Xp=01X14+ -4+ CnhXnp vektorski zapis
r1 = C1211 + -+ + Ch1p
: skalarni zapis
xn = Cixn1+ -+ Chnn



Primer: Da li je matrica

t Ot
—eb e
o) = | 7 ]
fundamentalna matrica sistema
.iUll = bxy+ 4z
:r;/2 = 4x1 + 5z, 7
5 4 — et 9t
(23] e[ [
do B [ _ et 09t
dt T I 6t gegt
(5 4 —et 9 —et 99t
A-0(t) = 45][et €9t]:[€t 09t %
det d(t) = —2e100 £ 0, t € (—o0, )
N, — _et €9t B _et 96975 Cl B
h =1 gt 9 o et 9e9t Cr |

ot ot
- al el



r1 = —Clet + 026915

opste reSenje
ry = Cyel + Coet } P )

Napomena: Resenje (KP) X (tg) = Xo, to € (¢, d) :

X(t) = o) C
X)((to) = ®(tg)C = C = d L(tg)Xo

X(t) = ¢~ ()Xo

3. Homogeni linearni sistemi DJ sa konstantnim
koeficijentima

(LHC) dX = AX,
A = const, (c¢,d) = (—o0, 00), ili, skalarno:
vy = a1+ -+ a1®n
mfln, = apl®1 + -+ annn
Res. tra¥imo uobliku: z7 = Aje, ... zp = ApeM =

T] = Al)\e)‘t, T = AndeM — (LHC)



)\AleAt = allAle)‘t + -+ alnAneAt

)\AneAt = anlAleAt + .+ annAneAt

(a11 —AN)A1+---+a1pdn = 0

(S) -

Homogeni sistem lin. alg. jednadina po Aq,..., An.

Netrivijalno reSenje postoji ako i samo ako je det(.S)
0, tj.

aip — A a1n
(KJ) : : =0,
a,n]_ o Ann — )\
odnosno
(KJ) det(A —AI) =0

Polinom n—tog stepena po A ¢&iji su koreni A1, ..., \n.



1° X = a je realan jednostruk koren:

r1 = A1, . . xn = Ape®™  redenje

Ai,..., An se odredjuju iz sistema (S) za A = a.

Pokazuje se: rang matrice sistema (S) jen — 1 (1

slobodna, n — 1 vezanih promenljivih)

xl = 5x1 + 4z 5 4

. . 1 1 2 _

Primer: 33’2 — 421 + 51, A = [4 5]

5— A 4 v o A =1
‘ . 5_/\‘_,\ 10/\+9_o:>{A2:9
Ar=1: T :Azet ' 4A1+4A, =0 (S)

_ ot
Ap =1 (proizv.) = A1 = —1, Xl:[ 6;]

Az =9 xQZAzegt; 4A1 —4A, =0

r1 = Aje 1+ 4A9 } (S)



ot
Ap =1 (proizv.) = A1 =1, Xp = [ Z9t ]

t 9t

o) = | 0 o |i Xa=o0C

2° X\ = «a £ 103 jednostruk kompleksan par:
r1 = Ale(O‘er)t, R T Ane(o‘+iﬁ)t reSenje

Ai,...,An se odredjuju iz sistema (S) koji, posle
uvrdtavanja A, ima 1 slobodnu i n—1 vezanih promenljivih.
ReSenja su kompleksna.

Razdvajanjem Re i Im delova dobijamo 2 realna resenja

/
. _ x = =2y
Primer: v oy

domadi

3° X\ = a je realan koren reda k:

1 = Pi(t)e®, ... xn = Pu(t)e® redenje

Py(t),..., Pn(t) polinomi stepena k — 1 sa neodred-
jenim koeficijentima — (LHC') : sistem od n -k jedn.
sa n - k nepoznatih



Pokazuje se: rang matrice sistema je nk — k (k slo-

bodnih, nk — k vezanih promenljivih)

Izbor slobodnih promenljivih:

1 0 --- 0 — vezane — X3
linearno nez. res.
0 0 --- 1 — vezane — X
k
. =y 0 1
Primer: J = —x + 2y A= 1 9

—A 1
-1 2—-A

':A2—2)\+1:0:>)\1:>\2:1

x = (A1 + Apt)el N x/ = Agel + (A1 + Axt)e' | (zHO)
y = (By + Bot)é! y' = Bpel + (By + Bot)et

—

(A1 + As + A2t)€t = (B1+ th)et
(B1+ By + th)et = —(A1+ AQt)et +2(B1 + th)et



Al‘I—AQ—Bl :O\
A2 — B> =0 | _ A+ Ay— B =0
Al _B1‘|‘BQZO A2 _BQZO
Ap — By =0 |

t
3)31:1,32202 A2:O’A1:1:>X1:[Zt]

b)Bl:O,Bzz]_; 142:]_,141:_1:>

(—1+¢)e! ]

X2 = [ tel

el (—1+t)et ] | X, = o(1)C

1) = [ et tel

4° X\ = a %+ i8 konjugovano kompl. par reda r:
Tr1 = f>1(t)€(oé—l—’i/3)t7 e Xy = Pn(t)e(oz—i—iﬁ)t

Na isti nac¢in kao u 3° dobija se r linearno nezavisnih
kompleksnih resenja.

Razdvajanjem Re i Im delova dobija se 2r linearno
nezavisnih reSenja.



4. Nehomogeni sistemi

(LNH) %% = A(t)X+B(t); A, B nepr. na (c,d)

(LH) % = A(t)X

Teorema: Neka su Xi(%),...,Xn(t) linearno neza-
visna reSenja (LH), a Xp(t) jedno reSenje (LNH).
Tada opSte resenje

Xpp = C1X1(¢) + - - - + CnXn(t) + Xp(?)
sadrzi sva reSenja (LN H).

Dokaz: a) X, je reSenje (LN H):

dX dX dX dX
dt Lt dt . dt

— A(CIX1+"'+Can‘|‘Xp)‘|—B:
= Ath—|—B



b) Ako je X(t) proizvoljno resenje (LNH), sli¢no
kao u homogenom slu€aju, pokazuje se da postoje
i---,Cp td.

X(t) = C5X1(t) + - + O3 Xn() + Xp(2)
5. Metoda varijacije konstanti

Xnp = C1(t) X1(t) + - - - + Cn(t) Xn(t)

dX,p
dt

= C1X1+C1 X] +--+CLXp+Cp X, =

AXq AXp,
= Ci X1+ +CL Xn+ A)(C1 X1+ -+ + CnXp)
= Ci{ X1+ +CLXn+ At) X, — (LNH) :

C1 X1+ +CL Xn+AR#) X, = A(t) X, + B(t) =

Ci1 X1+ +CLXn = B(t)



1101 + - + 21,0y, = by
xnlci + -+ xnnC;z = bn

Sistem lin. alg. jedna&ina, det = W (t) #0 =
C1 = v1(t),...,C), = vn(t) jedinstv. res. =

Oy (t) = / 01 (£) di+Cy, .. On(t) = / on(t) di+Cr =

th — (/Uldta‘|’cl)X1‘|'""|‘(/’Undta‘|'cn)Xn:
— Qle‘l‘"'—FCnX@‘I‘

~~

Xh

+ (/Uldt)Xl-l----—I-(/vndt)Xn

Xp

:U’l = bz + 4xo + 2t a:’l = b5x1 + 4x»

:U’z = 4:61 + 5x2 33’2 — 4x1 i 5:132 (resen ranUe):

—el 6975

¢(t) — [Xl(t) Xz(t)] = |: t ot ] , W = detd = _261075

(&



2t Ot t 2t
et e —e' e
Dy = 0 9 |’ D2 = ‘ et 0
D 1
Ch(t) = Wl =—c¢ = )= —Zt+ ¢y
D 1
Cé( ) = W2 — et o Ch(t) = — e + C5
1 — et 1 _
Xnph = (—§€t+ C1) [ ot ] + (—ﬁe 1) [
el Ot 3 2t
N — —— Zr |,
X1 X2 X,

6. Matri¢ni zapis metode varijacije konstanti

X, = o(t)C, X, = ®(t)C(1)
Sledi:



dXph do dC
= — C+o— = A(t)®(t) C(t)+B(t) =
dt At dt ~
A(t)®(t)

d
02 _ 1)
dt

e _ o~ 1B(¢)
dt

C(t) = /CD_l(t)B(t) dt + C
X, = o) / &L(1)B(t) dt + C]

_ ¢§)0+ o(t) + 9(0) / o~1(1)B(1) i

X

7. Matric¢ni zapis resenja (K P)

dX

— = AMX +B(1), X(to) = Xo

X(t) = &(t)C(t)



1) X(to) = ®(to)C(to) = Xo = C(to) = ¢ (to)Xo

2) (C(t) zadovoljava
dC

—1
Frie o (t)B(t)
Integracijom od tg do t:
t t
/dC _ /¢_1(t)B(t) dt =
to to

t

C(t) — C(tg) = / o~ 1(¢)B(t) dt

o
t

C(t) = o Ytg)Xo+ / o~ 1(¢)B(t) dt
to
t

X(t) = &(£) [0 (to) Xo + / »~L(1)B(t) di)

to



8. Stabilnost sistema LD J sa konstantnim koefici-
jentima

r] = a1121 + - + apTn + b1(t)

Ty, = 121 + -+ + annn + bn(t)

(KP) z1(to) = 23, ..., zn(ty) = 22
Res. x1 = x1(t),...,zn = zn(t)
(KP") z1(to) = &3, ..., zn(ty) = 70
Xigoo— X0
x(;" T\_/\/ Xi(t)

0 1 :

Pitanje: Akosu z? i 20 i =1,...,n "bliski", da i ¢e

reSenja ostati "bliska" u buduénosti?



Ispitivanje stabilnosti proizvoljnog reSenja se svodi na
ispitivanje stabilnosti trivijalnog reSenja homogenog

sistema

/
Tp = a11%1 + -+ AlpTn
Ty = Ap1T1+ -+ AnnTn

Definicija: Trivijalno resenje je stabilno ako

(Ve > 0)(36 > 0)(|zY| < 6,i=1,...,n =
Zi(t)| <e,i=1,...,m; t > tp)




Definicija: Trivijalno reSenje je asimptotski stabilno
ako je:
a) stabilno
b) 369 > 0: 29| < §p = lim Z;(t) =0,
t—00

1=1,...,n

Teorema 1. Trivijalno reSenje je asimptotski stabilno
ako i samo ako svi koreni (K J) imaju negativne realne
delove.

Teorema 2. Ako bar jedan koren (K J) ima pozitivan
realni deo, onda trivijalno reSenje nije stabilno.



9. Matri¢ni eksponent

OOCLk a2 Cl3
a - _ _ )
e’ = Zk!—l—l—a+2!—|—3!—|— (Mc Laurin)
k=0
o0 k 2 3
A A A
A _ A A
et = Zk! —I—|—A—|-2!—|—3!—|— . dete” #0,VA
k=0
0O k 2 3
At _ (At)" Ac o, A3
et = Y =T Attt
k! 2! 3!
k=0
d Ay d A%, A3,
—eM = (T4 At+ 24 3 +..) =
dt* i T +2!3+3! )
A? A3,
= A+ T2t 3
2

A
— A(I+At+§t2+---):AeAt

~"

cAt




10. Primena na homogene sisteme sa konstantnim
koeficijentima

do
®(t) = et zadovoljava:  (4) = At = Ad
(i1) det et £ 0

= ®(t) = e je fundamentalna matrica

"Tezina" problema nalaZenja fundamentalne matrice
prebacena je na sumiranje

Kosijev problem:

X(t) = Xo, X = &(+)C = etic,
X(tg) = eAtoC = Xg = C = e_AtOXO —

Resenje (K P):

X — eAte—AtoXO _ eA(t—tO)XO




Primer:

r1 = —2x7
33/2 = :I?l—3562
_ |0 =2 >_ | =2 6 3 |6 —14
A_ll —3]’A _[—3 7]’A _[7 —15
At A?t2 A343
PO =T+7+ 3l -
B 2 3 2 3
1 22t!+63t!“L _%Jr%!_lgf + -
- 2 3 2 1 3
oAt Lot —

Domacdi: Nac¢i &(t) = et za sistem

5r1 + 4x-
:r;/2 = 4x71 + bz




11. lzrac¢unavanje matrice et

ai; 0 O et 0 0
1°A=1|0 ap, 0 |,edt=| 0 ent o0
0 0 a3 0 0 et
a 0 0 et 0 0 |
2°A=10a 0], At — | te®® e 0
0 0 a _ é_zleat teat  pat _
a; |0 O et 0 0
3°A=| 0]a 0|, eAt= 0 e 0
0|1 a 0 | te®t eat

Opsti slutaj: Svodjenje matrice A na Zordanov oblik

Domacdi: Proveriti 2°



PARCIJALNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE PRVOG REDA



1. Osnovni pojmovi

x1,...,Tn - hezavisno promenljive
u(x1,...,Tn) - nepoznata funkcija

(P)  F(o1,- gy, 2 =0
Definicija: Funkcija u(x1,...,zn) je reSenje jednacine

(P) na oblasti D C R™ ako identi¢ki zadovoljava (P)
na D.
ou ou
(HL) Pi(z1,...,2n)—+  +Pn(x1,...,20)— =0
oxq Lny

parcijalna jed. prvog reda

u = const je trivijalno redenje (LH)

3u au
(KL) Py(21,. -, Zn,u)o— 4+ -+ Pp(x1, ..., Tn,u)—— =
— n_|_]_(CU]_,...,33n,U)

parcijalna jed. prvog reda



2. Linearna homogena parcijalna jednacina prvog
reda

Neka su Fi, ..., Py, neprekidno diferencijabilne na D
i neka je bar jedna od njih, npr. P, 20 na D.

(HL) —
dry N dxn
(5) Pi(xz1,...,xn) Pn(z1,...,xn)
Teorema: Neka je u = ¢(x1,...,xn) neprekidno di-

ferencijabilna funkcija i u #Z const. VaZi:

@ je resenje (LH) < ¢(x1,...,2n) = C je prvi integral
sistema (.5)
Dokaz: P, #0na D = (S5) <
dr;  Pi(ry,...,2n)
dxn Pn(xl,...,wn),

i=1,...,n—1 (zp nez. pr.)

Neka je ¢ = C prvi integral sistema (.5)
<~

8<P+890.P1+m Op  Pn

Oxn Ox1 Pn O0x,_1 Pn

:O, (xl,...,xn)eD



<~
0 0
P18_90_|__|_Pn_¢:07 (3317,,,733n)€D
1 Oxn

tj. ¢ je reSenje (HL)

Teorema: Neka su o1 = C1,..., 9 = C} prvi inte-
grali sistema (S), a F proizvoljna neprekidno diferen-
cijabilna funkcija k promenljivih. Tada je

U:F(gﬁl,,gﬁk)

reSenje (L H) jednaline.

ox1 Op1 Oxq Oy Oxq
Ou _ OF dp1 OF Opp
Orn  Op1 Oxn Oy Oxnp

OF O oOF 0O
Op1 Oz dpp,  Oxy
oOF O oOF 0O



_ OF 0p1 (9g01 89%
— 3901(]3 19z T Py ) Tt 3901<;( Oz T

-+ Pug2k) =0 na D, tj.

u= F(p1,...,91) je reSenje (HL).

Teorema: Ako su o1 = C1q,...,0,_1 = C,_1 neza-
visni prvi integrali sistema (.5), a F’ proizvoljna neprekidno
diferencijabilna funkcija, tada je

w=F(p1, - on_1)

opste reSenje (H L) jednacine.

Postupak:
(HL) — (5)
2° 1 =C1,...,0p_1 = C,,_1 nez. prvi int. sistema (.5)

3° u=F(p1,-..,0n_1) opste redenje (HL)

Napomena: Umesto proizvoljne konstante pojavljuje
se proizvoljna funkcija

. . 0 0 _
Primer: auy2z aZ:vzz - azaz y=20

D ={(x,y,z) :x >0,y >0,z >0}



=2 = 23 +y3 =0

y<z —xT4z S
dy _ dz 9 5> C nezavisni su

—3322 — $2y — y —|_ 2T = 2

Opste redenje: u = F(x3 + 43,92 + 29)
3. Problem sa pocetnim uslovom za (LH)
(HL) P1%+---+Pn%:0,
P; neprekidno diferencijabilne funkcije na D, P, # 0

Problem: ako (m?,,x%) € D, nadi ono redenje

L H) jednadine koje za x,, = 29 zadovoljava uslov
( j j n j

W@, s Tp1, ) = (21, . - -, Tp1)

gde je ¢ data funkcija.



Postupak:

o dry _ ., _ dzn
1° (9) - = =
©1(T15- -+ Tp_1,7n) = C1
2° : nez. prvi integrali
@n—l(xlw°°7mn—laxn)::(jn—l

Neka je zadovoljen dovoljan uslov za nezavisnost:

Op1 dp1
0xq "t 0xp—1
: : # 0
Oon_1 Oon_1
0x1 B )
e1(21, .- Tp_1,39) = Cq
3° : jednozn. resiv sis.
©n—1(T1, -+, Tp_1, .CE%) = Cp—1
r1 = M(C1,...,Cp1)
4° ; reSenje

Lp—1 — )‘n—l(cly ceey Cn—l)



Tada je

QL::(p(Al(CHJ...,(jn_1)7°°°7An—J(C}b‘“7(jn—1))

trazeno resenje, gde konstante C'y, ..., (), _1 treba za-
meniti na osnovu 2°:

u=pMA(e1(z1,.--yzn), .-, on_1(x1,...,zn)),. ..
c )\n—l(gpl(af"].? ) 7'/1;,’/1/)7 R SO’TL—].(CU]J c e 7:'Un)))

Zaista,

1° u jeste reSenje - sloZena f-ja integrala sistema (5)

2° u(azl,...,azn_l,x%) = ;
:Qp[\Al(gpl(w].?"'7w’n,)7°°'7S0n_1(x17"'7xn))/7°°°
1
"'7\An_1(gpl(x17"'77x’]QL)7'"7(7071_1(3’;17"'7(1;’92,)2] —
Ln—1

::<p(x1,...,ayk_1) (iZ 40)

Primer: Nacdi ono resenje u prethodnom zadatku koje
za z = 1 postaje u(z,y,1) =z +y, (y > 0).



34+ y3 =Cy w3+ y3 =04 A2

— —
y2+z2:C2 y2+1:02 33:\3/01—(02—1)3/2

u:\i/Cl — (CQ— 1)3/2/4—\\/02— l =
P v

:\3/x3+y3_(y2+zz_1)3/2+\/y2+22_1
——

—~— —~—
C1 C» C»

4. Kvazilinearna jednacina prvog reda

(KL) Pl(xl,...,xn,u)g’_;lJr...+pn(x1,...,xn,u)%:

— TL—|—1(3317"'7$77/7U’)
Py, ..., Py41 su nepr. dif. na Dc R p,+£0

(KL) —



Teorema: Neka je funkcijav = v(«x1, ..., Tn, u) neprekidno

diferencijabilnai 7~ v 7 0na D. Funkcua fu(azl, ey T, W)
je reSenje (HL) Jednacme ako i samo ako je funkcija
u(x1,...,on), implicitno zadana sa

v(zy,...,xn,u) =0

reSenje (K L) jednaline.

Dokaz: v(z1,...,Tn,u) =
0 ov ov Ou __ _
oz; 0 Oz, Tou oz, =% t=1Ll...,n=
v
Ou _ _ Oz
ou

Neka je v(xq,...,xn, u) reSenje (HL), tj.

Piglt -+ P+ Po1§e = 0] 1 (—52)
=3
P1<—§1}>+~~+Pn<—5f}>—13n+1:0
ou ou

&

Plaa—;l‘I— +Pnau_P



(HL) —

dxq dxp, du
Py Pn Ppia
Neka su su o1 = Cq,...,on = Cp nezavisni prvi

integrali sistema (.5). Ako jev = F(p1,...,vn) opste
reSenje (HL), tada je

F(p1(z1,..-yzn,u), ... on(z1,...,2n,u)) =0
opste resenje (K L).

Postupak: 1° (KL)— (S5)
2° 1 =C1q,...,pn =Cp nez. prvi int.
3°  F(p1,...,9n) = 0 opste res. (KL)
Domaci: Nadi opste reSenje jednaéine
2 2,07 2,92 3
p(y” —2%) 5+ y(z° CL‘) " = 2(a? — y?)
dy

(y # 0,z # |=|)



5. Problem sa pocetnim uslovom za (K L) jednaé&inu

= Ppi1(z1,...,2n,u)

Pi,...,P,y1 su nepr. dif. na D C Rl P, #£0

Problem: Ako (x(l), ..., 22 u0) € D, nadi ono re¥enje
(KL) koje za x, = 9 zadovoljava uslov

u(xy, .-, Tp_1, :c%) = p(x1,---,Tpn_1),

gde je ¢ data funkcija.

Postupak:
10 dry _ _ den _ du (S)
Py Pn Ppia

Qpl(xla <oy Iy ’U,) = (1
; nez. prvi integrali
on(x1,...,xn,u) = Ch



901(3717 . 7339),7 ’U,) — C11

3° : jednozn. rediv sistem
on(x1, - - . ,:U%, u) = Ch
x1 = XM(Cq,...,Ch) )
4° E b redenje
Tp—1 = Ap—1(C1,-..,Chn) .
u :An(C]_,,Cn) )

Tada je traZeno reSenje:

)\n(Cl, e ooy Cn) — 90(>\1(Cla ceey Cn), c ooy )‘n—l(Cla “ o

gde C'1,...,Cy) treba na osnovu 2° zameniti sa 1, . ..

.

An(gpl(x]_, vt ,ﬂjn,’u,), c e '79071(:617 s 73371711’)) —
e(A( ) Ap—1(-00))

Domaci: Nacdi ono reSenje jednacine

0z 0z

2 2 2

r-— +y°— + =0
ox Y oy y

koje za y = 1 postaje z = .



TEORIJA FUNKCIJA
KOMPLEKSNE PROMENLJIVE



1. Kompleksni brojevi

® z—=ux+ 1y, i =—1 algebarski oblik
r=Rez,y=Imz

A
....................... Z=X+1y
N
<2
> x
1z| = 72 + y2

zZ=x— 1Y

e z =p(cosp+isiny) trigonometrijski oblik

p=yz*+y° =7

tanp =2 (cosp =a/p, sinp = y/p)
X

argzd:efgo, O<p<2n (- < p <)

z = p(cos(p + 2kn) + isin(p + 2kn)), k € Z

Argz d:efg0—|—2k7r:argz—|—2k7r, keZ



o 2" = p"(cosny + isinny)
2k 2k
zl/n:pl/” (cosc'p—'_ W—Fisincp—'_ W),

n n
k=0,....n—1

Primer:
z=144 z=1,y=1]zl=V14+1=vV2=p
t - 1, ( ' ! > 0) = il
anp = —=1,(cosp =sinp = — = —
$ =7 © v="7 p=7
arg z = %, Argz:§—|—2k7r, keZ
3 3
z = ﬁ(cos% + isin %) = 23 = 2\f2(cos% + ¢sin Tﬁ),
4 + 2k 4 + 2k
21/% = 21/8(cos m/4+ 2kT + i sin m/4+ W),
4 4
k=0,1,2,3
o 2= pe'¥ - eksponencijalni oblik
e'Y = cosp +1isinp - Ojlerova formula
Domaci: Napisati z = —1 u trigonometrijskom i ek-

sponencijalnom obliku. Naéi sve vrednosti v/—1.



2. Pojam funkcije kompleksne promenljive

e ¢ —okolina: Vz(zg) ={z€C:|z— 2| <&}
z=z+1y, 20 =20+ Yo = |z — 20| =

= |z — 20) + i(y — wo)| = \/ (& — 20)? + (v — v0)?

|z — 20| <& (z—20)*+ (y — o) < &

e Tacka zp je unutrasnja tacka skupa S C C ako
postoji € > 0 takvo da je

Ay

> X

e Tacka zp je grani¢na tacka skupa S C C ako u



svakoj e-okolini tacke zg postoje tacke koje pripadaju
S, a takodje i tatke koje ne pripadaju S.

e Skup svih grani¢nih ta¢aka skupa S obrazuje granicu
skupa S.

e Otvoren skup je skup &ija je svaka tatka unutrasnja.
e /atvoren skup je skup koji sadrZi svoju granicu.

e Povezan skup je skup ¢ije se svake dve tacke mogu
povezati poligonalnom linijom koja pripada tom skupu.

y

’

X

e Oblast je otvoren i povezan skup.



Primeri:

S1 ={z:]z2| < 2} - otvoren
So = {z:|z] <2} - zatvoren

y

S=5uG

G = {z:|z| = 2} - granica za S7 i Sy - zatvoren

S3={z:|z| £2,Imz > 0} - ni otvoren ni zatvoren

re

Definicija: Funkcija f : D — F, D, F C ('je funkcija
kompleksne promenljive.

w= f(z), z€ D,w e F

D i

F

Razdvajanjem realnih i imaginarnih delova slika i ori-



ginala,

u—|—iv:f(a:—|—7jy) S u:u(x,y), ’U:’U(ﬂ%y)a

dobijaju se dve realne funkcije od dve realne promenljive.

Primer : W=Z=T—1Yy => U=, 0V=—Yy
w = — = : . . — 7
z x4iy x—iy a2+ y? 12 + 92
= a Y
U=-——F-F"H%, V= ——F-—"5
ZC2—|—y2 ZC2_|_y2
N — v(x,y)

o F={welC:w= f(2),z€ D}
f:D—>F,f_1:F—>D
f_l(w) ={z € D : f(z) = w} inverzna funkcija -

-moze biti videznadna



3. Elementarne funkcije kompleksne promenljive

1° P(2) = agz" 4+ a1z "1 + -+ 4+ an, a; € C polinom
P(z)

Q(2)

2° R(z) = racionalna funkcija; P, Q — polinomi

3°|e% = ¥t def e’(cosy + isin y) | eksponencijalna f-ja

Vazi: €°1.e2 = f1772;  ¢*1/e"2 = #1722

eiz . e—iz eiz i e—iz
4° sinz = _ , COSz =
21 2
Va¥i: sin®z +cos®z =1
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz
sin(z1 &£ zp) = sin z1 cos zp + cos z7 sin 27
e’ =cosz +isinz, ('Y = cosp + isinyp)
argz + 2km . . argz—+ 2kmw
5° ¥z = {/|z|(cos J + gsin 27 ),
n
k=0,....,.n—1

Viseznacna funkcija, n grana, inverzna za z = w"

6° w = Ln z - inverzna funkcija za z = e¥, 2 # 0



z=|2e'¥9% w=u+iv =

targz __ _u+iv _ _u v
z|€e =€ =g € —
Vv ew

z
e’ = |z|, tj. u=In|z]|
v=argz—+ 2km = Arg z

w = Inz =In|z| + 1 Arg z -viSezna¢na funkcija
-beskonagno mnogo grana
Inz =In|z|+iargz, z#0, 0<argz<2rw
(glavna grana) (—m < argz < m)

1—12

Domadi: lzralunati e* =%, sin(1 — i), Lni, Ini u al-

gebarskom obliku.
3. Grani¢na vrednost i neprekidnost

Definicija: wog = lim f(z) &

z—2(

(Ve > 0)(Fd(e) > 0)(0 < |z—2zp| < 0 = |f(2)—wg| < &)



Ay AY

Teorema: Neka je z = x + 1y, 20 = xg + 1Yo, wo =
ug + ivg i f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Tada:

lim f(z)=wyg <&
Z2—2

I. ) — )

(w,y);Two,yo) ul#,y) = o

I ) = v

(w,y)—lﬁio,yo)v(aj v) = o

Primer:
lim e* = lim (e*cosy+ie’siny) = lim e’ cosy+
z—0 r+iy—0 (z,y)—(0,0)

+ 1 lim elsiny = 1.

(z,y)—(0,0)
Definicija: Funkcija f je neprekidna u tacki zg &

lim = f(20)

z2—20




Teorema: Funkcija f(z2) = f(x + iy) = u(x,y) +
+iv(x,y) je neprekidna u talki zg ako i samo ako su
funkcije u(x,y) i v(x,y) neprekidne u taki (xq, yo)-

Teorema: Ako su f1 ifo neprekidne funkcije, onda su

f1 £ fa, f1-f2, f1/f2 (f2#0)

takodje neprekidne funkcije.
5. lzvod funkcije kompleksne promenljive

Definicija:

f/(ZO) — Alério f(ZO“FAAZg_f(ZO)

Definicija: Funkcija f je diferencijabilna u tacki zg
ako postoji f/(2p).

Definicija: Funkcija f je analiti¢cka u tacki zp ako pos-
toji € > 0 takvo da je f diferencijabilna Vz € Ug(2p).

—— -
N

T
‘ \ -7 \
/ e\ e ) [ o \

{
\
7
[
\
~
-

—_———



Definicija: Funkcija f analiticka na oblasti D ako je
diferencijabilna u svakoj tacki te oblasti.

Primer: f(z)=2", neN

lim (ZO‘I‘AZ)n_zn — Iim zn+(?)zn—1Az_|_..._|_(Az)n_zn B
Nz—0 B2 Az—s0 iz
— nzn—l

(") = nz""1 = 2" je analititka na C

Teorema: Ako su f i g analiti¢ke na D, onda je:

1° (f(2) £ 9(2)) = f(z) £ 4'()
2° (cf(2)) = cf'(2)
3° (f(2)9(2)) = f'(2)9(2) + f(2)d'(2)

C (£ _ FRe) - F(2dE)

e (o) =T a7
5° f(9(2)) = fo(9(2))g2(2)

6° (f(2)) = (f—ll(w))” ako je f~1 jednozn. f-ja



Teorema (neophodni uslovi diferencijabilnosti): Ako
je f(2) = u(x,y) + iv(x,y) diferencijabilna u ta&ki
z0 = g + 1Yo, tada postoje parcijalni izvodi

ou ou Ov Ov
—(wo, Y0), — (0, v0), =—(0,¥0), = (0, ¥0)
oy ox oy

| pri tome vaze Kosi-Rimanovi uslovi:

(KR) | 9%(z0,y0) = ay(wo,yo) @y(wo,yo) = —9Y(29,0)

Dokaz: f/(zg) = Al,i;rio f(ZO+AA’Z';_f(zO) —

im  W@otAzyotAy)tiv(zot+Az,yo+LAy) —u(ro,¥0) —iv(To,Y0)
Azx+i1Ay—0 Ar+ily

Specijalno, za Az = 0:

u(zo,yo+Ay)—u(zo,y0) |, v(x0,90+Ay)—v(x0,%0)
f'(20) _Algl,,rio { ( Dy T iDy

- ay(fl?o Yo) — Zay(wo,yo) (% = —1)

Takodje, za Ay = 0 imamo:



. u(xog+Az,yg)—u(xg,y (xog+Ax,yg)—v(xo,y
(20) A|¥io[(o Aoa); (z0.90) , ,;v(o Aoa): (z0,%0)

= 94z, y0) + 19%(z0, o).

|Izjednadavanjem realnih i imaginarnih delova u dobi-
jenim izrazima za f/(zg) dobijamo (K R) uslove.
Primer: f(z) =2z =z — 1y

0 0
U=, v=—yY, —u—l —v——l

ox oy

(K R) uslovi nisu zadovoljeni ni za jedno z, pa funkcija

nije diferencijabilna ni za jedno z.

Teorema:(dovoljni uslovi za diferencijabilnost): Ako

su funkcije u(x,y) i v(z,y) diferencijabilne u tacki

(zg,yg) i ako su u toj tacki zadovoljeni (K R) uslovi,

onda je funkcija f(z) diferencijabilna u ta&ki zg =

o + 1Y0-

Dokaz:

u(fL’o + Az, yo + Ay) — u(zo, yo) =

= 94z, yo) Az + 8“(330, Yo) Ay + a1z + B1 Ay,
(@1 — 0,61 — 0)



U(%o + Az, yg + Ay) — v(xo,yo) =
= 52(20, ¥0) A + F2(20, y0) Ay + ax Az + B Ay,

— 0, — 0
feoth)—f(en) (020,52 = 0)

%Aw—l—%&y—l—ale—l—ﬁlAy_'_ .%Aa:—l—g—ZAy—l—agAx—i—ﬁsz

= Az tilNy ¢ Az+ily
B %Aw Ay+taiAz+61Ay ,%Aw—i— Ay+asAzx+Gr Ay

__ Ou . A:U—H;Ay 4 Z.(’)v . Aw—l/i&y a1 Az + 1Ay
oxr Ax+ily oxr Azx+ily \ Az + iy )
—0
JAN AN
+1 a2 ZIJ—l—ﬁz y) Ax — 0, Ay — 0. Obzirom da
. Ax + 1Ay )
—0

je —% — 1, konacno se dobija

oo fro+ 82) — flz) _ 0O
Nz—0 A 0
Napomena: |z prethodnog slede formule

ou Ov
fl(z0) = a(l‘o,yo)ﬂ”%(mo,yo)

ov ou
= 6—y(330, Y0) — Za—y(xo, Y0)

U O0v
(0, yo)+i—=—(x0, y0)
€T ox




Primer: f(z) =e* = e®(cosy +isiny) =

u = e® cosy,v = e siny ( diferencijabilne na R?)
ou __ ov
?—excosy \/ gx—e siny
8—Zz—exsiny O\ 3_y_6 cos Y

(K R) uslovi vaZe na R? pa je e* diferencijabilna funkcija
i
0 0
(e?) = —(e®cosy)+i—(e"siny) =
ox ox
= ePcosy +ietsiny = e“(cosy +isiny) = €e°

Stavige, C je otvoren skup, pa je €? analiti¢tka na C

Primer: f(z) =% +iy? = u=v=2* dif. na R?

p=d2® N gi=0
&—o 7\ §—Z= ’

(K R) uslovi vaze za z = vy,

y




f(2) je diferencijabilna na G = {z+iy : = = y}, f'(2) =
423, ali f(z) nije analititka ni za jedno z.

Domaci: Ispitati diferencijabilnost i analiti¢nost funkcije

f(z) = z2°.

6. Primena Kosi-Rimanovih uslova

1° Ako je f(2z) = u(z, y)+iv(x, y) analiti¢ka funkcija,
tada u 1 v zadovoljavaju uslove

0%y O%u 9%v  H%w
(1) > + 5 — 0 (2) 5 + 5 — 0
ox oy ox oy
. Ou _ Ov Ou _ _Ov
Dokaz: oz = 0y’ Oy — O =
&2y _ 0%v  H%u _ 52w 9w D%u
L) 822 T ogor 9 = "oy T o2 = “ayp ~ ()
Pu _ Py Du _ Py Py ity
dxdy ~— 9y2’ Oydxr =~  9x? oy2 ~  Ox?

2° Ako je data diferencijabilna funkcija u(x,y) tako
da vazZi (1) i ako je f(z) = u(x, y)+iv(x, y) analiti¢ka



funkcija, onda se funkcija v(x,y) moZe odrediti do na
nepoznatu konstantu.

Treba nadi v tako da je

Ov ou ov B ou

or oy’ 8y_%

tj. funkciju ¢iji je totalni diferencijal poznat:

ou ou B @
(;Q—g)dx+(\a—§3/)dy (8—y = B zbog (1))
P Q

Primer: u(z,y) =% —y? —

2+8y2_2_2_0 vazi (1);

o _ —8—y_2y:>v—f2ydx—|—90(y)—2$y+90(y)
L=k 2e4¢(y)=22-1=¢(y)=—y+C

= v(z,y) =22y —y+C

f(z) = a:z—yz—a:—l—i(2:1:y—y—|—C’) — 2% 2+iC, (C € R)



7. lzvodi elementarnih funkcija

1° £(2) = 2", f'(2) = nz""Y, analititka na C
2° f(2) = 1, fl(z) = —%, anal. na D = {z: 2z # 0}
2 2

3° f(2) = €%, f/(z) = €7, analiti¢ka na C
)

z o —1Zz
4° f(z) =sinz = - ,6
. . 2Z . .
F U2 P VA 12 —l2
f(z) = * +_Z€ _cte T cosz, anal. na C
21 2
5° f(2) = cosz, f'(z) = —sinz, analiti¢ka na C
6° f(z)=lnz, w=Inzs z=¢"
, 1 1 11 .
w, = = = = -, analiticka na

2z, (e?)  e% @z
D={z: —7m <argz <}

8. Singularne tacke

Definicija: Ta¢ke u kojima funkcija f(z) nije analiti¢-
ka su singularne tacke.

Definicija: Singularna tacka zg je izolovani singulari-
tet ako postoji e-okolina Ug(zg) tatke zg koja ne sadrZi



druge singularitete osim zg.

f je analiti¢ka na Us(20)/{20}

Primeri: 1. f(z) = % - ima izolovani sing. z1 = 0
2. f(z) = Z - je singularna na C', nema izolo-

vanih singulariteta
Tipovi izolovanih singulariteta:

1° otklonjivi singularitet
2° pol
3° esencijalni singularitet

Definicija: lzolovani singularitet zg je otklonjivi sin-
gularitet ako postoji

lim f(z) = wp.
0

Z—Z



Pokazuje se da je tada funkcija
_ | (=), 2
f1(z) = { wo. % = 2o

analiticka u zj.

Primer: VaZi: |im 3=
z2—0

teorema). Sledi da je z = 0 otklonjivi singularitet.

= 1 (i ovde vaZi Lopitalova

Funkcija

fl(Z)Z{ 1 jfg

je analiti¢ka na C..

Definicija: |zolovani singularitet zg je pol ako je

lim f(z) =

z—2(

Napomena: |lim f(z) =oco < lim |f(2)| =

z—2( z—20

Specijalno, pol zg je pol reda n ako je

lim (2 — 20)" f(2) = wo

220



Primer: f(z) = 1)2 ima pol reda 2 u z = 1:

> 1
z|1n1(z - (z—1)2

Definicija: Izolovani singularitet zg je esencijalni sin-

gularitet ako ne postoji grani¢na vrednost lim f(z)
z2—2(

(konacna ili beskona&na).

Primer: Funkcija f(z) = el/% ima esencijalni singu-

laritet u z = 0.
9. Integral funkcije kompleksne promenljive

e z(t),y(t) - neprekidne funkcije, a <t <b

C: z(t) = z(t) + iy(t)
je neprekidna kriva koja spaja tatke A = z(a),b =

z(b).



ARy

=>X

e /Zatvorena kriva: A = B
e Prosta zatvorena kriva: ne sede sebe

0L

e Glatka kriva: x(t),y(t) su diferencijabilne funkcije

2(t) = 2'(t) +iy'(t)
e Deo po deo glatka kriva: Sastoji se od konacéno
mnogo glatkih delova

e Kontura: | prosta, zatvorena, deo po deo glatka kriva




*
Z1 Zl 22

A=ZO n-1

a=1g<t1 < - <tph ="
z0=A,z1 = 2(t1),...,2n = 2(tn) = B
27 € ZL_12k

n
Sn = Z f(z;;)Azk, Azk = 2L — 2k_—1
k=1

Definicija: Ako je f neprekidna na ZE onda je

| f(z)dz = lim kzijl f(20) Dz,

o —

AB n — oo
max |[Azp| — 0

Napomena: [ = [
agp C



2z = T + Wy, 2 = Ty, + 1Y
Az =xp — Tp_1, DY = Yp — Yp—1 =

n
Sn =Y _(ulwy, yf) + iv(af, vp))(Awy + ilyy) =

k=1
n
= > (ule}, yp) Dy — v(ah, vf) Dug) +
k=1
n
+i Y (v(@g, yp) Dy + w(@g, yp) Ayg) =
k=1
/f(z)dz: /udw—vdy+i/vdm—|—udy
C C C J
krivolinjski integrali druge vrste

x = x(t)

Napomena: Ako je C': y=y(t),a <t<b

onda je



gp(xa y)dr + Q(z,y)dy =
b b
- / Pa(t), y(1))2'(t)dt + / Q(z(t), y(t))y'(t)dt

Osobine: 1° / cf(2)dz = c / () dz

/ (F(2) + 9(2))dz = / f)z+ [ g(2)ds

C
30 / f(2)dz = — / F(2)dz

4 / / F(=)dz + / f(=)dz

C1+Cy,

5° /f(z)dz = /f(z(t))z’(t)dt, C:z=2z(t),
C a

a<t<b



dz

0 C' : kruznica pol. p sa centrom u

Primer:

<0

Parametarska jednacdina kruznice:

z(p) = z(v) + 1y(¥)

z(p) = xo + pcosy
y(¢) = yo + psing, 0 < p <27

z(p) = xo+ pcosy +i(yg + psinp) =
= w0+in+p(cosg0+isingo):
= zg+pe¥, 0< <27

dz = pie"Pdyp

27

fme(pdgoziqu):%ri
0

Z— Zo eZSO



10. Kosijeva teorema

e Pozitivan obilazak konture: suprotan kretanju kazaljke

Q0

e Pozitivan obilazak granice oblasti D: oblast ostaje

na satu

s leve strane

e Jednostruko povezana oblast: Svaka kontura se
moZe deformisati u tacku bez napustanja oblasti



°c @

jednostruko nije
povezana jednostruko povezana

e Visestruko povezana oblast: Ograni¢ena spolja sa
Cyp, iznutra sa C'q,...,Ch

Pozitivan obilazak granice oblasti D : C+, e, O



Kosijeva teorema (za jednostruko povezanu oblast):

Ako je funkcija f(z) analiti¢ka na jednostruko povezanoj
oblasti D i njenoj granici C, tada je

[ f(z)dz =0

C+

Dokaz: literatura

Posledica 1: [ f(z)dz =0, G - kontura u D
o+

Posledica 2: [ f(z)dz je nezavisan od puta koji

AB
spaja tatke A i B



Dokaz: C': G1+G, - je kontura, pa je [ f(z)dz =0,
C

tj.
/ f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz:O =
G1+G, G G5
/ f(2)dz = — / F(2)dz = / £(2)dz
G G, Go

KoSijeva teorema (za viSestruko povezanu oblast):
Neka je viSestruko povezana oblast D ogranicena spolja
konturom Cj, a iznutra sa Cq,...,Cy. Ako je f(z)



analitickana Di C =Cpy+ ---+ Chp, tada je

G, Co

Dokaz: Ako se dodaju zaseci G1,...,Gp, dobija se
jednostruko povezana oblast D sa granicom C. Obzirom

da se zaseci obilaze dva puta u suprotnim smerovima,
toje | f(2)dz =0, tj.
i+

oo [ [ fors [ s [ -

+ ot o + A= o
cy af aj Gy Gn O

VAR Y|

Cy Cf Cy



Posledica:

[~ [+

Cy of Ct
11. Neodredjeni integral

Neka je funkcija f(z) analiti¢ka na jednostruko povezanoj
oblasti D i neka zp, z € D.

D

Tada integral [ f(z)dz ne zavisi od puta, pa moZemo

e~

202
pisati

F(z) = / f(2)dz



Teorema: Funkcija F'(z) je analiti¢ka i pri tome je

F'(z) = f(2), z€ D

Definicija: Primitivna funkcija funkcije f(z) je svaka
funkcija sa svojstvom F/(z) = f(z)

Definicija: Neodredjeni integral [ f(z)dz je skup svih
primitivnih funkcija funkcije f(z).

Primeri:
Zn+1
2dz = + C
n-+1
e“dz = e 4+ C

coszdz = sinz + C

—— S — —

sinz = —cosz -+ (C
d

—Zzlnz—|—C'

Z



Osobine:

1° /(fl(Z)ifz(Z))dZZ /fl(Z)dZ+/f2(Z)dZ
20 / cf(2)dz = c / £(2)dz

3° /f(z)dz = F(2)|22 = F(22) — F(21)

(Njutn-Lajbnicova formula)

1—2 :

Primer: [ sinzdz = —cos z|%:rz = cos(1l + i) —
142

—cos(1 —i) =cosl(e+e 1) =2coslchl

12. Kosijeve formule
Ako je poznata vrednost analiti¢ke funkcije na konturi

oko zg, onda je vrednost funkcije u samoj tacki zg jed-

noznaéno odredjena.



el

Osobina ne vazi za funkcije dve promenljive

Teorema: Ako je f(z) analititka funkcija na jednos-
truko povezanoj oblasti D i ako je G C D kontura
oko zg € D, onda je

f(z0) = 5 15 [2)dz

Dokaz: Neka je:
~ - krug radijusa p oko zg, ¥ C D’;
D' - videstruko povezana oblast ograni¢ena spolja



sa (7, a iznutra sa 7.

Tada je funkcija g£—2) analiticka na D' i G 4+, pa je,
prema posledici KosSijeve teoreme za visestruko povezane
oblasti,

_ )
d d Z = 20+ pep
/(2) “dz = /(z) “dz = o< ¢ < 2w
o £ et £ dz = p1e*Pdp
2T . .
. _|_ 1 1
=1 [ Iz ieew Joe de =
d
lim f(2) “dz =i I|m /f(zo + pe'?)dp =
p—0 Z— 20

J

G+

ne zavisi od p



zZ — 20

2T
N / f(z)dz Z-f(zO)O/dgo = 2mi f(20).

Posledica: Neka je funkcija f(z) analiti¢ka na jednos-
truko povezanoj oblasti D ograniéenoj konturom C' i

na konturi C'. Tada Vzg € D:

f(z0) = 2m f J2)dz g, prva formula

z—20

Teorema: Neka je funkcija f(z) analiti¢ka na jednos-
truko povezanoj oblasti D ograni¢enoj konturom C' i

na konturi C. Tada na D postoje svi izvodi funkcije
f, Vzqg € D:

F)(20) = 2m f E (50))65124—1 z | druga formula

Kosijeve formule se mogu primeniti na ra¢unanje in-

tegrala.



Primer: [ —53

f(z) = €® je analititcka, n+1=3=>n=2,2=1

271

/ G i 1)3dz = ?f”(l) = Tie
C+ |

13. Reziduum funkcije kompleksne promenljive

Definicija: Neka je z = zg izolovani singularitet funkcije
f(z). Tada je

def

Res[f(z), zg] = Z%m [ f(2)dz
Cy




gde je C kontura oko zg koja pripada oblasti u kojoj
je funkcija f(z) analiti¢ka i koja u svojoj unutradnjosti
nema drugih singulariteta osim zg.

Racunanje reziduuma:

1° zg je pol prvog reda: lim (z — zg)f(z) # 0.

220

Tada je f1(z) = { (ﬁn: (Zg)f(zz))f(z) ifgo analiti¢ka

Z—2(
pa je, prema prvoj Kosijevoj formuli,

1 filz) .1 [ (z2—2)f(2)
Q(@ - 2mi z—zodz - 2mi zZ — 20
lim (z2—20)f(2) Cy C+

Z—>Z (g y

Res[f(2),z0]




tj.

Res|f(2), z0] = lim (2 — 20)f(2)

Primer: f(z) = (z—1§§2‘|’1)

z =1, z = —1 polovi prvog reda

Reslf(2),1] = Jim (= = D)=gj1) = 2
2

Res|f(z), —1] = Z|_I>n11(z T 1)(z—1§(z—|—1) — 2

|

2° zg je pol n—tog reda:  lim (z — 29)"f(2) # 0

220

—20)"f(z z# 0
Tada je f1(z) = { (Ilm (z('))—];g)?%f(z) 5 7_£ 20 analiti¢ka

Z—2(
pa je, prema drugoj Kosijevoj formuli,

n—l)( 0) _ (=D [ f1(2)

271 z — 20

dz =

im (=0} F(2)(n

Z—>Z

_ (=1 [ (2= 20)"f(2)
= /

(2 — 20)"

(n—1)!Res[f(2),20]



tj.

Res[f(2), z0] = iy lim (2 = 20)"f(2))(" V)

F 2—2(

Primer: f(z) = z = —1 je pol drugog reda

z—I—l)2
2
Res[f(z), —1] = %zl—l>n11 (((z + 1)2(Zi1)2)/) —
= Iin112z = —2

Teorema: Neka je jednostruko povezana oblast D
ograni¢ena konturom C' i neka je f(z) analititka na

D i C, osim u singularnim ta¢kama z1,...,2 € D.
Tada je

k
[ f(z)dz = 2ri 3> Res[f(2), 2]
C+ 1=1




Dokaz:

(e,
) @gk C

Neka su ~; krugovi oko z; takvi da v; C D. Tada je
f(2) analiti¢ka na videstruko povezanoj oblasti D’ koja
je spolja ograniena konturom C, a iznutra konturama
vi, ¢t = 1,...,k. Prema posledici KoSijeve teoreme za

viSestruko povezane oblasti je

[ 1@z = [ 1@z 4+ [ 5 =
C+ 71 Vi

11 1
= 274 2—ﬂ/f(z)dz—|——|—2—m/f(z)dz =
71 Tk

k
= 274 '§1 Res[f(2), zi].



Domacdi: lzraéunati

e” :
/ (25 n2)2 dz, gdeje C:|z| =4
C+




LAPLASOVA TRANSFORMACIJA



1. Osnovni pojmovi

f() S F(s), teR, s€C;

L) = F(s) % [ emstp(t)de

0

00 T
Napomena: [ e S'f(t)dt = lim [e St f(t)dt
0 T'—oog

Oblast definisanosti funkcije F'(s): skup vrednosti
o

s € C za koje [ e S'f(t)dt konvergira.
0

@)
Primer: £(€t2) ne postoji jer [ e—Stet’ dt divergira

0
Vs € C.

Klasa E(a) : f(t) € E(a) ako vaZi:



1° f(t) je definisana na [0, c0)
2° f(t) ima najvise kona&no mnogo prekida prve vrste
na svakom kona&nom podintervalu intervala [0, co)

3° f(t) je eksponencijalnog reda rasta:
IM > 0,a € R t.d. |f(t)| < Me™, Vt € [0, 0)

Primer: f(t) =sint
1° definisana je na [0, 00)

2° neprekidna je na [0, co)
3° |sint] <1 (M =1,a=0)

Teorema (dovoljni uslovi za egzistenciju L(f(t)): Neka
f(t) € E(a). Tada je F(s) = L(f(t)) definisana za
Res > a.

N\

Re's>a




Dokaz: Teoreme o nesvojstvenim integralima:

T1: Ako je 0 < fi1(x) < fo(z), = > a, tada

/fg(a:')daz konvergira = /fl(x)d:r; konvergira

oo

T2:/|f1(a:)|da: konvergira = /fl(a:')daz konvergira

a

Prema T2 dovoljno je ispitati konvergenciju integrala

oo
f e St f(t)|dt. Kako je

O < \e_Stf(t)| < e~ st|M€at e~ (a+z6)t|M€at
f
1

— Ot )\ [0t — Me(a—oz)t
f2
Prema T1 dovoljno je ispitati konvergenciju

fMe(a )t Jp — e(a oz)t|o _

a— a)t_l] _ M

a—o’

M1 fim el
aaT—>OO J

=0 za a—a<0




Res > a.
©.@)

Za Re s > 0 konvergira [ Mela=a)tgy — konvergira
0

o o
[ le=stf(t)|dt = konvergira [ e Stf(t)dt, tj. F(s)
0 0

je definisana za Res > a.

2. Laplasova transformacija nekih funkcija

o0 o0 it —it
1° L(cost) = [ e Stcostdt = [ e StETE—dt =
0 0

o oo

:% / (=50t gy 4 / S(—s—i)t gy

L0 0

1 Wik 1
-e(—s—l—z)t

| —S +1

! (lim e(=stI)T _ 1)1
| —s+ 1 T—oo

0 —S —1

_|_

1 )
- (—s—i)T _
—8 — i(TII—r>noo © 1)]



S = o + 1,/8 . 6(_S+Z)T — e(_a_zﬁ—i_z)T: e_aTez(l_B)T —

= ¢ T e [cos(1 — B)T +isin(1 — B)T] — O,
—>0 a>0  ogran. ogran.

T — o0, a>0

Sligno: e(=s—9)T _, 0,7 - 00, aa>0

1] 1 1 s
L t) = — p— , :R >O
(cost) ZL—’L'—l_S—I—i] s2 4+ 1 “ °°

Domaéi: L(sint) = = Re s > 0. Dokazati.

Easy

o
2° L(t®) = [ e sUndt = I,
0
n=20:
T st 1 st
Iozﬁ(l):g e Stdt=—2e?

O

_ (T|I_r>noo e—ST 1)

0
s=a-+10:

e 1 = e= ' (cos BT — isin ST) — 0,
T — oo, a= Res >0



1
In=—, Res>0

u = t" dv = e~ SUdt
I, — —sttn dt = —
n /6 ( du = nt" ldt v = —%e_St )
0

_ st |00 0
the—$ +of e~ Styn—1 gt = 21,1, Res >0

0 0

( lim T"e 51 — 0, Res > 0)

T'— o0

S

n n—1 1 n! 1 n!
hnl = Res >0

In:_. o o 0 —_—
S S S st sl

o

y t < b . . ey N4 n
£> 0 jedini¢na odsko¢na funkcija

3° U(t—b) :{ y



00 b
LUt — b)) = / eI (t — b)dt = / et 0 dt +
0 0
T 1 o0 1 e—sb
+ / e . 1dt=— e =_Z[0—e =",
s b s s
b
Res > 0.

1

S—a

Domaci: Dokazati da je £(e%) =



3. Osobine Laplasove transformacije

1° f1(t) € E(a1), fo(t) € E(a) =

L(c1f1 + cof2) = c1L(f1) + c2L(f2) | linearnost

Dokaz:
@) @) @)
/e_St(lelJrszz)dt = Cl/e_StfldHCz/@_Stfzdt,
0 0 0

Re s > max{aj,as}.
Primer:

L(47—t+1) = 4L(L%) —L(1)+L(1) = 4

s s2

2° f(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res >a,b>0=

31 1
"

L(f(bt)) = +F(3)|, Res > ab

Dokaz: L(f(bt)) = C}Oe_s’ff(bt) dt =
0

(t' = bt = dt’ = bdt)



0@

1 syl oy .y 1.8 S Re s
= bl F(t)dt = ZF(2), Re(2) =
L[ i = FG). Re() =
0
Primer: L(sint) = 321+1 = F(s)
1 1 b
b>0: L(sinbt) = — = —
(sinbt) =3 (5)2+1]  s2+1°
—b

b<0: L(sinbt) = —L(sin(—bt)) =

3° f(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res >a =

L(ePf(t)) = F(s —b)|, Res>a+b

Dokaz:

oo oo

LM F(1)) = / e~Stebt £ (1) dt = / e~ (s=D)t p()dt =

0 0
=F(s—b), Re(s—b)=Res—b>a

Primeri:

L(e?) = £(e? 1) = % Res>b (F(s) = é)

> Q.

b

_32—|—b2:32—|—62



. Res > b (F(s) = ——

L(e® sinat) =

)

(s—b)2—|—a2’ s2 4+ a2
s—b S
£(e" cos at) = 0Pt Res > b (F(s) = — ~ )

4° f(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res > a =

L(f(t—b)U(t —b)) =e PF(s)], Res>a

Dokaz: L£(f(t — b)U(t — b)) = fbe—st f(t —b) - 0dt+
0

b 00
+ / e SLF(t—b)-1dt = /e_s(t/+b)f(t/)' dt’ = e_bSF(S).
0 0
(' =t — b= dt' = dt)
Primer: L(sin2t) = 3214
L(sin2(t— )U(E-1) = = (b=1)
sc+ 4

5¢ f(t), f'(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res >a =
L(f'(t)) =sF(s)— f(0)|, Res>a




Dokaz:

O

— o5t v= f'
»C(f’(t)):/ e (t)dt= (Zu_: —se Sldt Zl = f{t§t)dt >:

0

:e_Stf(t)‘So—Fs C}Oe_Stf(t)dt:F(s)—f(O), Res > a
0

(TlinOO e 1 f(T) =0, Res > a).
Dokazuje se (indukcijom):
£(f(8)) = " = s"1f(0) = -+ — fH(0)
Primer:
y" — 2y +y =sint
L(y(t)) =Y (s) =
1

s2 41
Diferencijalna jednadina prevedena je u algebarsku!

s°Y (5)—sY (0)—y/(0)—2(sY (s)~y(0))+Y (s) =

6° f(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res >a =

c(ft f(z)dz) =91 Res>a
0




t 00 t
Dokaz: L([ f(z)dz) = [ e SY([ f(z)dx)dt =
0 0 0

t
_ ( u = ({f(ac)dac dv = e~ Stdt ) %G_Stjf(x)dx

du = f(t)dt v = —%e_St

@)

+
0

T F(s)
+%fe_3tf(t)dt: 2, Res>a
0

T
(fim T 0/ f(z)dz = 0)

Dokazuje se (indukcijom):

t t
£(/dt---/f(t)dt):%, Res > a
0 0

def

t
7° f1(®)xfo(t) = /fl(:v)fg(t—:r;)da: konvolucija
0

Komutativnost konvolucije:  f1 x fo = fox f1



faxf1 = ffz(x)fl(t r)dr = —ff2(t ') f1(z")dz’ =
(t—x—a: = dr = —dx') = f1* fo

Slika konvolucije: f; € E(a1), fo € E(ap) =

L(f1* f2) = L(f1) - L(f2) |, Res > max{aj,an}
Dokaz:

00 t
L(f1* f2) = /G_St(/ f1(z) f2(t — z)dz)dt =
0 0

oot
— ({ge_“fl(fﬂ)fz(t — x)dzdt

Promenom poretka integracije (slika!)




dobija se

L(f1* f2) = zfodw(?e_Stfl(w)fz(t — x)dt) =
- Zofl(x)dmﬁoe—stfz(t — x)dt)

Smenom t — z = t/, dt = dt’ u unutradnjem integralu
dalje se dobija

L(f1# fo) = Zof1<x)dx(Zoe—8<x+t’>fz(t')dt') _
_ ;}Oe—sxfl(x)dx(;fe—st’fz(t’)dw — L(f1)L(f2).

8° f(t) € E(a), L(f(t)) = F(s), Res>a =
L(tf(t)) = —F'(s)|, Res>a

Dokaz: - ,

F/(S) = % f e—Stf(t)dt —— f G_St dt = _E(tf(t))
0 0

Primer: L(tsint) = d_1 _ _ 2s

S dss?41 T (s241)2

Dokazuje se (indukcijom):

L (1)) = (~1)"F(M)(s)



9° £(t), f(t)/t € E(a), L(f(t)) = F(s), Res > a =

C(@) = SfF(p)dp, Res > a

Dokaz:

@)

F(p) = / e f(t)dt

0

) = £ (1) = [ et W
0

O

G'(p) = — / e P! f(t)dt = —F(p) /8
S

0

S S S
/G'(p)dp - —/F(p)dp = G(s) — G(S) = /F(p)dp
S S S

O

Sh—>moo G(S)=0 = G(s) = /F(p)dp.



TABLICA LAPLASOVE TRANSFORMACIJE

a) Tablica osobina:

£(t) F'(s)
.Z:l Cz'fi(t) '21 CiF’i(S)
£(bt) tF(3), b>0
P f(t) F(s —b)
f(t —b)U(t — b) e "5 F(s)
F(t) sF'(s) — f(0)
f(n)(t) sF(s) — Sn—lf(o) . — f(n_l)(O)
t
[ f(2)da =)
0
f"dt---f“f(t)dt i(qf)
0 0
fl % f2 Fl(S)FQ(S)
t£(t) —F'(s)
£ (t) (=1)"F")(s)
I(t) J F(p)dp




b) Laplasova transformacija nekih funkcija:

f(t) F(s)
1 .
bl 1
sin bt ﬁ
cos bt @
U(t — b) e
tned (s—Z)!nH
e sin bt (s—al))2+b2
e cos bt (S_Sa 32a-|— 7
o(t) 1

Napomena: §(t) je Dirakova funkcija:

5(75):{0’ t#0

oo, t =0

o
Osobina: [ §(t)dt =1 1
—00



4. Inverzna Laplasova transformacija

f(t) = L7HEF(s)) & F(s) = L(f(1))

[ f(1),9(t) € E(a); f(£)=LTH(F(s)), g(t)=LT(F(s))
(+) < Ne postoji interval (c,d), ¢ < d na kome je

\ f(t) #g(t), t € (c,d)

Primer: f(¢) =1, g(f) = { \1;’ zi g

1
ﬁg((f)))) ;é } = L1 (é) nije jednozna&no definisana

S obzirom na (x), razli¢ite inverzne slike funkcije F'(s)
ne mogu se "mnogo" razlikovati izmedju sebe. U
praksi se L71(F(s)) odredjuje iz tabele.

Primeri:




r1 N = cost
S
1 e S ] _
L 71 =U(t — 1)sin(t — 1)
8 -

1° F(s) = gg;, st P < stQ;

Q(s) = (s—s1) -+ (s—sn) pol. sa realnim koeficijentima

P(s) _ Aq Ak:
O R A )

s=a korga reda k

+ + ...+
(s —a)? + 32 ((s — a)2 + 52)"
s=a+if koren reda r

020 ] - e 1] e

S—a

_1[ A A, a1 [(k—1)1 A atak—
0 £t ] = et (48] = s



—1| Mis+N -1 [Mi(s—a)+Mia+N1|
c) £ [(s—la)%}ﬂ} =L [ (s—a)+p2 }_

= ML [t |G [ =

= Mqe® cos Bt + —g ¢ sin Ot

Primer: F(s) = m — é 4 Bs+C

A+B=0
As?+ A4+ Bs?24+(Cs=1= C=0 - B=-1
A=1

l%@:%—&ﬁl:>ﬂﬂ:JTHF@»:1—C%t

—1 Myrs+Ny
d) L [((S—a)2+62)7“

izvod slike: L7Y(F/(s)) = —tf(¢)
konvolucija: £ Fy(s)Fa(s)) = f1(t) * fo(t)

ili pomoéu Melinove formule.

} odredjuje se primenom osobina:

Primer: G(s) = m = F'(s)

F(s) = [G(s)ds = 5 [(s*+1)2d(s*+1) = —5 77




L7YF(s)) = —3sint = LTY(F/(s)) = —t(—3sint) =
— %tsint

Primer: (1 (ﬁ) —

1 S 1 S
— L:_]' . = [:_1 [:_1 ( ) —
(82—|—1 32—|—1> (32—|—1)>|< s2 41

t t
1
= sintxcost = /sin x cos(t—x)dx = 5 /[sin(a:—l—t—ac)—|—
0 0

t t
1
+sin(z—t+z)]dx = 5[/ sin tdm—l—/sin(Za:—t)da:] =
0 0

t t

1. . 1 1 .
= —[sint-x| — —cos(2x —t)| | = =tsint
2 2 2

0 0

Domadi: Odrediti £1 (@)



4. Melinova formula

Teorema: Neka je:

1° F'(s) analiti¢ka u oblasti Res =z > a
2° lim F(s) = 0 uniformno po arg s

|s| =00
T+100
3°Vx > a / |F'(s)|dy konvergira
T—100

Tada je za Res > a funkcija F'(s) Laplasova trans-
formacija funkcije f(t) i za t > 0 je

r-+100

f(t) = 2m f eStF(s)ds

r—100

(vrednost integrala ne zavisi od =, x > a!)

Teorema: Neka su ispunjeni uslovi 1°,2° 3°. Neka
je, osim toga, F'(s) analititka za Res < a osim u
tackama sq,...,s,. Tada je

k
f(t) = ; Res[e*' F(s), si]




Dokaz:

CR .Sl R
y N
a [x
.Sk

\_
Cr
rz+i1R
| eSLF(s)ds = / + /
c i
i C;g r—1R
~—~ precnik
polukrug
S druge strane,
k
/ eStF(S)dS = 271 Z Res[eStF(S)a sil =
1=1

_|_
CR

r+iR

k
/ e F(s)ds+ / e* F(s)ds = 2mi ) Res[e™F(s), 5]

/ r—1R =1
CR



Prelaskom na |im dobija se

R—o0
T+100 L
i, / eStF(s)ds = Z Res[eStF(s), s;]
271 ;
_ T—1i00 ) i=1
£(t)
jer [ — 0, R — oo.
Cr
Primer: F(s) = ﬁ, s = +i polovi reda 2

f(t) = Res[e3'F(s),i] + Res[e*' F(s), —i]

1 5 seSt )/
— lim | (s — ¢ =
1! s—1i (( ) (s — i)2(8 + 7;)2
; (€5t + steSt)(s +1)% — 2(s + i)sest
= |IlMm p—
5—1 (S + i)4
(e 4 ite)2i — 2ie’t  —2te 1 _
= : = — = —tsint — —tcost
(24)3 —81 4 4

Res[eS'F(s), ] =

sest /
Resle™ F(s) —il=g; fim (o075 ) =



' (€5t + steSt)(s — )% — 2(s — i)sest
p— Im p—
S——1 (s — )4
—it _ 4=\ (_9; - —1t _ —1t
(e ite”"")(—2i) +2ie”"  —2te

(—2i)3 81

Lit t+1t int
— —1T COS —TU SN
4 4

f(t) = %t sint

Primer: F(s) = 5(3—1)2(82+1)

f(t) = Res[e3'F(s),0] + Res[e3'F(s), 1]+
+ Res[e®*F(s),i] + Res[eS'F(s), —i]

2e5t 2
s(s —1)(s2+1) (-1)-1

Res[e3tF(s),0] = Iimos = -2
S—

DeSt et "
= = e
(3—1)(32—|—1) 1.2

Res[e3tF(s),1] = SIi_r)nl(s—l)S



288t
s(s—1)(s —1)(s+ 1) -

Res[e®'F(s), ] = lim (s — 1)

B Dett _cost—l—z’sint—l—icost—sint
(i —1)2 2

Res[eStF(s), —i] __ cost—isin tgq; cost—sint

f(t) = —2te! + cost —sint

5. Primene Laplasove transformacije

1° Linearna diferencijalna jednadina sa konstantnim
koeficijentima sa pocéetnim uslovom u O:
aow(n) + alx(n_l) + o Fap_12 + anx = f(t)

2(0) = zg,2'(0) =}, ..., "D (0) = 2"

L(x(t)) = X(s) =

ag(s" X (s)—s"Lzg—-- -—wgn_l))—l-- tanX(s) = F(s)



X(s)(ags" +---+an) = F(s)+ P(s), stP <n-—1

Q(s)
X() = T a) = 271X ()
Primer: 2"/ +2 =1, 2(0) = 2/(0) =0
5 1 B 1
s“X(s)+ X(s) = - = X(s) = (2D

z(t) = Res[e3' X (s), 0]+ Res[e®* X (s), i]+Res[e5' X (s), —i]

est

=1
s(s2+1)
oSt elt

(s —i)(s +d) 2i2
1 ..
= —E(cost—|—zsm t)

Res[e®t X (s),0] = Iim0 s
S—>

Res[e®* X (s),1] = ;an(s — i)s

est e—zt

s(s —i)(s+i) 22

1
= —E(cost — isint)

Res[eSt X (s), —i] = ;an(s + 1)

x(t) =1 — cost



2° Sistemi linearnih jedna&ina (prvog i viseg reda) sa
konstantnim koeficijentima sa podetnim uslovom u O:

Primer:
r—y=0 z(0)=1
y +x=0 y(0)=0
sX(s)—1—-Y(s)=0
sY(s)+ X(s)=0 } ~
X(s) = —sY(s)
Y(s) = 21 = y(t) = —sint
X(s) = 323— 1 = x(t) = cost

Formalni zapis:

dX

Lz1(1))

X(s) = L(X(t)) = .
L(zn(t))



E(%) = sX(8)—Xg = sX(s)—Xg = AX(s)+B(s) =
(sI — A)X = B(s) + X
X(s) = (sI = A)"H(B(s) + Xo)

X(t) = L7H((sI — A)7H(B(5) + X0))

t
Xt)= [ eAt=2)p(z) dw + eAt X
0

Primer: ! — oy o — = el — 2
22! — ! — 20! 4y = —t

z(0) = y(0) = z'(0) = /(0) = 0

X (s) = 82V (5) + Y (5) = X(s) = 2y - 3
252X (5) — s2Y (s) — 25X (5) + Y (s5) = —% =

1 2s — 1
s(s —1)2’ Yis) = s2(s — 1)2

X(s) = =

(t) =1—e' +tel, y(t) = —t+ te



3° Integro-diferencijalne jednadine:

t
Primer: y(t) +4 / 2 Ht — x)y(x)dx = e 3t
0

J/

te_ttkry(t)
L(y(8) = Y (5), £(te™) = A £(e3) =
1 1
_ 32 2s5+1
Y(s) = (s2+2j+5;L(s+3)

Domaci: Odrediti y(t)




