
1. PRIMER 2. KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 3

Prezime i ime : , broj indeksa :

1. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

xy u′x +
√

y2 − 1 u′y + y(x2 − z) u′z = 0 .

Rexeǌe:
(str. )

2. Odrediti sve analitiqke f-je f : x + iy → u(x, y) + iv(x, y) ako je

v(x, y) = y sin x ch y + x cosx sh y .

Rexeǌe:
(str. )



3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ + 2y′ + 5y = 4te−t, ako je y(0) = y′(0) = 2 .

Rexeǌe:
(str. )



2. PRIMER 2. KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 3

Prezime i ime : , broj indeksa :

1. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

z(x + y) u′x + z(x− y) u′y + (y2 − 2xy − x2) u′z = 0 .

Rexeǌe:
(str. )

2. Izraqunati
∫

C−

dz

z5 − 2z4 + 2z3
, ako je C = { z : |z − i| = √

2 } .

Rexeǌe:
(str. )



3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t) = e2t −
t∫

0

y′(x) e2t−2x dx, ako je y(0) = 1 , y′(0) = −1 .

Rexeǌe:
(str. )



PRIMER REXENOG 2. KOLOKVIJUMA IZ MATEMATIKE 3

Prezime i ime : , broj indeksa :

1. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(−x2 + xz2) z′x + (xy − yz2 − 2z2) z′y = xz .

Rexeǌe:
(str.5,6)

Pridru�eni sistem date parcijalne j-ne je
dx

−x2 + xz2
=

dy

xy − yz2 − 2z2
=

dz

xz
.

Iz
dx

−x2 + xz2
=

dz

xz
dobijamo linearnu d.j. x′ +

1
z
x = z ,

qije rexeǌe z(3x− z2) = C1 predstavǉa prvi integral pridru�enog sistema.

Iz
y dx + x dy

−2xz2
=

dz

xz
dobijamo j-nu d(xy) = −2z dz ,

qije rexeǌe xy + z2 = C2 predstavǉa jox jedan prvi integral pridru�enog sistema.

Kako su dobijeni prvi integrali oqigledno nezavisni,
rexeǌe polazne parcijalne j-ne z(x, y) definisano je sa F

(
z(3x− z2), xy + z2

)
= 0 ,

gde je F ( , ) proizvoǉna diferencijabilna f-ja.

2. Odrediti sve analitiqke f-je f : x + iy → u(x, y) + iv(x, y) ako je

v(x, y) =
x

x2 + y2 + 2y + 1
.

Rexeǌe:
(str.3,4)

Iz K-R uslova dobijamo u′x(x, y) = v′y(x, y) =
−2x(y + 1)

[x2 + (y + 1)2]2

i u′y(x, y) = −v′x(x, y) =
x2 − (y + 1)2

[x2 + (y + 1)2]2
.

Iz u(x, y) =
∫

u′x(x, y) dx +
∫ [

u′y(x, y)− ∂

∂y

(∫
u′x(x, y) dx

)]
dy ,

∫
u′x(x, y) dx =

∫ −2x(y + 1)
[x2 + (y + 1)2]2

dx =
y + 1

x2 + (y + 1)2
i

∂

∂y

(∫
u′x(x, y) dx

)
=

x2 − (y + 1)2

[x2 + (y + 1)2]2
,

dobijamo u(x, y) =
y + 1

x2 + (y + 1)2
+ C .

Na kraju je

f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) =
(y + 1) + ix

x2 + (y + 1)2
+ C =

(y + 1) + ix

[(y + 1) + ix][(y + 1)− ix]
+ C = . . .

. . . =
i

x + iy + i
+ C , odnosno f(z) =

i

z + i
+ C .



3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′(t) +

t∫

0

(y′′(x) + y(x)) sin(t− x) dx = 2 cos t , ako je y(0) = 0 , y′(0) = −2 .

Rexeǌe:
(str.1,2)

Neka je y(t) L−→ Y (s) . Tada je y′′(t) L−→ s2Y (s)− s y(0)− y′(0) = s2Y (s) + 2 i
t∫

0

(y′′(x) + y(x)) sin(t− x) dx = (y′′(t) + y(t)) ∗ sin t
L−→ (s2Y (s) + 2 + Y (s))

1
s2 + 1

= Y (s) +
2

s2 + 1
.

Nakon delovaǌa Laplasove tr. na datu diferencijalno-integralnu j-nu

dobijamo algebarsku j-nu s2Y (s) + 2 + Y (s) +
2

s2 + 1
=

2s

s2 + 1
,

qije rexeǌe je Y (s) = − 2
s2 + 1

+
2s

(s2 + 1)2
− 2

(s2 + 1)2
.

Tra�ena f-ja y(t) je inverzna Laplasova trans. f-je Y (s) i mo�e se dobiti iz

tabliqnih Laplasovih tr. sin t
L−→ 1

s2 + 1
, t sin t

L−→ 2s

(s2 + 1)2
i t cos t

L−→ s2 − 1
(s2 + 1)2

.

Dobija se y(t) = −2 sin t + t sin t− (sin t− t cos t) = −3 sin t + t(sin t + cos t) .


