
2. GRUPA

1. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(xz + yz + 2y) z′x + (3z − 2y) z′y = z .

Rexeǌe: Pridru�eni sistem date parcijalne jednaqine je
dx

xz + yz + 2y
=

dy

3z − 2y
=

dz

z
. Iz

dy

3z − 2y
=

dz

z
dobijamo linearnu d.j. y′ +

2
z
y = 3 , qije rexeǌe z2(y − z) = C1 predstavǉa

prvi integral pridru�enog sistema. Iz
dx + dy

(x + y + 3)z
=

dz

z
dobijamo j-nu

d(x + y)
x + y + 3

= dz , qi-

je rexeǌe ln |x + y + 3|−z = C2 predstavǉa jox jedan prvi integral pridru�enog sistema. Kako
su dobijeni prvi integrali oqigledno nezavisni, rexeǌe polazne parcijalne j-ne z(x, y) defin-
isano je sa F

(
z2(y − z), ln |x + y + 3| − z

)
= 0 , gde je F ( , ) proizvoǉna diferencijabilna f-ja.

2. Izraqunati
∫

C−

sh z

(z2 + iz)2
dz , ako je C = { z : |z + i| = √

2 } .

Rexeǌe: S obzirom da je f(z) =
sh z

z2(z + i)2
i lim

z→0

sh z

z

L.P.= lim
z→0

ch z

1
=

1
1

= 1 , ima�emo

lim
z→0

(zf(z)) = lim
z→0

(
sh z

z
· 1
(z + i)2

)
=

(
lim
z→0

sh z

z

)
·
(

lim
z→0

1
(z + i)2

)
= 1 · 1

i2
= −1 6= 0 ,

pa je z = 0 pol 1. reda i Res
z=0

f(z) = lim
z→0

(zf(z)) = −1 .

Za z = −i je lim
z→−i

(
(z + i)2f(z)

)
= lim

z→−i

sh z

z2
=

sh (−i)
(−i)2

= sh i 6= 0 , pa je z = −i pol 2. reda i

Res
z=−i

f(z) =
1
1!

lim
z→−i

(
(z + i)2f(z)

)′ = lim
z→−i

(
sh z

z2

)′
= lim

z→−i

z ch z − 2 sh z

z3
= −(ch i + 2i sh i) = 2 sin 1− cos 1 .

Na kraju,
∫

C−

sh z

(z2 + iz)2
dz = −2πi

(
Res
z=0

f(z) + Res
z=−i

f(z)
)

= −2πi(−1+2 sin 1−cos 1) = 2πi(1+cos 1−2 sin 1).

3. Primenom Laplasove transformacije rexiti jednaqinu

y′′ + 2y′ + 2y = e−t(t + 2 sin t) ,

ako je y(0) = 1 , y′(0) = 2 .

Rexeǌe: Neka je y(t) L−→ Y (s). Tada je y′(t) L−→ s Y (s)−y(0) = s Y (s)−1 i y′′(t) L−→ s2Y (s)−
s y(0)−y′(0) = s2Y (s)−s−2 . Nakon delovaǌa Laplasove tr. na datu diferencijalnu j-nu dobijamo

algebarsku j-nu (s2Y (s)− s− 2) + 2 (s Y (s)− 1) + 2 Y (s) =
1

(s + 1)2
+

2
(s + 1)2 + 1

, qije rexeǌe je

Y (s) =
s + 4

(s + 1)2 + 1
+

1
(s + 1)2[(s + 1)2 + 1]

+
2

[(s + 1)2 + 1]2

=
s + 4

(s + 1)2 + 1
+

1
(s + 1)2

− 1
(s + 1)2 + 1

+
2

[(s + 1)2 + 1]2

=
s + 1

(s + 1)2 + 1
+

2
(s + 1)2 + 1

+
1

(s + 1)2
+

2
[(s + 1)2 + 1]2

.

Ako je Z(s) =
s

s2 + 1
+

2
s2 + 1

+
1
s2

+
2

[s2 + 1]2
i Z(s) L−1

−→ z(t) , ima�emo da je

Y (s) = Z(s+1) L−1

−→ y(t) = e−tz(t) . Funkciju z(t) mo�emo dobiti korix�eǌem tabliqnih trans-

formacija f-ja t , sin t , cos t , kao i tabliqne transformacije t cos t
L−→ s2 − 1

(s2 + 1)2
. Dobi�emo

da je z(t) = cos t + 2 sin t + t + (sin t− t cos t) , odnosno

y(t) = e−t[(1− t) cos t + 3 sin t + t] .


