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1. Uvod
1.1. Relacija. Operacija. Funkcija

Def. Uredena n-torka (Xi, X2,..., X») j€ niz elemenata &iji se redosled taéno zna.

Primer: (a, b) je uredena dvojka
Def. (X1, X211, X0) = (Y1, Y2300, Vi) KO JE X1 = Y1, X2 = 2,100y X0 = Yo

Def. Dekartov (direktni) proizvod skupova Ay, Ay,...,An j€ skup
AA A ={aa,.a,)|aT A, i=12,..n}
Secijalno, A” A" .0 A= A" :{(al,az,...,an)|aiT A i :1,2,...,n}.

Primeri: R? :{(x,y)| x,y1 R} - realnaravan
R® ={(a,b.c)|a,b,cT R} - reani prostor

Def. f je binarna relacija nad skupovima Ai B, akoje f I A" B. Ako je A = B, tada je f
binarna relacija nad A.

Ako (x,y)T f,kaz ese"xurelaciji fsay', apis esexfy.

Primeri: f —{ y)i R | X +y? <1} - krug u ravni sa centrom (0,0)
TR

{()

Def. f je relacija duZ ine n nad skupovima A, Ap,....A,akoje f1 A~ A~ .. A .Akoje
A=A =.=A =A,tadajef relacijaduz inen nad A.
Akoje f =0, tojeprazna relacija.
Akoje f =A " A~ .." A , tojeuniverzalnarelacija.
Akojen=11j. f I A,tojeunarnarelacijanadA.

R*| x< y} - poluravan iznad prave'y = X.

Def. NekasuAi B neprazni skupovi.
Ako se po nekom pravilu f svakom elementu iz A pridruz uje neki element iz B, tada se
kaZz e dajef funkcija koja preslikava A u B.



U oznaci: f:A® B, b= f(a), a - original, b - sika
Ajedomen, a f(A)={f(a)| al A} jekodomen.

Def. f je jednoznaéna funkcija ako vaz i da, za svako xI A i y,zI B, ako y=f(x) i
z= f(x), onday = z Jednoznaena funkcija f se naziva predlikavanje.

Def. Predikavanje f: A® B je "na", ako je f(A) =B tj. za svako bl B postoji al A
takodajef(a)=b.

Predikavanje f : A® B je"1-1", akovaz i: zasvako x, yI A, akoje f(x)=f(y),
ondaje x=y.

Ako je f:A® B i "na" i "1-1", naziva se hijekcija ili uzajamno jednoznaéno
predikavanje.

Primeri: f :N® N, f(x)=x+1

. - nije"na’, jeste"1-1"
R Za f :N® N\{ 1}, jestebijekcija




f(x)=x°

f:R® R,nije"nd’, nije"1-1"
f:R® {xI R| x3 0}, jeste"na", nije"1-1"
> f:N® N,jeste"na’, jeste"1-1"

Def. f je binarna operacija nad skupovima A, B, C ako jef preslikavanje A~ B u skup C.
f je operacija duzine n nad skupovima A, A,,...,A, B ako je f predikavanje

A A ... A uB.

Zan=1,f jeunarnaoperacija

Primeri: Z=X+Yy + R°® R
z=xEy E:PA" PA® PA
z=-X operacija promene znakaje unarna.

1.2. Osnovni pojmovi logike

Def. Iskazje regenica kojaima smidai kojajeili istinitaili neistinita (ne moz e biti i jedno i
drugo ili ni jedno ni drugo).

Iskaz obelez avamo saP, Q, R, S

Svakom iskazu pridruz ujemo istinitosnu vrednost, u oznaci v(P),

i 1, ako jePistinito  (ili T)
Vv(P) =i : < o
10, &ojePla’no (ili~,L)

Primeri:

- Zasvaki reani broj x, x> = 9. (iskaz koji je laz an)

- Kroz taéku A van prave p prolaze bar dve razliéite prave koje ne seku pravu p.
(aksiom — dogovoreno tagan iskaz u geom. Lobagevskog)

- Ovareéenicajelaz na(semantiéki paradoks — circulus vitiosus — nije iskaz)

Def. Predikat je regenica koja ima smisla, sadrz i jednu ili vi$ e promenljivih i njena
istinitost zavisi od konkretnih vrednosti tih promenljivih.

Primeri:



- xiysureani brojevii x*+y®£1 (predikat istinit za x=y=0,aza x=y=1 je
laz an).
- Zasvaki prirodni broj x, x>y (za y <1, predikat jeistinit,aza y 3 1 jelaz no).

Od reenica (iskazai predikata) se formiraju sloz enije reéenice upotrebom tzv. logiekih
operacija. Istinitosna vrednost novih regenica zavis od istinitosnih vrednosti reeenica koje ih
obrazuju i utvrduju se na osnovu ovih vrednosti.

Negacija— "ne P"' — negacijataénog iskaza je netacan iskaz, i obrnuto.
Konjukcija—"Pi Q" —istinitasamo ako sui Pi Q istinite.

Disiunkcija—"Pili Q" —istinitaako je bar jedan od iskaya tacan.

Implikacija—"Ako P, onda Q", - 1az naje ako je P istinito, a Q laz no, u svim ostalim
sduégjevimajeidtinito. "Iz P dedi Q", "P povlag Q", "Pje dovoljan usov zaQ", "Q je
neophodan uslov za P", itd. P je pretpostavka, premisa, Q je posledica, zakljuéak.
Ekvivalencija—"P ako i samo ako Q" —taeno ako su P i Q obataénaili oba netaéna.
"Pjeekvivalentno saQ", "P akko Q", "P je neophodno i dovoljno za Q".

Vv(P) | v(Q) | v(neP) | v(PiQ) | v(PiliQ) | v(akoPondaQ) | v(PakkoQ)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

2. Matematieka logika

- Formalizuje postupke dobijanja sloZ enih reeenica od prostih, utvrdvanje istinitosne
vrednosti ovih reéenica u skladu sa pravilimaispravnog logiekog zakljuéivanja.
- Deli senaiskazni ragun i predikatski ragun.

2.1. Iskazni raéun

- formalizuje pravilno zapisivanje iskaza, gradenje novih sloz enih iskaza, kao i
utvrdvanje istinitosne vrednosti ovih iskaza u zavisnosti od istinitosti iskaza koji ih éne.
Dabi se ovaformalizacija uspes noizvela, uvodi se pojam iskazne algebre.

2.1.1. Iskazna algebra

Def. Datjeskup{ 0,1} i operacije @,U,U,b ,U definisane sledesém tablicama

dmenatiz{ 01} |w
1 0




I

[1 |

demenatiz { 0,1 }?

(1, 1)

(0, 1)

U
1
(1,0 0
0
0

(0,0

P | U
1 1
0 0
1 0
1 1

olr|r|r|

Skup { 0,1 } snabdeven operacijama @, U, U,p ,U jeiskazna algebra.

Operacije iskazne algebre mogu, u opS tem sluégju, biti bilo koje operacije sa

prethodnim tablicama. One ovde nose oznake logiekih operacija, jer logieke operacije imaju
iste tablice nad skupom {istinito, neistinito} .

Uobiégjene oznake za operacije: 1U1=1, 1p 0=0

2.1.2. Iskazna formulai njena vrednost

Simboli iskazne algebre:

Def.

promenljive iskazne algebre: p,q,r, Py, Ay, Fysees Pry Oy o
simboli operacija. @,U,U,p ,U
pomoaai ssmboli: (, ).

Iskazna formula je niz sastavljen od iskaznih slova, ssmbola operacija i zagrada koji je

formiran prema sledeaem konvencijama formalnog zapisivanja:

1. Iskazna slova su formule

2. Ako su A i B iskazne formule, tada su i @A (AUB),(AUB),(Ab B),(AU B)
iskazne formule.

3. Iskazne formule se jedino obrazuju konaenom primenom 1. i 2.

Primeri:

p,Dp,(pUQq), (FpP q)UL(rUq)) - pravilno
pd,)pUqg,pP Uq - nepravilno

- gpoljas nje zagrade mogu se izostaviti

- unutrasS nje zagrade mogu se izostaviti u sk[adu sa sledesem prioritetima operacija
1) w,2) UU,3) b ,4) U . Npr. dpUg)Urb q.

- (AUAU.UA,)UA =A UA U..0A =Up
- (AUAU..UA )UA =AUAU...0A = UA



Iskazna formula za iskaznu algebru predstavlja ono S to predstavlja algebarski izraz za
algebru brojeva.

Vrednost iskazne formule A, v(A), dobija se kada u A svaku promenljivu zamenimo sa

nekom vrednosS agl iz { 0,1 } i izvrS imo sve naznagene operacije. Kao rezultat se dobije 1 ili
0 koje predstavlja vrednost formule A za odgovarajuae vrednosti promenljivih.

Primer:

(Bpb q)UB(rUq)) zap=9g=1, r=0
v(@pb q)UB(r Uq) = (@1 )UB(0UL) = (0b HUGL=100=0

Ovakva formalizacija omoguaava jednoznaeno izraéunavanje istinitosnih vrednosti
sloz enih iskaza:

Ako sada u iskaznoj algebri promenljive p, g, r Smatramo iskazima, operacije
@,U,U,p ,U oznacavgiu odgovarguse logieke operacije, a 0 znag “laz no* i 1 znaé
“istinito”, tadaiskazne formule predstavljaju pravilno zapisane sloZ ene iskaze.

Istinitosna vrednost ovakvog sloz enog iskaza se dobija kao vrednost njemu
odgovargjuae iskazne formule na sledese nagin: Svaki se iskaz u formuli zameni svojom
istinitosnom vrednoS aa pa se izracuna vrednost formule kao u iskaznoj agebri. Vrednost
formule predstavlja istinitosnu vrednost iskaza. Tako se izragunavanje istinitosnih vrednosti
slozZ enih iskaza svodi naizraéunavanje u iskaznoj algebri.

Primer:

Data su dva trougla DABC i DA;1B1Cy. Ako je a =a, i AB = A;B;, tada su trouglovi
DABC i DA1B;C; podudarni ako i samo akoje b =b,.

Formalizacija:
p:a=a,,q AB=A;B;, r: DABC @DA1B:Ci, S b=D,
Odgovar ajuaa formulaiskazne algebre: (pUq)b (r U s)

zap=qg=r=s=1, v(pUqg)p (rU g)=@QU)P (A0 )=1p 1=1
zap=q=1r=1,s=0, v(pUg) b (rU s))=@U)P (A0 0)=1b 0=0

Def. Tautologija je iskazna formula koja za sve moguae vrednosti svojih promenljivih ima
vrednost 1. (Tautologija predstavija zakone pravilnog formalnog zakljueivanja.)

Neke poznate tautologija

1 pbp (refleksivnost)
2. pudp (iskljuéenje treaeg)



3. B(pUDp)

4. @@pU p

5 (pP q)U(qP r)P (pP 1)

6. (pP q)U (Zqb Ip)

7. (pU q)U(QU r)p (pU 1)

8. pUpU p, pUpU p

9. puqU qUp, pUgqU qUp
(pUq)Ur0 pU(qUr)

10, oA e
(pUg)Uru pU(qUr)

11. pU(pUq)U p, pU(pUQ)U p

pU(qUr)0 (pUqg)U(pUr)
"pU(qUr)u (pUqg)U(pUr)
13.pP qU @pUq
@(pUq) U @pUZq
‘@(pUg) U @pUaq
15.(pU q)U (pP q)U(gP p)

(neprotivureénost)
(dvojna negacija)
(tranzitivnost za b )
(kontrapozicija)
(tranzitivnost za U )
(idempotencijaza U,U)

(komutativnost za U,U)

(asiocijativnost za U,U)

(apsorpcija U prema U, tj. U prema U)

(distributivnost)

(De Morganovi obrasci)

Def. Dveiskazne formule Ai B su semantiéki ekvivalentne ako je A U B tautologija tj. ako A
I Bimaju uvek iste vrednosti za iste vrednosti promenljivih. PiS ese A= B.

Sada se u svim tautologijamaiz 1. - 15. koje sadrz e U , znak U moz e zameniti sa=.

2.1.3. Prekidagke mrez e

Samo one iskazne formule koje sadrz e U,U i W, gde se W javlja neposredno ispred
iskaznog slova, mogu se interpretirati kao tzv. prekidagke mrez e:

Iskazna slovai njihove negacije se interpretiraju kao dvopolni prekidagi koji mogu biti
otvoreni (kada ne provode struju) i zatvoreni kada provode struju. Ako iskazno slovo ima
vrednost 1, prekidae je zatvoren, aako je 0, on je otvoren.

Ako su A i B formule koje su veagprikazane kao prekidagke mrez e, tadaje

-ZaA U B,mrez a A

B | - rednaveza

-ZaA UB, mrez a

- paralelnaveza



Prekidagka mrez a sadrZ i redno ili paralelno vezane prekidaee, pri éemu su svi
prekidaéi oznaeeni istim slovom istovremeno ukljueeni ili iskljuéeni. Prekidae sa oznakom p
je ukljueen akko je prekidaé sa wWp iskljueen i obrnuto.

Prekidagka mrez a provodi struju akko odgovargjuaa formula ima za odgovarajuse
vrednosti slova (tj. stanje prekidaea) vrednost 1.

Tautologijama odgovara prekidagka mrez a koja provodi uvek struju bez obzira na
stanje svojih prekidaea.

Ako je A = B, tada su odgovargjuse prekidacke mrez e ekvivalentne tj. za iste
poloz gje svojih jednako oznaeenih prekidaga obe provode ili ne provode strujul.

Primeri.

8 pU@pUqg)=pUq
%
— P — —0p q —
q
b) (DpUq) U(DpUBq)) U p=pUDp- tautologija

OpC

[ i

dapc

2.1.4. Bool-ove funkcije

Def. Svako preslikavanje{ 01}"® { 0,1}, nT N, je Bool-ova funkcija.

N

broju razliéitih iskaznih slova koje formula sadrz i, tj. svakoj iskaznoj formuli F odgovara
Bool-ova funkcija f tako da je v(F)=f(p,,p,,.-.,p,) za sve vrednosti iskaznih slova
Ps Pos--- P, 1z formule F.

Bool-ove funkcije jedne promenljive
lp la; [ap |as |as

as odgovara negaciji W

10



=
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o
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Bool-ove funkcije dve promenljive (imaih 2% = 16)

P |q [by [by |bs [bi | bis
1 (1 (1 1 1 0 0
1 (0 (1 1 0 1 0
0O |1 |1 1 1 1 0
0 |0 |1 0 1 0 0

Za svaku Bool-ovu funkciju f postoji iskazna formula F tako da je
V(F)=f(p,,p,,..-, P,)- Otomegovori sledese stav:

Teorema. Nekaje f(p,,p,,..., p,) proizvoljna Bool-ova funkcija i
B,={ (a.6....6)1{ 01}"| f(a.e,...6)=1} i

B,={ (e.e....e)T{ 01}"| f(e.e,...e)=0},i p°=@p, pi=p,.
Tadaje

e | 0
1. Za Bt 0, f(pl,pz,...,pn)=v§ U (pt UpgU..UpT )z
(61,6...6,)1 By 9

- savr$ ena disjunktivna normalna forma

& . . 0
2' Za 8210’f(p1!p2’-~-1pn):vg U (plgeiUp?el UUp?en):
(€1,8,..€)1 By @

- savr$ ena konjuktivna normalna forma.

Primer:
b
S bs jeimplikacija
1 |0 |o
0o [1 [1
0 [0 |1
B, ={ (11,(01),(00), } by = (p* Ug")U(p° Uq") U(p° Ug°)
bs =(pUq)U(DpUa)U(TpUda)
B, ={ (10) } bs = p? Ug® = p° Uq* =@pUq

Natg nagin se svaka Bool-ova funkcijamoz e predstaviti pomoaa formule sa w, U, U,
pai pomoael prekidacke mrez e.

11



2.1.5. lzvodenje zakljueaka

Def. Formula F je semantiéka posledica skupa formula F ako vaz i: Za sve vrednosti
iskaznih slova za kojeje v(H) =1 zasvako H1 F,vaZz idajei v(F)=1.

Elementi skupa F su hipoteze formule F, u oznaci F | = F.
Zakonagan skup F ={Fy, Fo, ..., Fn}, F1, Fo, ..., Fn| =F.

Teorema. Fy, Fs, ..., Fn | =F akoi samo ako je (F, UF,U...UF,) b F tautologija.

Neka pravila zakljuéivanja:

1. p,pP q|=9g - modusponens (direktni dokaz)
Primer:
p: 1988 je deljivo sa4
pP q:AkojeN ddjivo sa4, tadaje godinaN prestupna
| = g: 1988 je prestupna godina.

2. pP qqbP r|=pb r -hipotetieki silogizam

Primer:
pbP q:Akoje a=2,tadaje a* =4
qb r:Akoje a® =4, tadaje a® = 4a
| = pb r:Akoje a=2,tadaje a® = 4a

3. p,dgb @p| = q - modus tolens (indirektni dokaz) - svodenje na apsurd

Primer:
p: U sobi ima 13 ljudi
@qb @p: Ako sve osobe imaju rodendan razlieitih meseci, tada u sobi imane vis e
od 12 osoba

| = q: Dveili viS e osobe imaju rodendan istog meseca
4. pb gq,qP p|=pU g -ekvivaencija

Primer:
Trougao je jednakostraniéan akko su mu svi uglovi jednaki

2.5. Predikatski raeun (kvantifikator ski raeun)

12



- formalizuje pravilni nagin zapisivanja predikata nekog matematiekog ili drugog jezika,
odredvanje istinitosne vrednosti predikata. Pri tome se ulazi u sadrZ g reéenica koje ulaze u
sastav predikata.

2.5.1. Predikatske formule

Osnovni simboli kvantitativnog raéuna:

1
2
3
4.
5
6

$: egzistencijalni kvantifikator, “postoji bar jedan”, “postoji neki*.

F

. promenljive: X, ¥, Z, X, Vi1 Zyyeeos Xy Vi1 Zpy s -
. kongtante: a,b,c,a;,b,c,,...,a,,b,,c,,...

n!~n?

. operacijski simboli: f,g,h, f;,9,,h,,...,f,,9,.h,,...
relacijski smboli: a,b,g,a,,b,,9,,... i
. simboli logiékih operacijai kvantifikatori: @,U,U,b ," .$.

. pomoaai simboli: male zagrade i zarezi.

. univerzalni kvantifikator, “bilo koji“, “svaki“, “makoji“

ormalizacija pravilnoqg zapisivanja predikata

Def. 1zraz je niz promenljivih, konstanti, operacijskih simbola, zagrada i zareza koji se

operacijski ssimbol duz ine 2, tada se, umesto f (x,y), moz e pisati xfy.

formira prema sledeaem konvencijama:
1. Konstantei promenljive suizraz (termi)
2. Ako su t,t,,...,t

izZraz

3. |zraz se dobijaju samo pomoael konaeno mnogo primena 1.1 2.

Primeri: x,a, f(x),9(x,y),9(g(x,a)), f (9(x),g(h(x, y)))

, 1zrazi, a f operacijski ssimbol duz ine n, tada je f(t,t,,...,t,)

Ako jef operacijski smbol duz ine 1, tada se, umesto f (x), moz e pisati f x, aako jef

Def. Ako su t,t,,...,t, izazi i a relacijski simbol duzine n, tada je a(t,t,,...,t.)

Def. Predikatska formula se defini$ e prema sledeatm konvencijama:

el ementar na formula.

Ako jea relacijski smbol duz ine 2, tada se, umesto a(x,y), moz episati xay.

Primeri: a(x,y),a(f(x,y)),a(f(x,y),a),a(xy,f(x),z)

1. Elementarna formula je predikatska formula
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2. Ako su A i B predikatske formule i x promenljiva, tada su (@A),(AUB),(AUB),
(Ab B),(AU B),(" x)A,($x)A predikatske formule
3. Predikatske formule se dobijaju samo pomoagel konaeno mnogo primena 1.1 2.

U predikatskoj formuli mogu se izostaviti spoljas nje zagrade, a i neke unutras nje
prema prioritetu logiekih operacija.

Primeri:

@ ("X y@xy)pP a(f(x),f(y)
() (" xalx.y) b ($y)a(x,y)
© a(xy)P ($2)b(y, f(x,2))

2.5.2. Pojavljivanje promenljivih u predikatskoj formuli

Def. Pojavijivanje promenljive x u formuli F je vezano, ako je oblika (" x) ili ($x) ili ako se
x pojavijuje u nekoj formuli A, pri eemuje (" x) Aili ($x) A podformula formule F.
Ako pojavljivanje x nije vezano ono je slobodno.

Def. Sobodna promenljiva formule F je promenljiva koja ima bar jedno slobodno
pojavljivanje u toj formuli.
Vezana promenljiva formule F je promenljiva éija su sva pojavijivanja u toj formuli
vezana.

Primeri:

- Sve promenljive u formuli (a) su vezane.
- XY, izformule (b) su slobodne promenljive.
- X, Y su slobodne, az vezanau formuli (c).

Ako su sve promenljive u jednoj formuli vezane, tada se ova formula zove zatvorena
formula. Takve formule predstavljgju regenice kojima se moz e direktno odrediti istinitosna
vrednost, paone, u stvari, predstavljaju iskaze.

Ako su x;,X,,...,X, slobodne promenljive formule F, tadase piS e F(x;, X,,...,X,) .

2.5.3. Interpretacija predikatske formule

Def. Uredenpar (D,j ) jeinterpretacija formule F, ako je
- D neprazan skup koji predstavlja oblast definisanosti svih promenljivih i konstanti
izformule F,
aj predlikavanje koje:
- svakoj konstanti iz formule F dodeljuje odreden element iz D,
- svakom operacijskom simbolu duz ine n dodeljuje konkretnu n-arnu operaciju nad
D,
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- svakom relacijskom simbolu duz ine n dodeljuje konkretnu n-arnu relaciju u D.

D se nazivadomen interpretacije formule F.

Primeri:

" x)(" y)a(f(x,y), f(y.x))

1. D=Rj: f® +,a® =

(" x)("y) Xx+y=y+x
2.D=PAj: f® E,a® =

(" X)("y) xE y=yE x

3. D={01},j: f@Ua®-=
("x)("y) xUy=yUx

Predikat predstavlja predikatsku formulu koja je interpretirana.

Def. Broj slobodnih promenljivih u jednom predikatu predstavija duz inu tog predikata.

Predikat duz ine O predstavljaiskaz.

2.5.4. Istinitosna vrednost predikatske formule

Istinitosna vrednost predikatske formule moZ e se odrediti samo ako je ta formula
interpretirana tj. istinitosna vrednost formule zavisi od njene interpretacije i vrednosti njenih
slobodnih promenljivih.

Formalizovani postupak utvrdvanjaistinitosne vrednosti:

1. Ako interpretirana formula ima duz inu O, njena istinitosna vrednost se odreduje
direktno ulaz enjem u sadrZ g reeenice.

2. Ako je duz ina interpretirane formule vesa od O, treba fiksirati vrednosti svih
slobodnih promenljivih formule.

3. Za fiksirane vrednosti slobodnih promenljivih izragunati vrednosti svih izraza koji
ulaze u formulu (tj. izvrS iti naznaéene operacije nad konstantama iz D i dobiti kao
rezultat konstantu iz D).

4. Odrediti zatako dobijene vrednosti izraza, vrednosti elementarnih formulaiz formule
kao:

1L (v(t) (), vt ) T a

v(a(tl,tz,...,tn)—%o’ drugacije :

5. Nad vrednostima elementarnih formula (1 ili 0) izvrSiti logieke operacije
@,U,U,p ,U (udomenu iskazne algebre).

6. U dueaju da se u podformulama javljgju kvantifikatori, tada
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- v((" x)A) =Vv(A), ako A ne sadrz i x kao slobodnu promenljivu

- V(($X)A) =Vv(A), ako A ne sadrz i x kao slobodnu promenljivu
} 11, akojev(A)=1zasvakoxi D
- V(A "1 0, drugacije
11, akojev(A) =1zabarjednoxi D
- V(BIAX) _% 0, drugacije

Primeri: a(f(x,y),2))Ua(y,f(x,2)P b(y,2)

Interpretacija: f:+, a:x<, b=
X+y<zUy<x+zb y=z

Zax=1y=32=21+3<2U3<3 p 3=2 )
V(1+3<2U3<3pb 3=2)=Vv(4<2U3<3pb 3=2)=0U0P 0=0pb 0=1

Zax=1y=22z=41+2<4 U2<1+4 b 2=4
V(3<4U2<5p 2=4)=101p 0=1P 0=0

Def. Formula je taéna pri interpretaciji (d,j ) ako za sve vrednosti slobodnih promenljivih
ima vrednost 1 pri toj interpretaciji.

Def. Formula koja je taéna pri svakoj interpretaciji je valjana formula.

1. Ako se u nekoj tautologiji svaka promenljiva zameni sa nekom predikatskom formulom
(isto] promenljivoj odgovaraistaformula), dobija se predikatska formulakojaje vajana.

Primeri: FUGF, F, b F,=@F, UF,, F,bp F,=@F, b @F,, itd.

2.

D" X)AX) U ($X)DA(X) v

AS)AX) O (" X)BAX) i

"X NAXY)U ()" X)AX,Y) y valjane formule
(" ) (A UB(X) U (" x)AX) U(" X)B(X)-:-

($X)(A(X) UB(X)) U ($x)A(X) U($x)B(x) }

Def.. Formule Ai B su semantiéki ekvivalentne, akoje AU B valjana formula

3. Algebarske strukture

Def. Binarna operacija f u skupu Sje zatvorena, ako (" x, yI S) xfyl S

Osobine zatvorene binarne operacije * u skupu S:
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1. ("xyl S x*yl S=y*x (komutativnost) (K)

2. ("x,y,21 S) (X*y)*z=x*(y*2) (asocijativnost) (A)

3. (%el S) ("al S) a*e=e*a (neutralni ili jediniéni element) (N)
($eT S) ("al S) e*a=a (e¢- levi neutralni element)  (LN)
($e'1S) ("al S) a*e'=a (edt- desni neutralni element) (DN)

4, ("al S) ($a'lS) a*ra'=a'*a=e (inverzni element) (1)

Def. Neprazan skup S snabdeven sa jednomili vi$ e zatvorenih operacija fy, f2, ..., fybilo
koje duz ine naziva se algebarska struktura (ili algebra), u oznaci (S fi, fa, ..., fn).

3.1. Grupa

Def. Secijalno, za n=1, skup S snabdeven jednom binarnom zatvorenom operacijomje
grupoid, u oznaci (S *).

P_rimeri: (R,+), (R’ ' )! (Q!+)! (Z! ' )

Def. Ako grupoid (S*) zadovoljavai uslove da je
- * asocijativna, tada je (S, *) polugrupa,
*je(A)i (N), tadaje (S *) monoid,
*je(A), (N), (1), tada je (S *) grupa,
*je (A), (K), (N), (), tada je (S *) Abelova grupa.

Primeri:

- (N, 4),(N,-) - komutativni monoidi
- (PA,E), (PA, Q) - komutativni monoidi
- (Z,1), Q) (R #) - Abelova grupa

- (R{0},-), (2{0},-) - Abelova grupa

- ({41,-1,9) - Abelova grupa

Teorema. Ako je (S*) grupa, njen neutralni element je jedinstven.
Dokaz: Ako postoje dva neutralna elementa ey, &

("xI' S) (x*e, =e*x=xUx*e,=e,*x=xP e =e,*e =¢e, P |e =¢,
Teorema. Ako je (S*) grupa, svaki njen element ima jedinstveni inverzni element.
Dokaz:  Ako postoje dva inverzna elementa a;*, a,' elemente atadaje

a*a'=a'*a=eUa*a,' =a,' *a=eb

a'=a'*e=a;'*(a*a;')=(a;'*a)*a,' =e*a,' =a;' b |a;

Def. Akoje(S.*)i (S,-) dva grupoida, tada su ovi grupoidi izomorfni, ako postoji bijekcija
fS na$Stakodavaz i:

" xyl's) f(x*y)=f(q- f(y)
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Primer:
(R*, -) jeizomorfno sa (R, +), jer postoji bijekcijalnx: R'® R, tako daje In(x»)=Inx
+Iny.

Izomorfni grupoidi su iste strukture. Ako je jedan od njih grupa, i ong drugi mora biti
grupa.

3.1. Prsten. Telo. Polje. Bool-ova algebra

Posmatra se algebarska struktura (S, *, °), gde su * i ° binarne zatvorene operacije na S.

Operacije ° je distributivna u odnosu na*, ako vaz i

(" x,y,z1 S) (x*y)oz=(xo2)*(yoz) -(DD) desnadistributivnost
("X V¥,21 S) Xo(y*z)=(xoy)*(xez) -(LD) levadistributivnost

Def. (5*,°) jeprsten, akoje
- (S*) —Abelova grupa,
- (S °) —polugrupa,
- ° jedistributivna prema *.
Ako je ° komutativna operacija, to je komutativan presten.

Primeri: (Z, +, -)

Def. (S*,°)jetelo, akoje
- (S*) —Abelova grupa,
- (S\{0},°) —grupa (0 je neutralni element operacije *)
° jedistributivna prema *.

Def. Telo (S*, °) jepolje, ako je (S\{0},°) Abelova grupa.
Primeri: (R, +, °)

Def. (S*, °) je Bool-ova algebra, ako je
- *2su(A)i(K).
- * i °suobostrano distributivne.
- postoji neutralni lement e; operacije * i neutralni elemnt e, operacije °.
- ("xI'9) ($x1 S)(x*x'=e,Uxox'=¢g)

Primeri: (P, E, Q)i ({0,1}, U, U)
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4. Relacijske strukture
4.1 Parcijalno uredeni skup

Osobinebinarnerelacijer u skupu S:

1. ("xI'S) xrx - refleksivnost
2. "x,yI S xryb yrx - sSimetriénost
"x,yI S) xryUyr xb x=
( y ) y\ y y - antisimetrienost
ili x1 yUxr yb @yr x
4. ("xvy,z21 S) xryUyr zb xr 2) - tranzitivnost

r jerelacija ekvivalnecije, ako zadovoljava 1,2, 4.
r jerelacija poretka, ako zadovoljava 1,3, 4.

Def. Neprazan skup S snabdeven nekom relacijom poretka r naziva se parcijalno ureden
skup, u oznaci (S r).

Primeri: (R, £), (P, 1), (N,/)

Def. Parcijalno ureden skup (S r) jelanac ako su mu svaka dva elementa urediva tj. vaz i.
"x,yl'S) (xryUyr 2

Primeri: (R, £) -lanac
(N, /), (P, 1 ) —nisulanci

Najmanji element a skupa (S,r):(" yl S ary.

Najveae element a skupa (S, r):(" yl S yra.

Minimalni element a skupa (S r):U($yl S (y* a UyEa)
Maksimalni element a skupa (S, r):U($yl S (Yt a U afy).

Svaki ngjmanji (najvese) element je i minimani (maksimani). Kod lanca je svaki
minimalni (maksimalni) element najmanji (najvese) element.

Primeri: (PA,1),A={1,2, 3}, Ajengmanji, aA najveseelemnt.
(PAN{A& A} ,1)-{1},{2},{3} - minimalni elementi
{1,2},{1,3},{2,3} - maksimalni elementi

Teorema. Ako postoje najveaeili najmanji element, oni su jedinstveni
Dokaz:  Ako postoje dva najvesa elementa ay, a, , tada

("yI'sS) yraUyra,pa,raUara,b[a=a,]|
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4.2 Supremum. Infimum. ReS etka

Def. Nekaje(S r) parcijalno ureden skupi Sl S Tadajeal Sgornja (donja) meda skupa
S, akoje
“"yl's) yra . ("yl §)ary
Supremum skupa S je najmanji element u skupu gornjih meda skupa S;.
Infimum skupa S, je hajvese element u skupu donjih meda skupa S.

Primeri:
-(R,£),$={-1,1}: donjemede aE-1,inf S;=-1
gornjemede &1, supSi=1

- (N, o), gdeje awU ($ki N) b=ka, S;={12, 30}
gornjemede:. 60k, k=1,2,.., sup{12, 30}=60
donjemede: 2,3,6 inf{12, 30} =6

Def. Parcijalno ureden skup (S r) jenrez aili res etka ako svaka dva njegova elementa
imaju supremum i infimum.

Teorema. Svaki lanac jeres etka.

Primeri:
a) (N, 9, sup(a b)=namanji zajednieki sadrz alac (a,b)
inf (a, b) = najveae zgjednieki delilac (a,b)
b) Sr) $={0,26}, r={(00),(20), (60,2 2),(26), (6 6)}

j donjemede: 2,6, infS, =6()

51={0,6} { gorjamede:0,  supS, =0
) j donjamede:2, infS, =2
5={0, 2} 1gornjamede:0, supS, = 0%
| donjamede:2, infS, =2

Si={2,6 | :

% gornjamede:0,6 supS, = 6%

5. Osnovi teorije grafova
5.1 Definicija grafa
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Def. Ako je X neprazan konaéan skup i r binarne relacije u X, tada se uredeni par G=(x,r)
naziva graf.

Elementi skupa X su évorovi , a elementi skupar grane (ivice) grafa.

Geometrijska predstava grafa:

- evorovi grafa iz X se prikazuju kao medusobno razliéite tagke ravni ili prostora. Ako
(xy)I r, tada odgovarajuae tagke spajamo neprekidnom linijom koja se orijenti e od x ka
y. Ako (x,y)I r, odgovarajuae tagke nisu povezane linijom.

Primer: X ={a,b,c,d}, p={(a,a),(a,h),(a,c),(a,d),(b,b),(b,d),(c,a)}

Ivica koja spaja évor sa samim sobom zove se petlja
Svakoj relaciji se moz e pridruz iti graf kao geometrijska predstava i svakom grafu kao figuri
se mogu pridruz iti neka binarnarelacija u skupu évorova.

Osobine binarnih relacijana grafu:

Refleksivnost:  svaki evor grafaima petlju . O

Simetrienost:  izmedu svaka dvarazliéita evora gde postoji ivica,
postoji i ivica u suprotnom smeru.

A .

3. Antisimetrienost: svaka dva razlieita evora imaju najvis e jednu ivicu koja ih spaja.

-~

4. Tranzitivnost: zasvaki par nadovezanih ivica(x,y) i (y,2),

X
postoji ivica (X,z) kojaih zatvara. Qz
Primer:
X ={0,26}, p={(0,0).(20).(6,0),(2.2).(26).(6:6)}
-Relacija poretka
2
6
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Def. Akojekod grafa (X, r) relacijar antisimetriéna, graf je orijentisan.
Ako je kod grafa (X, r) relacijar simetriéna, graf je neorijentisan.

Kod neorijentisanog grafa se svi parovi grana koje spajaju evorove zamenjuju jedinstvenim
neorijentisanim granama.

Primer:
c Zzamenjuje se c

Postojei grafovi koji nisu ni orijentisani ni neorijentisani.

Primer:

Postojei drugaéije definicije neorijentisanog grafa:

Def. Uredeni par (X, U), gdeje X neprazan skup, aU i {(x,y), x, y1 X} i antisimetriéno je,
naziva se orijentisani graf.

Uredeni par (X, U), gde je X neprazan skup, a U i {(x,y), x, yi X} tj. U je podskup skupa
neuredenih parova iz X, je neorijentisani graf.

Primeri:
(X,U), X ={a,b,c}, U ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,c)}
a
- neorijentisan graf.
b
C

5.2. Matriena interpretacija grafa

Def. Neka su svi évorovi nekog grafa (X,r) uredeni po nekom proizvoljnom poretku u niz
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. B L x),
Matrica A—||aij ||nxm, kod kojeje qi_{erugJ]acije

je matrica susedstva grafa (X, r).

Matrica susedstva neorijentisanog grafa je simetriena tj. & =a; za svako i,
T{12,..n}.

Za matricu susedstva orijentisanog grafavaz i daje ("i,j, it j) a=1pb &=0.

Za a;=1, postoji petlja u évoru x;

Def. Neka su svi évorovi i ivice neorijentisanog grafa (X,r) uredeni u nizove x;, Xp, Xq ]
iz, im
Matrica B = ||b.|| kod kojeje b, :il ako jex; jednaod krajnjih tacakaivice i ;.
Hllxm ' 1 0, drugacije
Primer:
a b C d
& a&g 1 0 1y
© o 1 o
b e u
cél 0 0 0u
y d&® o0 1 of
a (aa b) (av C) (b’ C)
aé 1 1 Ou
b A=DbZ 1 0 1y
ccgo 1 1q

5.3 Putevi u grafu

D_ef. Zadat je graf G=(X,r). Nizivicaizr (Xi, X2), (X2, X3), ..., (Xn-1, Xn) j€ put duz ine n grafa
G _od x; do X, (X1 jepoeetni, a X, zavrs ni evor).
Ivicei évorovi u putu se mogu ponavljati.

Def. Ako se svi évorovi nekog puta razliéiti, tada je to elementarni_put (prolazi kroz svaki
evor puta samo jedan put).

Def. Ako jex; =x, , tada se put naziva zatvoteni put.

Umesto (X1, X2), (X2, X3), .., (Xn-1, Xn) PIS €S X1, X2, ...y Xn.

Primer:

- nije elementarni put
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-d—c-e—-f-c-b-d - nije €eementarni, ai je
zatvoren

-b—-d-c—-e-f - otvoren i elementaran
-b—-d-c- b,e—e c—e—-f——zatvoreni elmentaran

Def. Neka je G=(X,U) neorijentisani graf. Nizivica iz U {x1, X}, {X2, Xa}, ..., {Xn-1, X} j€
lanac u G _od x; do X, (X1 je poéetni, a X, zavrS ni evor).
Ivicei evorovi u putu se mogu ponavljati.

Def. Ako se svi évorovi lanca raziéiti, to je elementarni lanac.

Def. Ako jex;=x, , lanac se naziva ciklus.

Primer:

Def. Ako je (X,r) neorijentisani graf bez petlji, lanac koji prolaz taéno jedan put kroz sve
ivice grafa je Euler-ov lanac (isto vaz i i za orijentisani graf i Eulerov put)

Def. Akoje (X, r) neorijentisani graf, lanac (ciklus) koji kroz sve évorove prolazi taeno jedan
put je Hamiltonov lanac (ciklus).
(Istovaz i i za orijentisani graf, Eulerov put i Hamiltonov put).

Primeri:
a b Eulerov put: a-b-c-d-b-f-e-b
Hamiltonov put: ne postoji
Cc
d
e f
c a Nemani Eulerov ni Hamiltonov put
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a,b,c,d,f,e,a— Hamiltonov put

b
d,c,b,a,c,edf,eaf —Eulerov put
a Cc
e
f d

5.4 Neki specijalni grafovi

Potpungraf  Kj, Svaka dva évora spojena su ivicom

Graf-ciklus  C, D Ivice obrazuju ciklus

Ivice obrazuju put

Nula-graf Np Graf sadrz i samo évorove

o o
Kn,m
Potpuni Skup évorova se moz e podeliti nadva skupa, tako da évorovi u istom
biparitni graf skupu nisu spojeni, a svaka dva evoraiz razlieitih skupova su spojeni
K32
Kin zvezda

Orijentisani graf koji nesarz i ni jedan
yatvoreni put niti petlju

AT\
PN
;
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5.5 Stablo (drvo)

Def. Sablo je neorijentisani graf bez petlji kod koga izmedu bilo koja dva évora postoji
|edinstveni elementarni lanac.

Primeri:

oO——0 o——O0o——0 O O

X

Def. Stablo sa korenom (ukorenjeno ili orijentisano stablo) je stablo kod koga postoji
specijalno uoéeni evor koji predstavija koren.

Primer:
Nivoi
0 Visinastabla: 3

Def. Nivo évora x nekog stabla je duz ina elementarnog lanca od korena do tog évora (koren
ima nivo 0).
Visina (duz ina) stabla je najvese nivo évora u stablu.

Terminologija u ukorenjenom stablu

Ako je dat elementarni lanac od korena do nekog évora, npr. a, b, f, hdo h tadaje

f roditelj (otac) od h, h je dete (sin) od f,
- a b, fsupreci odh, hjepotomak od a, b, f,

- gihbrase,
- ako neki evor nema dece, zove selist. Ako neki évor nijelist, on je évor grane.

Def. Evor x nekog stabla zajedno sa svim svojim potomcima predstavija podstablo ovog
stabla sa korenom x.
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Def. Binarno stablo je ukorenjeno stablo gde svaki évor ima najvi e dva deteta Evor x
nekog (levo ili desno).

Primeri:

Primeri: Stablo pretraZ ivanja u bazama podataka, gde se svakom évoru stabla pridruz uje
neki podatak, tako daje podatak u levom podstablu uvek “manji” od podataka u desnom
podstablu.

6. Teorijakonaenih automata

- formuli$ e apstraktne model e rada sistema koji se moZ e opisati na sledese nagin:

ulaz stanje izlaz
—> .
u S [

t t t

Sistem se posmatra u diskretnim vremenskim trenucimat (t=0,1,2,...) i u svakom od
njih ga karakteris e neko stanje s u kome se nalazi. U svakom trenutku t na ulaz u sistem
dolazi neki ulazni signal u; koji izaziva (eventualno) menjanje njegovog stanja u stanje s i na
izlazu izlazni signa i;. PoS to stanje s i izlaz i; zavise, ne samo od ulaza u; vess od prethodnog
stanja sistema s.1 na koga ovg ulaz nailazi, ovakav jedan sistem radi sa nekom vrstom
primitivne unutras nje memorije.
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nagin;

6.1 Konaena mas ina

Sada se abstraktni model koji opisuje rad ovakvog sistema moz e definisati na sledese

Def. Konaéna mas ina se sastoji od:

konaenog skupa U ulaznih simbola,
konaenog skupa | izlaznih simbola,
konaenog skupa S stanja,
funkcije prelaza stanja f:S U® S,
gde f(s,u)=s¢znaei da,ako ulaz u doce u sistem koji je u stanju stada se stanje
menja u s¢
funkcijeiZlazag: S U® I,
gde g(s,u)=i znaél da,ako ulaz u dode u sistem koji je u stanju stada jeizazi,
poéetnog stanja sistema s*1 S

Ovakva konaénamas ina se oznacavasaM=(U,I,Sf,g, s*).

Primer: U={ab}, I={0,1}, S={s0,S1}, S* =So
u f g il f(so,@=s0 9(S0,d)=0
s a b a b f(so,b)=s1  g(so,b)=1
So So S1 0 1 f(sp,@=s1 9(sp,@=1
S S S1 1 0 f(s,b)=s1 g(s1,b)=0

Jedna konaena masS ina se moZ e u potpunosti definasati kori$ aenjem takozvanog dijagrama
prelaza.

Def. U dijagramu prelaza za konaénu mas inu M=(U,I,Sf,g,s*) svako stanjes iz S se

predstavija kao neki évor ovog dijagrama.

Od évora s; do évora s, postoji orijentisana ivica ako postoji ulaz u, ul U, takav da
vaZ i f(s1,u)=s,. Ako je, pri tome, g(s1,U)=i, ovoj ivici se dodeljuje oznaka u/i. Evor
koji predstavija poéetno stanje s* oznaéen je strelicom.

Primer: Dijagram prelaza za konaenu mreZ u iz prethodnog primeraima oblik:
alo all
b/1
S0 S 1
b/0

Sada se rad konaene masS ine M moZ e opisati na sledeag naéin:
Na ulazu u masS inu se nalazi jedan niz ulaznih ssmbola (ulazni niz). Polazese od poeetnog
stanja, svaki od ovih simbola prevodi sistem iz stanja u stanje (u skladu sa funkcijom prelaza)
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pri éemu se generiS e odgovargjuae izlazni ssimbol (u skladu sa funkcijom izlaza). Ova niz
izlaznih simbola (izlazni niz) se zato moZ e formalno definisati na sledeae naéin:

D_ef. Nizyi, Y2, ..., Yn, j€1Zd@zni niz mas ine M koji odgovara ulaznom nizu Xz, X, ..., X, ako
postoji nizstanja So, S1,..., Sl Stako daje

Sg=S*
si= f(si-1, X)), i=1,n
¥i = 9(Si-1, %), i=1n
Primer: Ako je na ulazu konaene mas ine iz primera ni x=aababba, odgovarajuae niz

stanja kroz koje mas inaprolazi je So, So, So, S1, S1, S1, S1, S1.
Odgovarajuaeizlazni niz je y=0011001.

Mnoge operacije koje se vi$ e u digitalnom raeunaru mogu se prikazati kao konaéne mas ine.

Primer:

* z

—> t
) EEEE—

Yi sabirac
—>

—>

Cia Ci
zastoj <

Serijski sabiraé sabira dva binarna brojax=0 X, Xp.1 ...Xo1 Y=0 Yn Yn-1 ...Yo. Naulazu se
u diskretnim vremenskim trenucima t=0,1,...,n+1 nalaze parovi (Xo, Yo), ---,(Xn, Zn), (0, O).
Stanje sabiraéa u trenutku t se karakteriS e prenosnim bitom ¢ tj. prenosom na sledese
cifarsko mesto pri sabiranju u trenutku t. Sabiranjem binarnih cifara x;, y; i prethodnog stanja
Cw1, dobija se kao izlaz binarna cifra z; i menja se stanje sabiraea u ¢.. Rezultat sabiranja je
izlazni Niz zp+1 Zn, ..., 20.

Sabirae se mozZ e prikazati kao konaéna mas ina na sledesé naéin:

Skupovi ulaznih i izlaznih smbola su U={00,01,10,11} i I={0,1}. Skup stanja je
S={s0,51}, gde s 0znaéava da nema prenosa na sledese cifarsko mesto, dok s; oznagava da
takav prenos postoji.

Sada se dijagram prelaza ove maS ine moz e prikazati kao:

00/0_ ov1 010
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Ako treba sabrati dva linerna broja x=0010 i y=0111, tada ovom sabiranju odgovara
ulazni niz (0,1), (1,1), (1,0), (0,0), a njemu odgovaragjuae izlazni niz prethodno definisane
konaéne masS ineje z =1001, $ to jei rezultat sabiranja.

Kori$ aenjem konaéne mas ine se mogu formalno prikazati mnogi postupci koji imaju
zacilj dana odredeni nagin prepoznaju unapred zadate osobine ulaznog niza.

Primer: Konaéna mas ina definisana dijagramom prelaza:

daje naizlazu 1 eéim registruje 101 u ulaznom nizu i nadalje. U ostalim slueajevimadaje 0.

Medutim, za neke osobine ulaznih nizova, ne mogu se formirati konaéne mas ine koje
bi ih prepoznale.

Primer:

Ne postoji konaenamas inakojanaulazuimanizOi 1i dajeizlaz 1 uvek kadaje broj
1i Ojednaki, u ostalim sluegjevima daje 0.
Stvarno, stanja ovakve mas ine trebalo bi da budu

So— istibroj 1i 0

s; — broj 1vesezalodbroja0 s:°— broj Ovesezal od brojal
s, — broj 1veseza2 od broja0  s,°— broj O veseza2 od brojal

(o) (o)
(o) (o)
(o) (o)

Medutim, trebalo bi da bude beskonaéno mnogo stanja, pa konaéna mas ina ne moz e da se
formira na takvom skupu stanja.
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6.2 Konaéeni automat

Specijalni sluégj konaéne mas ine su konaeni automati. Oni su od posebnog ineresa, jer su
vezani zaformalne jezikei gramatike.

Def.1 Konaéni automat A=( U,I,Sf,g,s*) je takva konaéna masina kod koje je 1={0, 1} i gde
jeizlaz odreden dledeaem stanjem mas ine.

Drugim reéima, kod konaénih automata vaz i da, bilo kako dos li u neko stanje, daju uvek isti
izlaz tj. u njihovom dijagramu prelaza sve ivice koje ulaze u isto stanje imaju isti izlaz.

Primer:

U ovoj konaenoj masS ini za svako stanje vaZ i da sve ivice koje ulaze u njega imagju
isti izlaz. Zato ona predsatvlja konaeni automat.

Stanja za kojavaz i da uvek kada je automat u njimadaju izlaz 1 zovu se prihvatajusa
stanja.

Sada se konaeni automat moz e definisati na drugaéiji naéin:
Def.2 Konaéni automat A se sastoji od:

- konaénog skupa U ulaznih simbola,

- konaénog skupa S stanja,

- funkcije prelaza stanjaf: U” S® S

- podskupa Al S prihvatajuagh stanja,

- polaznog stanjas*1 S

U oznaci A= (U,Sf,A,s*).



U dijagramu prelaza konaenog automata se prihvatajuaa stanja obelez avaju sa , a oznake
izlaza se ne navode.

Primer: Konaeni automat iz prethodnog primera se moz e prikazati kao:

Svakom ulaznom nizu konaenog automata A odgovara jedan orijentisani put koji
polazi od poéetnog stanja s,. Ako se tg put zavrS ava u nekom prihvatgjusem stanju, tada A
prihvata (prepoznaje) tg) ulazni niz.

Pojam prihvasenog ulaznog niza moz e da se definiS e na sledese nagin:

Def. Automat A=(U,Sf,A,s*) prihvata (prepoznaje) ulazni niz Xy, Xo ,... , X,, ako postoji niz
stanjaso,S1,..., Sp,takvindaje
So=S
f(siax)=si,i =B,
sal A.

Skup svih ulaznih nizova koje automat A prepoznaje oznaéava se sa Ac(A).

Primer:

Konaeni automat iz prethodnog primera prihvata ulazni niz aabbba, jer se
odgovargjuee niz stanja zavrS ava sa Si. Ovg automat ne prihvata baabbabb, jer se
odgovargjuaeniz stanjazavrsS avau S, .

Konaeni automat je u sus tini jedan algoritam koji odlueuje da li je ili ne zadati niz
prihvatljiv. Eesto treba nase takav konaeni automat koji prepoznaje (prihvata) sve nizove sa
taéno odredenim osobinamai samo njih.

Primer:

Automat koji prepoznaje sve nizove nad skupom {a, b} koji sadrZ e neparan broj a
moz e se definisati sledesem dijagramom prelaza.

b b
e
S

gde s, 0znagava stanje u kome je broj aparan, as stanje u kome je broj a neparan.
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Def. Dva konaena automata A i A¢su ekvivalentna ako prepoznaju isti skup
nizova tj. Ac(A) =Ac(A9

Primer:
Dva automata

su ekvivalentna, jer oba prepoznaju nizove koji se sastoje samo od b.

7. Formalni jezici. Gramatike

7.1 Formalni jezici

U opS tem sluégju jezik je skup reéi i metoda za njihovo kombinovanje koji se koristi i
"razume" od strane odredene zajednice. Pravila formiranja reé u ovakvim prirodnim jezicima
su veoma kompleksnai teS ka za karakterizaciju.

Formalni jezici i gramatike modelirgju i formalno opisuju prirodne jezike i pravila
formiranjanjihovih reé, a u cilju laks e komunikacije sa raeunarom.

Def. Neka je A neki konaean skup. Formalni jezici L nad azbukom A je poskup od A*, gde je
A* skup svih nizova (reéi) nad A..

Primer:
ZaA={ab}, jezik L moz e dasadrZ i skup svih nizova nad A koji imaju neparan broj
atj. L={a, ab, ba, abb, bab, bba,...}

7.2 Gramatike

Def. Gramatika G se sastoji od:
- konaénog skupa N nezvr$§ nih slova,
- konaéenog skupa T zavr$ nih slova, gde NCT=/4
- konagnog podskupa Pl [(NET)*-T*]" (NE T)* koji se naziva skup pravila izvodenja
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- polaznog slova s*1 N.
U oznaci G=(N,T,P, s*)

Ako (A,B)I P, tada se to éesto oznagavasa A® B. Al (NET)*-T* i Bl (NET)* tj. A i
B su nizovi koji se sastoje od nezavrs nih i zavrS nih slova tako da A mora da sadrz i bar
jedno nezavrs no slovo, dok B moz e da se sastoji samo od zavrs nih.

Polazaae od zadate gramatike G moz e se generisati neki jezik tj. koristese pravila ove
gramatike mogu seizvesti nizovi (reéi) ovog jezika

Def. Zadata je gramatika G =(N,T,P,s*).

Ako je a® b neko njeno pravilo, tj. (a,b)i P, i xayl (NET)*, tada je xby direktno
izvodivo iz xay, u oznaci xayb xby.

Ako ail (NET)* zai=1n i ajp aj;1 zai=1n- 1, tadajea, izvodivo iz a;, u oznaci

a]_b an.
Jezik L(G) generisan gramatikom G, L(G) je skup svih nizovanad T izvedenizs*.

Primer 1:
GramatikaG= (N, T, P, s*) je zadatasaN={s*, S}, T={a, b} i P={s*® bs*, s*® aS,
S® bS, S® b} .
Na osnovu pravila S® bS niz abShb je direktno izvodiv iz aShb tj. aSbbb abShb.
Takode, s* p bbab pomoae nizaizvodenjas*P bs*P bbs*p bbaSP bbab.

Odredimo ops ti oblik reé nad T izvedene iz poeetnog slovas* ove gramatike:
s*b bs*p ...p b's*p b"aSb b"abSb ...p b"ab™Sp b"ab™?!, zam30i n3 0,
gde b oznagava k uzastopnih pojavljivanjaslovab u redi.

To znaél da jezik L(G) generisan gramatikom G sadrZ i sve reéi ovoga oblika i samo
njih tj. sadrz i sve one nizove nad {a,b} koji sadrZ e samo jedno a a zavr$ avaju se sa
b.
Napomenimo da je u opS tem sluégju za zadatu bilo kakvu gramatiku G teS ko nasé oblik
opsS teg elananjenog jezikaL(G).
Osnovu jedne gramatike éine njen skup pravila izvodenja. Pomoae ovih pravila se, polazeae
od poéetnog slovai koristeae dva disjunktna skupa slova, izvode regi jezika ove gramatike i to
nad skupom zavr$ nih slova kao njegovom azbukom. NezavrS na slova sluz e samo kao
pomoaai simboli pri ovom izvodenju.

Gramatike i njena pravila mogu se kondenzovanije prikayati pomoael tzv. Backus-ove
normalne forme (BNF).

Def. U Backus-ovoj normalnoj formi se prikazuju:
- nezavrS na slovaizmedu uglastih zagrada <...>,
- pravilaS® Tkao S:=T,
- pravilaS® Ty, SB Ty,..., S® T, kao S::=T ¥ %2.. Y.

Primer:



Gramatikaiz Primera 1. moz e se prikayati u obliku BNF kao
<s*>i=p<s*>Va<S>
<S>::=b<SVb

Mnogi poznati skupovi iz algebre brojeva mogu se prikazati kao jezici generisani odredenim
gramatikama koje defini$ u pravilaformiranja e emenata ovih skupova.

Primer 2:
Ako se ceo broj shvati kao niz cifaraod 0 do 9, ispred koga stoji (neobavezno) + ili -,
tada se skup svih celih brojeva moz e smatrati jezikom generisanim sledesem
gramatikom:

<cifra>::=0%Y2Y3YAY/ oY HYA /8D

<ceo broj>::=<oznagen ceo broj>Y<neoznagen ceo broj>
<neoznaeen ceo broj>::=<cifra>Y<cifra><neoznaéen ceo broj>
Polazno slovo : <ceo broj>

Sada se ceo broj — 980 moz eizvesti iz poeetnog slova sledeaem nizom izvodenja:
<ceo broj>p <oznagen ceo broj>pb -<neoznagen ceo broj>p -<cifra><neoznaéen ceo
broj>p -<cifra><cifra><neoznagen ceo broj>p -<cifra><cifra><cifra>p -
O<cifra><cifra>

p -98<cifra>p -980.

U zavisnosti od oblika pravila neke gramatike postoje tri tipa gramatike (prema klasifikaciji
Eomskog):

Def. Nekaje G=(N, T, P, s*) neka gramatika i | prazan niz (ree).

a) Ako je svako pravilo izvodenja gramatike G oblika aAb® adb, gde je
a,bl (NET)* Al N, dl (NET)*\{l }to je kontekstno zavisna gramatika.

b) Ako je svako pravilo izvodenja gramatike G oblika A® d za Al N, di (NET)*\
{1}, to je konteksno slobodna (nezavisna) gramatika,

C) Ako je svako pravilo izvodenja gramatike G oblika A® a ili A® aB, gde je

ABI N, al T*\{l }, tojeregularna gramatika.

Svaka regularna gramatika je i kontekstno slobodna, a svaka kontekstno slobodna je i
kontekstno zavisna.

Primer: Gramatikaiz Primera 1. jeregularna, aiz Primera 2. je konteksno slobodna

Def. Jezik L je kontekstno zavisan (slobodan, regularan) ako postoji kontekstno zavisna
(slobodna, regularna) gramatika G tako da je L=L(G).

Primer 3:
U Primeru 1 prikazano je da postoji jedna kontekstno slobodna gramatika koja
generiS e skup celih brojeva. Medutim, skup celih brojeva moz e se generisati i
sledesem gramatikom:
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<ceo broj>::=+<neoznaéen ceo broj>Y2<neoznaeen ceo broj>Y%2* <neoznagen ceo broj>
<neoznaeen ceo broj>::=0Y4Y2YBYAYBYHYHAY/BYS/HD<neozneéen ceo broj>Yz../8<neoznecen
ceo broj>

Polazno slovo : <ceo broj>,

gdeje* zavrs no slovo koje oznagava blanko.
Ovagramatika je regularna, paje zato skup celih brojeva jedan regularan jezik.

Def. Gramatike Gy i G, su ekvivalentne, ako je L(G1)=L(G,) .

Primer: Gramatike iz Primera 2 i 3 su ekvivalentne, jer generisS u isti skup — skup celih
brojeva.

7.3Vezaizmedu automatai regularnih gramatika

MoZ e da se pokaZ e da se za svaki konaéan automat A moZ e konstruisati regularna
gramatika G tako da se jezik L(G) poklapa se skup A c(A) svih nizova koje tg automat
prepoznaje.

Tvréenje: Neka je A=(U,Sf,A,s*) konaéni automat i G=(N, T, P, s*) gramatika kod koje je
N=S T=U, s* poeetno slovo, a skup svih pravila izvodenja P defini$ e se na ledese naein:

- akof(sx)=st tada s® xs¢ P,

- akof(sx)=sti s¢ A, tadas® x st s® xI P.

Tada je skup svih nizova koje prepoznaje automat A jednak jeziku L(G) generisanom
gramatikom G.

Primer: Automatu A koji prepoznagje sve nizove nad {ab} takve da sadrZ e neparan broj a,
zadatom dijagramom prelaza
b

b
e
S

odgovara sledesa gramatika G=(N, T, P, s*):
N={so, S1}, T={a b}, s*=sgi P={s® as1, So® a, So® bsp, S1® asg, S1® bs;,s1® b }.

Obrnuto, ako je zadata neka regularna gramatika G, onda se konstrukcija automata A takvog
daje Ac(A)=L(G), ne moz eizvesti direktno.

Regularnoj gramatici G se moz e, prvo, dodeliti tzv. nedeterministiéki konaéni automat NA
takav daje Ac(NA)=L(G).
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Def. Nederministieki konaéni automat NA sastoji se od U,SA,s* i funkcije prelaza oblika
f.S” U® PS tj.f(su)=sd PS gdeje PSpartitativni skup skupa stanja S

Znaei da automat NA, delovanjem ulaza u na stanje s, prelazi u jedno od stanja iz podskupa
stanja sttj. stanje u koje a@ NA preae nije jednoznaeno odredeno. Podskup s¢ moz e biti i
prazan.

Primer: NA=(U, S, f, A, s*) je odredeno sa U={a, b}, S={s*, C, F}, A={ F} i funkcijom f
definisanom sa

\& f

S a b

s’ C s’

C /E {(C.R
F yi A

ili dijagramom prelaza

b b

Twréenje: Neka je G=(N, T, P, s*) regularna gramatika i NA nedeterministieki konaeni
automat kod koga je U=T, S=NE{F}, gde je FINET, AI{F} i
f(s,u)={s[s® usT P}E{F|s® ul P}.

Tada je skup svih nizova koje prepoznaje NP jednak jeziku L(G).

Primer:
Zadata je G=(N, T, P, s*) sa T={a, b}, N={s", C}, s* kao poéetnim slovom i
pravilimaP={s'® bs”, s'® aC, C® bC C® b}.
Nederministieki automat NA Kkoji odgovara ovoj gramatici je dat u prethodnom
primeru tj. njegov dijagram prelazaje:
b b

Svaki nedeterministieki automat se moz e transformisati u ekvivalentni deterministieki
automat.

37



Tvréenje: Neka je NA=(U, S f, A, s*) nedeterministieki konaeni automat i neka je S&=PS
) _ } A& akoeX =4
UBU, 57 €:{5%), At (X SHXC AL H1OX=1 | | 1(s,x),ako je X 1 /&
d X

Tada je konaéeni automat A¢= (UG S¢ f¢ AG s* @ ekvivalentan automatu NA.

Primer: Automat A¢(U¢ SG f¢ A¢ s* @, ekvivalentan automatu NP iz prethodnog primera,
moZz e se definisati na sledese nagin:

Ue{ab}, SE{A {s},{C}, {F},{s",C}.{s",B.{C. P}, {s", C. B},

A& {F}, {s, F}, {C, F}, {s, C, F}}, s*¢& {s }, a funkcija f¢ se moz e definisati
dijagramom prelaza:

Pos to, polazeseod {s'} Atoéigledno nikada ne mo? e doaku stanja{s ", F}, {s’, C},
{s",C, F} i { F}, tada se dijagram prelazamo? e konaéno redukovati na:

] b
()
o)
a

Ovako konstruisani automat A¢prepoznaje sve nizove koje generis e gramatike G iz
prethodnog primera.
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